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Vorwort

Dieses Skript entstand aus einer 4 + 2-Vorlesung im Wintersemester 2019/20 (14 Wochen) an der
Leibniz Universitdt Hannover und richtet sich vorrangig an Studierende der Studienginge Bachelor
und Master Mathematik. Es werden Kenntnisse der Linearen Algebra 1 & 2, Analysis 1 und Diskreten
Mathematik vorausgesetzt. Die Inhalte stammen aus folgendem Buch:

e R. P. Stanley, Algebraic Combinatorics, 2nd edition, Springer, Cham, 2018, https://link!|
springer.com/book/10.1007%2F978-3-319-77173-1 (E-Book im Uninetz verfiighar).


https://link.springer.com/book/10.1007%2F978-3-319-77173-1
https://link.springer.com/book/10.1007%2F978-3-319-77173-1

Im Unterschied zum Buch wurden einige Beweise hinzugefiigt (Sétze von Perron-Frobenius, Cauchy-
Binet und die Hakenformel). Andererseits fehlen einige erkliarende Diagramme, die in der Vorlesung an
der Tafel standen. Der Satz von Perron-Frobenius wurde nachtréglich erweitert, um eine Ubungsaufgabe
zu l6sen.

Ich bedanke mich bei Max Gajeufsky und Till Miiller fiir einige Fehlerhinweise.

1 Wege in Graphen

Definition 1.1.
e Leere Menge: @.
e Natiirliche Zahlen: N = {1,2,...}.
o No=1{0,1,...}.
e Ganze Zahlen: Z=1{...,—-1,0,1,...}.
e Rationale Zahlen: Q = {7 : a,b € Z, b # 0}.
e Reelle Zahlen: R (Analysis).
e Komplexe Zahlen: C (Analysis).
e Fiirx € Rsei |z] :=max{z € Z: 2z <z} und [z] :=min{z € Z: z < z}.

o Fiir eine Menge A sei |A| die Méchtigkeit von A. Man nennt A endlich, falls |A] < oo und
anderenfalls unendlich. Wir unterscheiden mit der Schreibweise |A| = oo keine Kardinalitéten
(abzahlbar, iiberabzahlbar etc.).

e Fiir eine Menge A ist 24 := {B C A} (oder P(A)) die Potenzmenge von A. Es gilt |24| = 2/4],
falls A endlich. Fiir k € Ny sei

(ﬁ) ={BCA:|B|=k}C2"

die Menge der k-elementigen Teilmengen von A. Bekanntlich gilt |(‘2)| = ("2') = AL falls A

~ E(A-R)
endlich.

e Eine Multimenge auf einer Menge A ist (formal) eine Abbildung f : A — Ny. Anschaulich ist eine
Multimenge eine Sammlung von Elementen aus A, wobei wie bei Mengen die Reihenfolge der
Elemente keine Bedeutung hat, aber Elemente mehrfach vorkommen diirfen. Das Element a € A
soll genau f(a)-Mal vorkommen. Wir benutzen fiir Multimengen ebenfalls geschweifte Klammern.

e Fiir eine Menge A und k € Ny sei ((’2)) die Menge der k-elementigen Multimengen auf A.
Beispiel 1.2. Fiir A = {1,2, 3} gilt

(;1) = {{1.2},{1,3}.{2,3}},
(<I;l>> = {{1,1},{1,2},{1,3},{2,2},{273}7{373}}'



Definition 1.3. Ein Graph (genauer ungerichteter Multigraph) ist ein Tripel (E, K, ¢) bestehend aus
endlichen Mengen E (Ecken) und K (Kanten) und einer Abbildung ¢ : K — ((f ).

Bemerkung 1.4.

(i) Sei G := (E, K, ) ein Graph und z € K mit ¢(z) = {a,b} (wir schreiben auch kiirzer x = ab).
Dann ist = eine Kante zwischen den Ecken a und b. Im Fall @ = b nennt man x eine Schleife. Im
Fall a # b nennt man o und b benachbart. Wir lassen auch zu, dass mehrere Kanten die gleichen
Ecken verbinden. Man spricht dann von einer mehrfachen Kante. Ein Graph ohne Schleifen oder
mehrfache Kanten heifit einfach. In diesem Fall ist ¢ : K — (125) injektiv und man kann K als

Teilmenge von (E) auffassen.

2

(ii) Sei £ = {e1,...,ep} und a;; die Anzahl der Kanten zwischen e; und e;. Man nennt A = A(G) =
(aij)];,j:1 € CP*P die Adjazenzmatriz von G.

(iii) Ein Weg der Linge [ von e € E nach f € E ist eine Folge e = f1, k1, fo, ko, ..., ki, fix1 = f, wobei
k; eine Kante zwischen den Ecken f; und f;y1 ist (f; = fi+1 ist erlaubt).

Beispiel 1.5. Der Graph

4 ——3D

(0 13

5

1 2 U

hat Adjazenzmatrix

01020
1 0100
A=(0 1 1 1 0
20100
0 000 2

Satz 1.6. Sei G ein Graph mit Ecken ey, ..., e,. Dann ist die Anzahl der Wege der Linge | zwischen
e; und e;j gleich dem Eintrag an Stelle (i,7) in A(G)".

Beweis. Sei A(G) = (a;;). Dann gilt

(A(G)Z>U = Z Qg Agqgg - - - ailflj

1<iq,..,ii—1<p

Die Anzahl der Wege von e; nach e;, die iiber die Ecken e;,,...,e; , (in dieser Reihenfolge) verlaufen,
ist genau a;i, a;yi, - - - @4, 5, denn es gibt a;;, viele Kanten zwischen e; und e;,, a;,;, Kanten zwischen
e;, und e;, usw. Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 1.7 (Lineare Algebra). Die Adjazenzmatrix A eines Graphen ist offenbar reell und
symmetrisch. Nach linearer Algebra sind die Eigenwerte A1,..., A, von A reell. Man nennt sie auch
Figenwerte von G. Auferdem existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren u1,...,u, € RPx1
(Spaltenvektoren). Die Matrix U € RP*P mit Spalten uy, ..., u, erfiillt dann U~ = U* und U'AU =
diag(Ai,..., Ap).



Folgerung 1.8. Seien Ai,..., )\, die Figenwerte der Adjazenzmatriz A eines Graphen G. Seien
i,j € {1,...,p}. Dann ezistieren c1,...,c, € R mit

(A(G)Z)U = 01)\l1 + ...+ Cp)\g7

fir alle 1 > 1.

Beweis. Sei U = (USt)g,tzl wie in [Bemerkung 1.7} Setze ¢, := wiru i Es gilt

Al = (U diag(A1, ..., \p)U ™! = Udiag(N},..., ALY U™ = Udiag(A], ..., A)U".

Daher ist (A');; = YF_ ugAuje = el Ay + ...+ cp)\é. O
Definition 1.9. Ein Weg in einem Graphen heifst geschlossen, wenn Start- und Zielecke identisch sind.

Satz 1.10. In der Situation von|Folgerung 1.8 ist )\ll +...+ )\i7 die Anzahl aller geschlossenen Wege
der Linge [.

Beweis. Die Anzahl der (geschlossenen) Wege der Liinge I von e; nach e; ist der Eintrag von A! an Stelle
(i,1). Die Anzahl aller geschlossenen Wege ist daher die Spur tr(A!). Nach linearer Algebra ist die Spur
einer Matrix gleich die Summe aller Eigenwerte. Wegen U~ A'U = diag(\}, ..., )\é,) sind A\, ... ,)\ﬁ, die
Eigenwerte von A! und die Behauptung folgt. O

Beispiel 1.11. Der vollstindige Graph K, ist einfach mit Ecken E' = {eq,...,e,} und Kanten K = (g),
d.h. je zwei verschiedene Ecken sind mit genau einer Kante verbunden. Offenbar ist A(K,) = J —1,,
wobei die p x p-Matrix J nur aus Einsen besteht.

Lemma 1.12. Die Figenwerte von J sind 0 und p, wobei 0 mit Vielfachheit p — 1 auftritt (und p mit
Vielfachheit 1).

Beweis. Offenbar ist (1,...,1)" ein Eigenvektor von J zum Eigenwert p. Auferdem sind (1,—1,0,...,0),
(1,0,-1,0,...,0),...,(1,0,...,0,—1) linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert 0. O]

Lemma 1.13. Die Eigenwerte von K, sind p — 1 mit Vielfachheit 1 und —1 mit Vielfachheit p — 1.

Beweis. Jeder Eigenvektor v von J zum Eigenwert A ist ein Eigenvektor von J — 1, zum Eigenwert
A — 1. Die Behauptung folgt daher aus |Beispiel 1.11| und [Lemma 1.12| O

Folgerung 1.14. Die Anzahl der geschlossenen Wege der Linge | in K, mit vorgegebenem Start/Ziel

15t
1

5((1? — 1!+ (-1 (p-1)).

Beweis. Die Eigenwerte von A(K))! sind (p — 1)! mit Vielfachheit 1 und (—1)! mit Vielfachheit p — 1.
Nach ist (p — 1) + (=1)!(p — 1) die Anzahl aller geschlossenen Wege. Da K, invariant unter
Vertauschen von Ecken ist, hingt die Anzahl der geschlossenen Wege mit festem Start/Ziel nicht vom
gewihlten Start/Ziel ab. Dies zeigt die Behauptung,. O

Bemerkung 1.15. Da K, keine Schleifen besitzt, entspricht jeder Weg der Lange [ einer Folge
(€iyy--vs€ipy,) mit 1 <id; <pundi; #4541 fiir j = 1,...,1. Daher ist %((p — 1)+ (=1)'(p — 1)) auch
die Anzahl dieser Folgen mit vorgegebenem i; = 4;11.



Folgerung 1.16. Die Anzahl der Wege der Linge | in K, von e; nach e; mit i # j ist
1 l l
“(p =1 = (=1)).
Y- - 1)

Beweis. Da die Matrizen J und 1, vertauschbar sind, ergibt die binomische Formel

mit JO := 1,. Sei v := (1,...,1). Dann ist vo' = p und v'v = J. Es folgt JF = pF=1J fiir k > 1. Dies
zeigt

l
At = S0 () 4 (1) = 3 (= 1 = (1)) + (1),
=

1

Die Behauptung folgt aus O

Lemma 1.17. Seien aq,...,as, B1,...,0: € C\ {0} mit
I I _ al I
O[1++OZS—B1++,Bt
fir allel > 1. Dann ist s =t und a; = 5; firi=1,...,s bei geeigneter Nummerierung.

Beweis. Sei x € C mit |z| < min{|ey|71,|B;/7! : 1 < i < 5,1 < j < t}. Dann konvergieren die

geometrischen Reihen )%, (oz)" = 104 absolut. Nach Voraussetzung ist

a1x T b1z Bx

(1.1)

1—041:U+'” 1—a3x:1—51x 1= B

Indem man mit (1 — ayz)...(1 — asz)(1 — fiz)...(1 — Brx) auf beiden Seiten multipliziert, erhélt
man eine Gleichheit von Polynomen fiir unendlich viele Werte von z. Da jedes von Null verschiedene
Polynom nur endlich viele Nullstellen besitzt, miissen die Polynome sogar fiir alle € C identisch sein.
Also gilt auch fir fast alle x € C. Sei nun y € C\ {0}. Wir multiplizieren auf beiden Seiten
mit 1 — y2 und lassen = gegen y~! gehen. Die linke Seite konvergiert dann gegen |{i : a; = v}| und die
rechte gegen |{i : 5; = v}|. Daraus folgt die Behauptung,. O]

Beispiel 1.18. Sei G ein Graph mit 12 Ecken und die Anzahl der geschlossenen Wege der Lénge
I sei 3-5" + 4! 4 2(—2)! 4 4. Nach [Satz 1.10| und |[Lemma 1.17|sind 5,5,5,4, -2, -2,1,1,1,1,0,0 die
Eigenwerte von G.

2 Radon-Transformation

Definition 2.1. Sei Zy := Z/27 die zyklische Gruppe der Ordnung 2 bzgl. Addition. Sei Z§ :=
Zg X ...Xx Ly (n Faktoren). Sei C), := (F, K) der einfache Graph mit £ = Z3 und {e, f} € K genau
dann, wenn e und f sich an genau einer Koordinate unterscheiden. Man nennt C,, den n- Wiirfel.



Beispiel 2.2.

C%I

Definition 2.3.
(i) Die Menge V aller Funktionen Z5 — R wird durch

(f +9)(@) := fz) + g(x), (Af)(@) == Af(x) (figeV,zeZy, A eR)

zu einem R-Vektorraum. Fiir € Z§ bilden die charakteristischen Funktionen f, mit f,(y) = 6zy
(Kronecker-Delta) eine Basis By von V. Insbesondere ist dimV = 2.

(i) Firx = (x1,...,20),y = (Y1,---,Yn) € ZY sei -y := 2y* = 2191 + . .. + TpYn € Zo (modulo 2).
Offenbar gilt - (y + 2) =z -y + x - 2. Auferdem definiert

(f,9) =Y flx)g(x) eR

TELy
ein Skalarprodukt auf V (bilinear, symmetrisch und positiv definit).

Lemma 2.4. Die Funktionen x, € V mit x»(y) = (—1)*Y fir z,y € Z5 bilden eine Orthogonalbasis
By von V.

Beweis. Fir x # y gilt

(X Xy) = D Xal2)Xy(2) = D (=1)"F (=17 = Y (=)=,
2€Ly 2€ZLy 2€Ly
Wegen = # y ist « + y an mindestens einer Koordinate 1. O.B.d. A. sei x +y = (1,%,...,%*). Dann gilt
Z (_1)(x+y)'z _ Z (_1)(m+y)~(z+(l,0,...,0)) _ Z (_1)(x+y)~z’ —0.

2€LyY 2€LY 2/ ely

Also sind die x, paarweise orthogonal und insbesondere linear unabhéngig wegen x, # 0 fiir alle z € Z7.
Die Behauptung folgt nun aus |By| = 2" = dim V. O

Definition 2.5. Sei I' C Zy und f € V. Sei pf € V mit
Orf(e) = flx+y) (veZf).
yel

Man nennt ®p die (diskrete oder endliche) Radontransformation bzgl. T'. Offenbar ist die Abbildung
®r : V — V linear.



Lemma 2.6. Fir jedes x € Zy ist x, ein Eigenvektor von ®p zum Eigenwert A\, 1= Zyer(—l)x'y.

Beweis. Fiir z € Zy gilt

Prxe(z) = D xalz+y) =D (-1)"EW = (=1)"* 3 (=1)"Y = xu(2)As m

yel’ yel’ yel

Bemerkung 2.7. Nach hingen die Eigenvektoren von ®p nicht von I' ab (die Eigenwerte
aber schon).

Definition 2.8. Fir 1 < i < n sei 6§ = (d14,...,0n) = (0,...,0,1,0,...,0) € ZF. Sei A :=
{61,...,0n}.

Satz 2.9. Die Adjazenzmatriz A(Cy,) ist die Matriz von ®a bzgl. der Basis By aus|Definition 2.5,

Beweis. Erinnerung lineare Algebra: Die gesuchte Matrix (ny)x,yezg von ®a erfillt Da f = Zyezg Cya fy-
Fir z,y € Z5 gilt

Cafely) =) foly+tz)=Hzediz=y+ 2} ={zeDiztz=y} =) for:()-

zZEA z€A

Dies zeigt @A fo = D ca fr+z- Dahergilt ¢y € {0,1} und ey, =1 Iz cAiy=at+z o styc A&
2 und y sind in C, benachbart. Die Behauptung folgt. O

Folgerung 2.10. Fir jedes x € Z% ist E, = ((—1)*Y : y € ZY) ein Eigenvektor von A(C,) zum
FEigenwert A\, := n — 2w(x), wobei w(x) die Anzahl der Einsen in x ist. Insbesondere ist (Z) die
Vielfachheit des Eigenwerts n — 2k fiir 0 < k <mn.

Beweis. Nach ist x, ein Eigenvektor von ® . Schreibt man x, als Linearkombination der
Basis Bj, so bilden die Koeffizienten genau den Vektor E, (also x, = > EZn( 1)*Y f,). Daher ist E,
ein Eigenvektor der Matrix von ®a bzgl. By. Nach [S m ist F, ein Elgenvektor von A(Cy,). Der
entsprechende Eigenwert ist >, A (—=1)"? = (n — w(z)) —w(z) = A; nach|U 6l Da die x, eine
Basis bilden, bilden die F, eine Basis von Eigenvektoren. Die Vielfachheit von n — 2k ist (Z), da es
genau (}) Elemente z € Z% mit w(z) = k gibt. O

Bemerkung 2.11. In der Codierungstheorie (Diskrete Mathematik) nennt man w(x) das Hamming-
Gewicht von x.

Satz 2.12. Sei x,y € Z5 mit w(x +y) = k. Dann ist die Anzahl der Wege der Linge | > 1 von = nach

y i C, gleich
n k
1 k\ (n—k )
5 2 20 () (15 )

Z_
=0 j= ]

n—k
i—j

wobei ( ) =0 firi<j. Im Fall x = y erhdlt man



Beweis. Wir benutzen |[Folgerung 1.8 Dafiir miissen wir A := A(C),) diagonalisieren. Wir wissen bereits,
dass die Eigenvektoren E, von A eine Orthogonalbasis bilden (Lemma 2.4}). Wir miissen diese Vektoren
also noch normalisieren. Es gilt

Bal? = ) (-1)™)? =2m.

yEZg

Mit den Bezeichnungen aus [Folgerung 1.8|gilt daher u,, = ﬁ(—l)x'z und ¢, = UgoUy, = 2in(—l)(g”ﬂ)’z.
Mit folst

(A)ay = Y eX = Z 3 (~1)EHE(n — 20)

2€Zy =0 2(6%2 ;
w(z)=t

Fir 1 < j < k gibt es genau (';

gemeinsame Einsen haben (wegen w(z + y) = k gibt es ( ) Moglichkeiten diese Einsen zu wéhlen und

) (- J) Vektoren z € Z§ mit w(z) = i, sodass z + y und z genau j

("~ j) Moglichkeiten die verbleibenden Einsen von z zu verteilen). Es gilt dann (—1)@*%)% = (~1)J und

LS

=0 5=0

Im Fall x = y ist K = 0 und die zweite Behauptung folgt. O

Bemerkung 2.13.

(i) Offenbar besitzt C), keine geschlossenen Wege mit ungerader Lénge . In der Tat ist dann

i <TZL> (n— 2i) = L(ni/ﬂ [(T;) (n —2i)" + (nri Z) (n—2(n — z’))l]

(ii) Fir £ =1 erhélt man
1 [/n-1 n—1 R ) .
= _ o) = 9 +1
w2 (70) - (oo = (ot

<n—1>_<n—1> (n—1)! (n—1)! (n—Dl(n—i)— (n— 1)

i i—1 -

denn

iln—1—9)! (i—1DIn—1q)! il(n — i)
nl n—2 n\n—2i
Cdlln—9)! n (z) n

fiir 0 <4 < n. Dies ist die Anzahl der geschlossenen Wege der Léange [ + 1 geteilt durch n. In der
Tat gibt fiir jeden der n Nachbarn y von z gleich viele geschlossene Wege von = nach z, die zuletzt
y besuchen.




3 Irrfahrten

Bemerkung 3.1. Im Folgenden betrachten wir ausschlieklich zusammenhdngende Graphen mit min-
destens zwei Ecken, d. h. je zwei Ecken z,y sind durch (mindestens) einen Weg verbunden. Eine Irrfahrt
von x nach y ist ein Weg, dessen Bestandteile zuféllig und gleichverteilt gewéhlt werden.

Definition 3.2. Sei G = (E, K, ) ein Graph. Der Grad einer Ecke z € FE ist die Anzahl d, aller
Kanten (einschlieflich Schleifen), die  enthalten. Sei A(G) = (agzy). Wir nennen M (G) = (agy/d,) die
Wahrscheinlichkeitsmatriz von G (beachte: d, > 0, da G zusammenhéngend und |E| > 1).

Bemerkung 3.3.

(i)
(i)

(iii)

(iv)

Achtung: Im Gegensatz zu A(G) ist M (G) nicht unbedingt symmetrisch.

Der Eintrag a,,/d, von M(G) ist die Wahrscheinlichkeit in einem Schritt (einer Irrfahrt) von x
nach y zu gelangen, denn jede der a,, Kanten zwischen x und y wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit
gewithlt. Wie in [Satz 1.6 zeigt man, dass (M (G)!),, die Wahrscheinlichkeit ist, auf einer Irrfahrt

der Lange [ von z nach y zu gelangen.

Wir betrachten nun Irrfahrten mit vorgegebenem Startpunkt. Sei p, die (vorgegebene) Wahrschein-
lichkeit, dass eine Irrfahrt mit 2 € E beginnt (3 .5 pe = 1). Sei P = (p, : € E). Der Eintrag
von PM(G)! an Position y € E ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige Irrfahrt der
Lénge [ bei y endet. Durch Berechnung von Eigenvektoren und Eigenwerten kann man wie im
letzten Kapitel explizite Formeln fiir diese Wahrscheinlichkeiten angeben.

Man nennt G reguldr vom Grad d, falls M(G) = S A(G) gilt (d.h. alle Ecken haben den gleichen
Grad d). In diesem Fall haben A(G) und M (G) die gleichen Eigenvektoren und die Eigenwerte
entsprechen sich durch A < %.

Beispiel 3.4. Der n-Wiirfel C,, ist regular vom Grad n. Sei x € Z7 beliebig. Die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Irrfahrt von z nach [ Schritten bei z endet ist

27%1 Zzn; (7;) (n — 2i)!

wie in [Satz 2.12

Satz 3.5. Die Wahrscheinlichkeitsmatrix eines Graphen ist diagonalisierbar und besitzt nur reelle
Eigenwerte.

Beweis. Sei G = (E, K, ¢) ein Graph und D := diag(v/d, : € E). Mit M = M(G) = (azy/ds)ayecE
gilt dann

1
(DMDfl)xy _ /d$ Ay Gy

& A, /.,

— (DMD™),,..

Also ist DM D™ reell und symmetrisch. Insbesondere ist DM D! diagonalisierbar mit reellen Eigen-
werten. Sicher ist dann auch M diagonalisierbar mit den gleichen Eigenwerten. O



Bemerkung 3.6. Sei H(z,y) die durchschnittliche Anzahl an Schritten (Erwartungswert), die eine
Irrfahrt von = nach y benotigt. Wir setzen H(z,x) = 0. Sei p,, die Wahrscheinlichkeit, dass eine Irrfahrt
von x nach n Schritten erstmals y erreicht. Dann ist

H(x’ y) = Z npn.

n>1

Wir zeigen, dass H(x,y) stets endlich ist (Satz 3.15]).

Jede Irrfahrt von x geht mit Wahrscheinlichkeit 1 nach z und danach mit Wahrscheinlichkeit je % nach
x oder y. Daher gilt

Beispiel 3.7. Sei

H(z,y) = %2+%(2—|—H(x,y)) =4.

Bemerkung 3.8. Im Folgenden betrachten wir C"*™ als vollstandigen normierten R-Vektorraum der
Dimension 2nm mit der euklidischen Norm

(0] = \/Z os? = \/Z [Refai)? + flm(as) -

]

Fir A, B € C**™ gilt
e |A| > 0 mit Gleichheit genau dann wenn A = 0 (positiv definit),
o [MA| = |\||4] fiir A € R (homogen),
o |A+ B| <|A|+ |B| (Dreiecksungleichung).

Fiir A = (a;;) € C"™™ und B = (b;;) € C™*! gilt

ABE = 33 aubis| < 303 k) (3 by ?) = JAPIBE (3.1)
1 s=1

1,7 k=1 i,J k=

’ 2

nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Fiir eine Folge (Ay)r € C™"*™ schreiben wir A = limy_,o Ak,
falls limg 00 |A — Ag| = 0. In diesem Fall konvergiert auch jeder Eintrag in Ay gegen den entsprechenden
Eintrag in A. Fiir A = limy_, Ax und B = limy_,, By gilt

lim ApBj = AB,
k—oo
denn

|AB — AyBy| = |AB — ABy, + ABy, — A Bi| < |A(B — By)| + [(A — Ay) By

< [A]|B = By| + [Bg[|A — Ag| — 0.

Sind alle Ay invertierbar, so auch A und es gilt limg_. o A,;l = A1 (setze By = A,;l). Dies zeigt, dass
Matrizenmultiplikation und -inversion stetige Abbildungen sind. Nach der Leibniz-Formel ist auch die
Determinantenabbildung det : C*"*™ — C stetig.

10



Definition 3.9. Fiir A € C™*" heifit
pa :=max{|\| : A € C Eigenwert von A}

Spektralradius von A.

Lemma 3.10. Fir A € C"*" gilt
pa = lim {/|AF|.
k—o0
Aupferdem ist pa < ¥/|AF| fiir alle k € N.

Beweis. Bekanntlich sind alle Normen eines endlich-dimensionalen euklidischen Raums équivalent. Fiir
eine beliebige Norm ||| auf C™*" existieren also Konstanten X,z > 0 mit A\|A*| < ||A¥|| < u|A*| fiir

alle k. Es folgt
VAYIAR] < {/11AR| < i) 1AR).

Wegen limg_yoo VA = 1 = limy_,oo /i kommt es fiir die erste Behauptung also nicht auf die Wahl der
Norm an.

Sei S € GL(n,C), sodass SAS™! = J,, (M) @ ... ® Ju,(\s) die Jordansche Normalform von A ist.
Offenbar definiert ||(bi;)||" := max; j |b;;| eine Norm (positiv definit, homogen und Dreiecksungleichung)
und daher auch ||B|| := |[|[SBS™!|". Sicher ist nun ||A|| = max{1,|\;|} und ps = max{|\;|}. Wir kénnen
also A = J,(A) und S = 1 annehmen. Durch Induktion nach k erhélt man

)\k
k)\k—l
k _ k —
A= G
(n 1))\k n+l . (g) A2 pak—1 0 \E
Fir0 <l <n—1gilt
lim ¢ (¥ |\[E=l = M' \/k: (k= 1+1) Jim [A] vk _ 1A

(Analysis 1). Dies zeigt limy_,oo v/||A%]| = |\ = pa.
Die zweite Aussage ergibt sich pa = limy o0 v/|A¥| < limy 0o /| A|F = |A] und p¥ = par < |AF|. O

Lemma 3.11. Fiir A € C™" mit pg < 1 gilt limj,_,o0 A¥ =0 und

Z AF = (1, — A7t (geometrische Reihe fir Matrizen).

Beweis. Sei € > 0 mit g := pa + € < 1. Nach [Lemma 3.10| existiert ein N € N mit {/|A¥| < p fiir alle
k > N. Dies zeigt |A*| < p* — 0 und

Z |AF| < i < 00.
k=0 k=0

Also ist B = Y32, AF € C™" mit B(1, — A) = lims 00 Y 30 A¥ (1 — A) = limg_yoo (1, — A5Th)
L.

Ol
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Definition 3.12. Man nennt A = (a;;) € R™*™
e positiv (bzw. nicht-negativ), falls a;; > 0 (bzw. a;; > 0) fiir alle 4, j gilt.

e reduzibel, falls n = m und @ # I C {1,...,n} mit a;; = 0 fiir alle ¢ € I und j ¢ I existiert.
Gegebenenfalls existiert eine Permutationsmatrix P mit PAP~! = (gﬁﬁ)

e irreduzibel, falls nicht reduzibel.

Wir schreiben A < B (bzw. A < B), falls B — A positiv (bzw. nicht-negativ) ist.

Beispiel 3.13. Fiir zusammenhéngende Graphen G sind A(G) und M (G) stets nicht-negativ und
irreduzibel.

Satz 3.14 (PERRON-FROBENIUS). Sei A € R™™ nicht-negativ. Dann ist p4 ein Figenwert von A mit
nicht-negativem Figenvektor v. Ist A irreduzibel, so ist v > 0 und v ist bis auf Skalierung der einzige
Eigenvektor zum Eigenwert pa. In diesem Fall ist v bis auf Skalierung auch der einzige nicht-negative
Figenvektor insgesamt (unabhingig vom FEigenwert).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass p 4 ein Eigenwert ist. Das ist klar, falls p4 = 0. Sei also p4 > 0. Indem
man A durch pglA ersetzt, kann man p4 = 1 annehmen. Fir 0 <t <1 und m € Nist psjg =¢ < 1 und

(1 —tA) " EIS T GA)h > 1, 4+ A+ (A
k=0

Ist 1 kein Eigenwert von A, so ist 1 — A invertierbar und es gilt
1- A = (lim( —tA) " B lim@ - ) > lim(, H A+ (A =1, + At AT
t—1 t—1 t—1

fir alle m € N. Insbesondere ist limy, oo A™ = 0 im Widerspruch zu 1 = p'f = pam < |A™] aus

Lemma 3.10l

Wir zeigen nun, dass jede positive Matrix A einen positiven Eigenvektor zum Eigenwert py besitzt.
Wie oben konnen wir p4 = 1 annehmen. Sei v = (vy,...,v,) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 von A.
Sei v := (|v1],...,|vn|). Dann ist

v = (Av)t < Av™,

also w = (A — 1,)v" > 0. Im Fall w = 0 ist v = Av™ > 0 ein positiver Eigenvektor von A. Sei nun
w # 0. Dann ist Aw > 0. Daher existiert ein € > 0 mit Aw > eAv™t. Fiir 2 := AvtT > 0 gilt

(A—1,)z=(A—-1,)AvT = Aw > ez,

also Az > (1 +¢)z. Fiir B := (1 +¢)" A folgt Bz > 2z und B¥z > z fiir alle k € N. Andererseits ist

pg = (14+¢)"!pa <1 und limy_,o, B¥ = 0 nach Widerspruch.

Seinun A > 0 und A = A + %J > 0, wobei J = (1)21':1' Sicher ist A1 > As > ... > A und
AT > A > ... > A™ fiir alle m € N. Aus [Lemma 3.10] folgt pa, > pa, > ... > pa. Insbesondere
existiert p := limy_,o0 pa, > pa. Nach dem letzten Absatz existieren positive Eigenvektoren vy von
A, zum Eigenwert py, . Nach Normierung gilt |vg| = 1. Nach Bolzano-Weierstrafl besitzt (vy )y eine
konvergente Teilfolge. O.B.d. A. sei also v := limg_,o, v > 0. Wegen |v| = 1 ist auch v # 0. Auferdem
gilt

Av = lim Ay lim v, = lim Agvg = lim pa, v = po.
k—o0 k—o0 k—o0 k—oo

Wegen 1 > pa folgt = pa.

12



Sei schliefslich A nicht-negativ und irreduzibel. Wie oben sei v > 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert p4.
Sei P eine Permutationsmatrix mit w := Pv = (w1, ..., wg,0,...,0), wobei wy, ..., wg > 0. Sicher ist
PAP™'w = paw. Sei PAP™! = (41! 412) mit Ay; € RF*. Fiir w = (wy,..., wy) gilt

Anu\ —1._ [pau
(A21u> =PAP w = 0 )
Aus As1u =0, A1 > 0 und u > 0 folgt As; = 0. Da A irreduzibel ist, geht dies nur im Fall £ = n. Also
ist v ein positiver Eigenvektor zum Eigenwert p4.

Sei auch Aw = paw mit w # 0. Dann existiert ein A € R mit v' := Av — w > 0, sodass v’ nicht positiv
ist. Wiederholt man das obige Argument mit v’ anstatt v, so folgt v = 0 und w = A\v wie gewiinscht.

Sei nun w > 0 ein beliebiger Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C. Wie oben folgt w > 0 aus der
Irreduzibilitit von A. Dies zeigt 0 < A € R. Da auch A® nicht-negativ und irreduzibel ist, existiert
u > 0 mit A = paeu = pau. Wegen

0 < 'y = (Aw)'u = w'A'u = paw'u

gilt A = p4 und w € Rw. Also ist v bis auf Skalierung der einzige nicht-negative Eigenvektor von A. [

Satz 3.15. Sei G = (E, K) ein zusammenhdngender Graph mit Ecken x # y. Sei M = M(G) =
(Mef)e,fer und My] = (Mef)e rep\fyy die Matriz, die aus M entsteht, indem die y-te Zeile und Spalte

streicht. Sei T'y] = (Mey)ecp)\fy}y- Dann ist 1 — My invertierbar und H(z,y) ist der x-te Eintrag von
(1= M[y)~*TTy]-

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit nach [ Schritten einer Irrfahrt von x nach z zu gelangen ohne y besucht
zu haben ist offenbar (M[y]),. (entferne y und die anliegenden Kanten aus G). Die Wahrscheinlichkeit,
dass man im néchsten Schritt y erreicht ist m.,. Daher gilt

H(z,y) = Z Mzy Z(l + 1)(M[y]l)zz‘ (3.2)

27y =0

Wir zeigen p := pprp, < 1 mit [Satz 3.14, Offenbar ist M[y] nicht-negativ, aber nicht unbedingt
irreduzibel (da G durch Entfernen von y in mehrere Zusammenhangskomponenten zerfallen konnte). In
jedem Fall existiert eine Permutationsmatrix P, sodass

M, 0
PMy|P~! =
M
mit irreduziblen Matrizen Mj, ..., M, (jedes M; entspricht einer Zusammenhangskomponente). Fiir

die Bestimmung von p diirfen wir daher annehmen, dass M[y] (und damit auch M|[y]*) irreduzibel ist.
Nach existiert ein positiver Eigenvektor v = (vy,...,v,) von M[y]' zum Eigenwert p. Es gilt
dann vM|y] = (M[y]*v*)* = pv. Seien r1,...,r, die Zeilensummen von M|y]. Nach Definition sind alle
Zeilensummen von M gleich 1. Da y mindestens eine benachbarte Ecke hat, ist mindestens ein r; echt
kleiner 1, 0.B.d. A. ry < 1. Seie = (1,...,1) € RP. Dann gilt

pvr + ...+ vp) = pve' = (VM[y])e' = v(Myle') = riv1 + ... +1pvp < VL + ...+ U
wegen v; > 0. Dies zeigt p < 1. Nach ist

> Myl =1 - My
=0
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Es folgt

Mit (3.2) ergibt sich

Beispiel 3.16. Sei

Dann ist

(13 — M[z4)) >

Bemerkung 3.17. Google nutzt den Satz von Perron-Frobenius zur Bewertung von Webseiten
(PageRank-Algorithmus).

2y
G:
/3 1/3 0
/s 0 1/a
0 Y2 0
1/4 1/2 1/4
55/16 13/6
13/8 7/3
17/16 11/6

1/3
1/2
1/2
0
17/24
11/12
13/8

4 Die Sperner-Eigenschaft

Definition 4.1. Eine Relation < auf einer Menge A heift Ordnungsrelation (oder partielle Ordnung),

falls fiir alle a,b,c € A gilt:

e a < a (reflexiv),

e a <b<a= a=> (antisymmetrisch),

e a <b<c= a<c (transitiv).

Gegebenenfalls nennt man (A, <) eine geordnete Menge. Man schreibt auch a > b, falls b < aund a < b
(bzw. a > b), falls a < b # a (bzw. b < a # b). Wir schreiben a < b, falls a < b und kein ¢ mit a < ¢ < b
existiert (analog a > b).

Beispiel 4.2.

T4
13 — M[.Z‘4]
1/3
(13 = Mlza]) 72 [ 1/2

(i) Die tibliche ,Kleinergleich-Relation“ < auf R.

14

1/2

2/3 _1/3

_1/4 1
0 -1

31/12

13/6

25/12

0

_1/4
1



(ii) Die Teilbarkeitsrelation | auf N, aber nicht auf Z, denn 1 | —1 | 1.

(iii) Die Teilmengenrelation C auf 24 fiir jede Menge A. Im Fall |A| = n < oo nennt man By = 24
die boolesche Algebra vom Rang n (bzgl. der Operationen U und N). Wir setzen B,, := B}

Definition 4.3. Das Hasse-Diagramm einer endlichen geordneten Menge A ist ein Graph mit Ecken-
menge A und Kanten der Form a < b, wobei b ,oberhalb“ von a platziert wird. Wegen der Transitivitét
ist die Ordnungsrelation vollsténdig durch das Hasse-Diagramm bestimmt.

Beispiel 4.4. Das Hasse-Diagramm von Bs ist

{1,2} ¢

{1} c

Definition 4.5. Ein Isomorphismus zwischen geordneten Mengen (A, <) und (B, <) ist eine Bijektion
f:A— Bmitz <y<= f(x) < f(y) fiir alle z,y € A. Gegebenenfalls nennt man A und B isomorph
(dies bedeutet, dass sich A und B nur durch Benennung der Elemente unterscheiden).

Beispiel 4.6. Offenbar gibt es nur eine geordnete Menge mit einem Element (bis auf Isomorphie).
Dagegen gibt es zwei geordnete Mengen mit zwei Elementen (bis auf Isomorphie): ({1,2},=) und

({1,2}, ).

Definition 4.7. Eine endliche Teilmenge K einer geordneten Menge A heifst Kette der Lange n, falls
|K| =n+ 1 und fiir alle z,y € K gilt: x <y oder y < z (man sagt auch K ist total geordnet). Man
kann dann die Elemente von K eindeutig in der Form

2o < T <...<Tp
anordnen. Man nennt K
e saturiert, falls zog < x1 < ... < xp.
e maximal, falls keine Kette L C A mit K C L existiert.

Man nennt A graduiert vom Rang n, wenn jede maximale Kette in A Lénge n hat.

Beispiel 4.8.

(i) B, ist graduiert vom Rang n (jede maximale Kette enthélt genau eine k-elementige Teilmenge fiir
k=0,...,n).
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(ii) Jede maximale Kette ist saturiert, aber nicht unbedingt umgekehrt.

Definition 4.9. Sei A geordnet und graduiert vom Rang n. Ein Element a € A hat Rang k, falls die
langste saturierte Kette zp < ... <z = a Linge k hat. Wir schreiben dann p(a) := k und nennen
A :={a € A:p(a) =k} den k-Level von A. Es gilt A = AgU...UA,. Aulerdem sei

F(A x) = Z | A |2
i=0

Wir nennen A
e Rang-symmetrisch, falls |Ag| = |A,—x| fiir K =0,...,n gilt.

e Rang-unimodal, falls |Ap| < |A1] < ... <|Ai| > |Ait1] > ... > |Ay] fiir ein i gilt.

Beispiel 4.10. Fiir z € A := B,, gilt p(x) = |z| und Ay, = ({17'15'7”})' Es folgt
F (B, x):i " = (x+1)"
7 per i\

Sicher ist B, Rang-symmetrisch und -unimodal (mit ¢ = [n/2]|, Stichwort: Pascalsches Dreieck).

Definition 4.11. Eine Antikette einer geordneten Menge A ist eine Teilmenge B C A, sodass fiir alle
z,y € B weder x < y noch y < z gilt (dquivalent: z < y = = = y). Die Mengen Aj, sind offenbar
Antiketten. Wir sagen: A besitzt die Sperner-Figenschaft, falls A graduiert vom Rang n ist und

max{|B| : B ist Antikette von A} = max{|Ag|:0 <k <n}.

Achtung: Das heifst nicht, dass alle Antiketten die Form Aj; haben.

Beispiel 4.12. Die geordnete Menge A mit Hasse-Diagramm
1 & 3
4 5 6

ist graduiert vom Rang 1. Es gilt Ag = {4,5,6} und A; = {1,2,3}. Andererseits ist {2,3,4,5} eine
Antikette. Daher besitzt A nicht die Sperner-Eigenschaft.

Definition 4.13. Sei A geordnet und graduiert vom Rang n. Eine injektive Abbildung f : A; — A; 411
(bzw. f: Aiy1 — A;) heit Monomorphismus, falls @ < f(x) (bzw. f(x) < z) fir alle z € A; (bzw.
z € Aip1) gilt. (Es gilt dann = < f(z) bzw. f(x) < x.)

Lemma 4.14. Sei A geordnet und graduiert vom Rang n. Angenommen es existiert 1 < i < n und
Monomorphismen
Ao—)A1—>—>Al<—AH_1<—<—An

Dann ist A Rang-unimodal und erfillt die Sperner-FEigenschaft.
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Beweis. Da Monomorphismen injektiv sind, gilt [Ag| < |[A1] < ... < |A;| > |Ait1] > ... > |Ay|, d. h. A
ist Rang-unimodal.

Wir konstruieren nun einen Graphen G mit Eckenmenge A und Kanten {z, f(z)}, wobei f einer der
angegebenen Monomorphismen ist (G ist ein Teilgraph des Hasse-Diagramms von A). Die Komponenten
von G sind dann sicher Ketten von A (moglicherweise einelementig). Jede solche Kette enthélt genau
ein Element aus A; (liegt ein « € A; nicht im Bild einer der beiden Monomorphismen, so ist {z} selbst
eine dieser Ketten). Die Anzahl dieser Ketten ist daher |4;|. Jede Antikette kann jede der |A4;| Ketten
in hochstens einem Element schneiden. Dies zeigt die Sperner-Eigenschaft. O

Bemerkung 4.15. Fiir eine beliebige Menge A sei RA ein R-Vektorraum mit Basis A (also die Menge
der formalen Linearkombinationen }° . 4 Aqa mit A, € R).

Lemma 4.16. Sei A geordnet und graduiert vom Rang n. Angenommen es existiert eine lineare
Abbildung f : RA; — RAg1 mit der Figenschaft: Fir alle x € Ay, ist f(x) eine Linearkombination
von Elementen y € A1 mit © < y. Ist f injektiv (bzw. surjektiv), so existiert ein Monomorphismus
Ak — Ak+1 (bzw. Ak+1 — Ak)

Beweis. Wir betrachten nur den Fall , f injektiv* (surjektiv ist analog). Sei M die Matrix von f bzgl.
der Basen Ay = {a1,...,a,} und Axy1 = {b1,...,bs}. Nach Voraussetzung hat M Rang r. Nach
Umsortierung kénnen wir annehmen, dass die ersten r Zeilen von M linear unabhéngig sind. Sei
M’ = (myj) die entsprechende r x r-Untermatrix von M. Nach der Leibniz-Formel gilt

0 +# det(M/) = Z :tmhr(l) e My ()

7'('657‘
Daher existiert ein m € Sy mit myr(1)...Mpr() # 0. Fiir ¢ = 1,...,r ist daher b; ein Summand von
f(az@)). Nach Voraussetzung ist ar;) < b;. Die Abbildung Ay — Agy1, a; — by-1(;) ist daher ein
Monomorphismus. O

Lemma 4.17. Sei A := B, und fr : RA; — RAx1 linear mit

fel@) = >y

YyEAL 11,
zCy

fir x € Ag. Fir k < n/2 ist fi injektiv und fir k > n/2 ist fi surjektiv. Auflerdem erfillt fy die
Voraussetzung von [Lemma .10,

Beweis. Nach [Beispiel 4.10| besteht Ay aus den Teilmengen x mit |x| = k. Wir definieren ,duale” lineare
Abbildungen gi : RA; — RA_1 durch

ge(z) = >y

yEAR—1,
yCax

fiir x € A. Seien [fi] und [gx] die Matrizen von fj und gx bzgl. der Basen Ay und Agiq (bzw. Ag_q).
Der Eintrag an Position (x,y) (z € A und y € Ag_1) von [gg] ist genau dann 1, wenn y C x. Dies ist
also genau der Eintrag von [f_1] an Position (y, z). Daher ist [fx_1]' = [gx]. Wir zeigen nun

k410 fr — fr—1 o gk = (n — 2k)id (4.1)
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fir k=0,...,n, wobei gpy1 0 fr :=0=: f_1 0gy. Flir x € A, gilt

gk+1(fr(x) —9k+1( Z y) Z Zz

ly|=k+1 ly|=k+1|2|=k
zCy zCy  2Cy

Die Bedingung z, z C y kann nur im Fall [z N z| > k — 1 gelten. Fir [xNz|=k—1list y =2 Uz. Im
Fall x = z gibt es genau n — k Moglichkeiten fiir y. Daher ist

gen(fi(@) =(n—kz+ Y =

|z|=k
|zNz|=k—1
Analog ist
fialgr@) = > Dz
[yl=k—1|z|=k
yCz  yCz

Die Bedingung y C x N z kann nur im Fall [z N z| > k — 1 gelten. Fir [zNz|=k—1list y=2zNz. Im
Fall x = z gibt es k Moglichkeiten fiir y. Dies zeigt

fra(gn(@) =kz+ Y 2

und (4.1) folgt.

Sei nun k < n/2. Die reelle Matrix M := [fr_1][gr] = [fr_1][fx—_1]' ist symmetrisch und positiv
semidefinit (d.h. zMz® = |z[fx_1]|? > 0 fiir alle z € RI4#]). Daher sind alle Eigenwerte von M reell
und nicht-negativ (0 < zMz® = \|z|?). Wegen [gr11][fx] = M + (n — 2k)1 sind die Eigenwerte von
[g9k+1][fx] positiv, denn n — 2k > 0. Insbesondere ist [gr41][fx] invertierbar und f; ist injektiv. Fir
k > n/2 ist analog

frogk+1 = g2 0 fro1 + (2k+2—n)id
invertierbar und fj ist surjektiv.

Offensichtlich erfillt fi in beiden Fillen die Voraussetzung aus O

Satz 4.18 (Sperner). Die mazimale Grifie einer Antikette in By, ist (LnT/L2J)' Insbesondere besitzt By,
die Sperner-Figenschaft.

Beweis. Folgt aus |[Lemma 4.17], [Lemma 4.16| und [Lemma 4.14] 0

2. Beweis (Lubell). Wir zahlen die maximalen Ketten @ =29 < ... <z, ={1,...,n} in B,. Es gibt
n Moglichkeiten fir xq. Ist z; fest, so verbleiben noch n — 1 Mdglichkeiten fiir xo usw. Also gibt es
genau n! maximale Ketten. Sei nun = € B, fest mit Rang p(z) = |z| = k. Dann gibt es genau kl(n — k)!
maximale Ketten, die 2 enthalten (fiir 1 gibt es k Moglichkeiten, fiir zo gibt es k — 1 Moglichkeiten,

, fiir 2, = x gibt es eine Moglichkeit, fiir x;41 gibt es n — k Moglichkeiten usw.). Sei nun A eine
Antikette in B, und z € A. Sei K, die Menge aller maximalen Ketten, die x enthalten. Enthé&lt eine
(maximale) Kette sowohl x als auch y, so gilt <y oder y < x. Daher sind die Mengen K, mit z € A
paarweise disjunkt. Dies zeigt

S felin — lal)! =

€A TEA TEA
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Division durch n! liefert

1 1
(Ln/2j) z€A (Ix\)
Dabher ist |A| < (I_n?QJ)' O

n
n/2
A ={x:|z| =n/2} = (Byn)y/2 die einzige maximale Antikette ist. Fiir ungerade n sind (By,)|,/2 und

(Bn)[n/2) die einzigen maximalen Antiketten (Aufgabe 20)).

Bemerkung 4.19. Ist n gerade, so gilt (n/ll) < ( ) > (n/QnH). Der obige Beweis zeigt dann, dass

3. Beweis (Skizze). Sei A := B,, und k < n/2. Wir konstruieren einen expliziten Monomorphismus

f:Ar = Ags1. Zur Anschauung sei n = 21 und = = {3,4,5,8,12,13,17,19,20}. Wir schreiben z als

Folge (ai,...,a,) € {+,—}" mit a; = + <= i € z. Also
T=——ttt——t———Ft———t—++ -

Nun ersetzen wir Paare der Form +— durch *x:

— — + ok k — sk x — — 4k ok — — k ok k%,

Wenn wir uns die Paare #x wegdenken, konnen wir erneut +— durch *x ersetzen und den Prozess
solange wiederholen bis keine +— mehr auftauchen:

— — 5k sk ok ok ok ok ok sk — ko ok ok — ok ok 4= sk ok,

In jedem Schritt werden genauso viele + wie — entfernt. Wegen k < n/2 waren zu Beginn mehr — als +
vorhanden. Am Ende miissen also immer noch — vorkommen. Sei a die Position des letzten Minus (im
Beispiel a = 16). Wir definieren f(z) := xU{a} € Agy1. Man kann zeigen, dass f ein Monomorphismus
ist. O

5 Operationen auf der booleschen Algebra

Definition 5.1. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge ) ist eine Abbildung G x € — €,
(g,w) — 9w mit folgenden Eigenschaften:

e VweN:lw=uw,

e Vg,h € GVw € Q:9("w) = 9hw.
Fiir w € Q nennt man “w := {9w : g € G} die Bahn von w und Gy, := {g € G : 9w = w} den Stabilisator
von w in G. Man nennt |“w| die Linge der Bahn. Die Menge aller Bahnen sei Q/G. Existiert nur eine
Bahn, so heifst die Operation transitiv.

Bemerkung 5.2.

(i) Bekanntlich liefert jede Operation von G auf €2 einen Homomorphismus in die symmetrische Gruppe
f:G = Sym(Q), f(9)(w) = 9w. Umgekehrt entspricht jeder Homomorphismus G — Sym(2) einer
Operation.

(ii) Bekanntlich definiert
a~fie—=dgeG:9%a=0

eine Aquivalenzrelation auf Q. Die Aquivalenzklassen sind die Bahnen. Insbesondere ist Q die
disjunkte Vereinigung der Bahnen (die Bahnen bilden also eine Partition von §2).
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(iii) Offenbar sind Stabilisatoren G, Untergruppen von G (aber nicht unbedingt Normalteiler). Die
Menge der Linksnebenklassen sei G/G,,.

Beispiel 5.3.

(i) Sei Q@ ={1,...,n} und S,, := Sym(R2). Jede Untergruppe G < S, operiert auf  durch 9w := g(w)
fiir w € Q. Der entsprechende Homomorphismus ist die Inklusionsabbildung G — S,,.

(ii) Wie in ({i) operieren G' = ((1,2),(3,4)) = {1,(1,2),(3,4),(1,2)(3,4)} und
H= <(17 2)(37 4)7 (173)(274)> = {17 (17 2)(374)7 (17 3)(274)7 (174)(27 3)}

auf {1,2,3,4}. Die Bahnen von G sind {1, 2} und {3,4}, wéhrend H transitiv ist. Trotzdem ist
G>=H.

(iii) Die Gruppe (R, +) operiert auf R? durch Drehung um den Ursprung. Fiir a € R ist dabei

o [ cos(a) sin(a)) [z
(@) = (— sin(a) cos(a)) \y/ "~
In diesem Fall erhiilt man sogar einen Homomorphismus R — GL(2,R) < Sym(R?). Die Bahnen
sind Kreise um den Ursprung, wobei auch {(0,0)} als Kreis betrachtet wird.
(iv) Die Gruppe (R, +) operiert auch durch Translation auf R?. Fiir o € R sei dabei %(z,y) := (z+a, y).

Die Bahnen sind die horizontalen Linien.

Satz 5.4 (Bahn-Stabilisator-Satz). Fir jede Operation von G auf einer Menge Q0 gilt

“wl =G : Gyl

fiir alle w € Q.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung F : G/G,, — Cw, G, — “w eine Bijektion ist. Wegen

1

-1
212G, =yYG, <=y 2€G, =Y w=w<—=w=%

fir x,y € G ist F wohldefiniert und injektiv. Die Surjektivitédt folgt aus der Definition der Bahn. [

Bemerkung 5.5.

(i) Aus dem Satz von Lagrange folgt, dass die Bahnenlidngen stets Teiler der Gruppenordnung sind,
falls |G| < oo.

(ii) Ist A ein Repréisentantensystem fiir die Bahnen von G auf 2, so erhélt man die Bahnengleichung

Q=) [96l= 1G: Gl

LISTAN 0EA

(iii) Sei |G| =77 und || = 23. Nach der Bahnengleichung existieren a,b, ¢ € Ny mit 23 = a + 7o+ 11c.
Es folgt a > 0, d.h. G hat stets einen Fixpunkt auf €.
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Beispiel 5.6. Die Operation von S,, auf {1,...,n} setzt sich zu einer Operation auf der booleschen
Algebra B, fort durch

Hay,...,ar} ={g(a1),...,g9(ax)} (9 € Sp,{ai,...,ar} € By).

Dabei gilt x C y <= 92 C 9y. Jedes g € S, induziert somit einen Automorphismus auf der geordneten
Menge B, (also einen Isomorphismus B,, — B,,). Dies liefert einen Homomorphismus F' : S,, — Aut(B,,).

Nach ist ' sogar ein Isomorphismus.

Mit S, operiert auch jede Untergruppe G < S, auf B,. Fir g € S, und x € B, gilt sicher auch
|92| = |x|. Daher liegt jede Bahn von G in einem (By,). Fir n = 3 und G = ((1,2)) = Sy erhélt man

die sechs Bahnen {@}, {{1},{2}}, {{3}}, {{1,2}}, {{1,3},{2,3}}, {{1,2,3}}.

Definition 5.7. Sei G < S,,. Wir definieren eine Ordnungsrelation auf B,,/G durch
X<Y <= dreX,yecY: :zCy.

Man nennt B,,/G (geordnete) Quotientenmenge.

Bemerkung 5.8. Sei z € X € B,,/Gund y € Y € B,,/G mit x C y. Fiir jedes 2/ € X existiert ein
g € G mit 9x = 2. Dies zeigt ' C 9y =: ¢y € Y. Andererseits existiert fiir jedes ' € Y ein g € G mit
9y = 9/ und es folgt 2’ := 92 C y/. Somit sieht man leicht, dass < reflexiv, transitiv und antisymmetrisch
ist.

Beispiel 5.9.
(i) Sein =3 und G = Sz < S3. Das Hasse-Diagramm von B,,/G ist dann

{1,2,3}

{1,3} {1,2}

{3} {1}

wobei fiir jede Bahn nur ein Reprasentant gelistet ist.

(ii) Fir n =5 und G = ((1,2,3,4,5)) erhélt man
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{1,2,3,4,5}

{1,2,3,4}
{1,2,3} {1,2,4}
{1,2} {1,3}
{1}
Z

Lemma 5.10. Fir alle G < S, ist B,/G graduiert vom Rang n und Rang-symmetrisch.

Beweis. Jede maximale Kette z9 < ... < x, in B, liefert eine maximale Kette “zy < C2; <

. < %z, von B, /G und umgekehrt. Daher ist B, /G graduiert vom Rang n. Fiir x € (B,) ist

Z:={1,....,n}\x € (Bp)n_k- Gilt 9z = y fiir ein g € G, so auch 9Z = 7. Daher induziert die Abbildung
xr — T eine Bijektion zwischen (B,,/G); und (B, /G),—k. Insbesondere ist |(B,/G)k| = |(Bn/G)n—kl
d.h. B, /G ist Rang-symmetrisch. O

Bemerkung 5.11. Jede Permutation g € S,, induziert eine lineare Abbildung g : R(B,)r — R(B,)k,
x +— g(z) fir x € (By)k, die wir ebenfalls mit g bezeichnen werden. Fiir G < .S, sei

R(B,)¢ == {v e R(B,)i, : Vg € G : g(v) = v}.

Offenbar ist R(B,,){ ein Untervektorraum von R(B,,)y.

Lemma 5.12. Die Bahnensummen

vx ‘= E x,

reX
fiir X € (B,)x/G bilden eine Basis von R(B,)$.

Beweis. Fir X € (By)r/G und g € G gilt
glox) =Y gla)= Y y=ovx ER(B.
zeX yeg(X)

Offenbar sind die Bahnensummen linear unabhéngig, denn jedes der Basiselemente x € (B, ) tritt in
genau einer Bahnensumme auf.

Sei nun v = er(Bn)k azx € R(Bn)kc mit a, € R beliebig. Fiir g € G gilt
Yo wmr=v=g)= > agl).
zE€(Bn)k zE€(Bn)k

Ein Koeffizientenvergleich zeigt a4,y = a, fiir alle z € (By,);, und g € G. Daher sind die a, konstant

auf den Bahnen von G und es folgt v = ZXe(Bn)k/G a,vx mit x € X. Also bilden die vx auch ein
Erzeugendensystem von R(B,,)¢. O

22



Bemerkung 5.13. Wir benutzen nun die linearen Abbildungen f; : R(B,)r — R(Bp)gs1, © —

St racy ¥ (5 2 € (B)e) aus Cemma 217

Lemma 5.14. Fir v e R(B,){ gilt fr(v) € R(Bn)F, ;.

Beweis. O.B.d. A. sei v=vx mit X € (B,);/G. Fiir g € G gilt dann

g(fkw))—g(fk(z N=9(> X )= > 9w

zeX zeX |y|=k+1 zeX |yl=k+1
zCy zCy
=3 Y 2= fulg@) = fulg(v) = filv) € R(Ba) . 0
zeX |z|=k+1 zeX
g9(z)Cz

Satz 5.15. Fir alle G < S, ist B,,/G Rang-unimodal und erfillt die Sperner-Eigenschaft.

Beweis. Sei A := B,,/G. Es gilt dann Ay = (By,)r/G. Fir X € Ay, sei

§ axyvy

YeAkJrl

mit axy € R. Wir definieren fk : RA;y — RAgy; durch fk(X) = ZYeAkH axyY. Wir wenden

Lemma 4.16| auf fk an. Im Fall axy # 0 existieren z € X und y € Y mit z C y. Es gilt also
X <Y in A. Es verbleibt zu zeigen, dass fi fir k < n/2 (bzw. k > n/2) injektiv (bzw. surjektiv) ist.

Nach |Lemma 4.17|ist f injektiv (fiir £ < n/2) und daher auch die Einschrénkung (fi)g, B¢~ Die

Abbildungen ( fk)R( Bn)C und fk unterscheiden sich aber nur durch den Isomorphismus RA; — IR(Bn)kG7
X — vx. Daher ist auch fk injektiv.

Sei nun k > n/2. Wie im Beweis von [Lemma 4.17| existieren Abbildungen g : R(B,,)r — R(By)k—1 mit

frkogks1 = G20 fro1 + (2k+2—n)id.

Wie dort gezeigt ist fi o gi11 invertierbar und daher auch die Einschrankung (fx o gk+1)R( Ba)E,, - Somit

sind (fk)]R(Bn)kG und fk surjektiv. Die Behauptung folgt nun aus |[Lemma 4.16| und [Lemma 4.14 OJ

Bemerkung (Wiederholung Diskrete Mathematik). Seien Gy := (E1, K1) und G := (E2, K») einfache
Graphen. Eine Bijektion f : Ey — Es heilt Isomorphismus, falls {z,y} € K; <= {f(z), f(y)} € Ko
fir alle z,y € Fy gilt (d. h. f(K;) = K2). Gegebenenfalls nennt man G und Go isomorph und schreibt
G1 = Ga.

Satz 5.16. Set m € N und n = (Tg) Sei py, die Anzahl der einfachen Graphen mit m Ecken und k
Kanten bis auf Isomorphie. Dann gilt

(i) px = pn—k firk=0,...,n und

L=po<...< P2 =Plny2) = - = pn=1

(ii) Ist T eine Menge von Graphen mit m Ecken, sodass kein Graph aus T zu einem Teilgraph eines
anderen Graphen aus T isomorph ist. Dann gilt |T| < Pln/2]-
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Beweis. Sei M = {1,...,m} und ) = (1\2/1) (|2] = n). Sicher sind B,, und Bq als geordnete Mengen
isomorph (einen Isomorphismus erhélt man, indem man die Elemente (1\24) durchnummeriert). Jedes
K € Bqg entspricht einem einfachen Graphen I' = (M, K) (Ecken z,y € M sind genau dann durch
eine Kante verbunden, wenn {z,y} € K gilt). Sei G das Bild des kanonischen Homomorphismus
[ Sm = Sym(M) — Sym(Q) = S, (fir g € Sym(M) und {z,y} € Q sei 9{z,y} = {g(x),9(y)}). Zwei
Graphen I'y und I's sind genau dann isomorph, wenn sie als Elemente von Bg in der gleichen Bahn
unter G liegen. Insbesondere ist Bg/G die Menge der Isomorphieklassen von einfachen Graphen mit m

Ecken. Aufserdem ist pr = |(Bq/G)k|. Nach [Lemma 5.10|ist pr = pn—k (das ist auch klar, wenn man
die komplementéren Graphen betrachtet). Die Ungleichungskette fiir py folgt, da B,,/G Rang-unimodal

bzgl. n/2 ist nach [Satz 5.15| Die Menge T in ist eine Antikette in Bg. Daher folgt letzte Aussage
aus der Sperner-Eigenschaft. O

Bemerkung 5.17. Man kennt keinen Beweis von [Satz 5.16] der ohne Algebra auskommt.
Beispiel 5.18. Das Hasse-Diagramm fiir Bo/G mit m = 4 ist (Bild).

Bemerkung 5.19.

(i) SeiI ein Graph mit Ecken ey, ..., e, (m > 3). Sei I'; der Graph, der aus I' entsteht, indem man e;
und alle anliegenden Kanten (die e; enthalten) entfernt. Es ist ein offenes Problem, ob man I' (bis
auf Isomorphie) aus der Multimenge {I',...,';,} rekonstruieren kann. Dabei sind T'; abstrakte
Graphen, sodass man keinen Riickschluss hat, welche Ecke entfernt wurde.

(ii) Sind ty,...,t; die Kanten von I', so kann man analog I'; konstruieren, indem man ¢; aus T’
entfernt. Es ist ebenfalls ein offenes Problem, ob man I' aus m und der Multimenge {I';,..., 'y}
rekonstruieren kann. Man muss hierbei m explizit vorgeben, denn falls I keine Kanten hat, gibt
es keine I';.

(iii) Ist I" im obigen Sinn Ecken-rekonstruierbar, so auch Kanten-rekonstruierbar (ohne Beweis).

Satz 5.20. Sei I' ein einfacher Graph mit m Ecken und k > %(g”) Kanten. Dann ist I' Kanten-
rekonstruterbar.

Beweis. Wie in [Satz 5.16| betrachten wir die Menge (By,)) aller Graphen mit Eckenmenge {1,...,m}
und k Kanten. Wegen k > (') ist

Jk—100k = gr410 fr + (2k —n)id
———

>0

invertierbar. Insbesondere ist g : R(B,)r — R(By)r—1 injektiv. Daher ist auch die Einschréin-

kung (gk)R(Bn)kG injektiv. Wie in entspricht (gk)R(Bn)kG, der Abbildung g : R((Bp)r/G) —
R((Bn)k—1/G) mit
wX)= > Y

YG(Bn)kfl/G
Y<X

fir X € (By)/G. Seinun I' € X und I'y,..., Ty wie in [Bemerkung 5.19| Dann existieren Y7,...,Y; €
(Bp)k—1/GmitI'; € V; < X fiiri =1,..., k. AuRerdem ist g,(X) =Y;, +... +Y;, mit {Y7,...,Y;} =
{Yi,,..., Y }. Da g injektiv ist, ldsst sich I sogar aus der Menge {I'1,...,I';} rekonstruierbar (ohne
die Vielfachheiten zu kennen). O
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Definition 5.21. Eine reelle Zahlenfolge (ag,...,a,) heilt log-konkav, falls a? > a;—1a;41 fir i =
1,...,n — 1 gilt. Die Folge heifst stark log-konkav, falls

b? > bi_1bi1
fiir b; := az/(TZ) und i =1,...,n — 1 gilt.

Bemerkung 5.22.

(i) Ist (ag,...,an) log-konkav, so gilt

loga; > log(ai—1) ‘;10g(ai+1)

firi=1,...,n — 1. Die Folge (log(ai),...,log(ay,)) ist also konkav (Bild).
(ii) Es gilt

b7 > bi1bip1 <=

1

a? " " > ai—1a; n2<:>
Ni—1)\i+1) =70

a? L U
=D+ D n—i+ D n—i—1)! = (@N2((n —10)!)?
i+1n—17+1
a? 2 Q{101 = Qi 1Gi11.
1 n-—1

—

Daher ist jede stark log-konkave Folge auch log-konkav.

(iii) Die Folge (1,0,0,1) zeigt, dass nicht jede log-konkave Folge unimodal ist. Wir zeigen aber, dass
es nur wenige Ausnahmen gibt. Dafiir nennen wir a; = 0 eine innere Null von (aq, ..., ay), falls
J <1 <k mit a; # 0 # a;, existieren.

Lemma 5.23. Jede log-konkave Folge a = (aq, . . ., a,) nicht-negativer reeller Zahlen ohne innere Nullen
ist unimodal.

Beweis. Ist a nicht unimodal, so existieren 0 < ¢ < j < n mit a;—1 > a; < a;41 < a;j > 0. Da a keine
inneren Nullen besitzt, ist a;+1 > 0 und man hat den Widerspruch a? < Ai—1Qi41. [l

Satz 5.24 (Newton). Sei

n n
i ny
a(z) = me = Z (i)azx € R[z]
1=0 =0
mit lauter reellen Nullstellen. Dann ist die Folge (bo,...,by,) stark log-konkav (d.h. (ag,...,an) ist
log-konkav). Sind alle b; > 0, so besitzt (b, . ..,by) keine inneren Nullen und ist daher unimodal.

Beweis. Fir n <1 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 2. Sei d := deg a < n. Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra besitzt a genau d (reelle) Nullstellen mit Vielfachheiten. Ist z( eine Nullstelle mit Vielfachheit
m, so gilt a(z) = (x — x9)™B(x), wobei S(xg) # 0. Die Produktregel zeigt, dass xg eine (m — 1)-fache
Nullstelle der Ableitung o ist. Sind xg < x1 Nullstellen von «, so existiert nach dem Satz von Rolle
eine Nullstelle ¥ von o mit g < y < 1. Daher hat o/ mindestens d — 1 reelle Nullstellen. Wegen
dega/ = d —1 hat o/ genau d — 1 (reelle) Nullstellen.
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Wir extrahieren nun die Koeffizienten ag_1, ax und ag11, indem wir ,yon oben* und ,von unten“ ableiten.
Sei B(x) = al¥~V(z) die (k — 1)-te Ableitung von a. Dann hat 8 Grad < n — k + 1 und lauter reelle
Nullstellen. Aukerdem ist y(x) = 2" **!'3(1/x) ein Polynom vom Grad < n — k + 1. Die von Null
verschiedenen Nullstellen von 4 haben die Form 1/z¢ mit 3(xo) = 0. Sie sind also ebenfalls alle reell.
Schlielich ist d(z) = v(*~*=1)(z) ein Polynom vom Crad hochstens 2. Wie oben hat auch ¢ nur reelle
Nullstellen. Es gilt

B(x) = bp_1(k — ) + bpklz + bkﬂ(k;l)!x? -

Y(z) = bp—1(k — D" F L 4 bpkla™F 4+ by (k J; D! ket + ..

5(x) = by (k — 1)!Wfﬂ2 bkl — B+ b B )
= %!(ak—1$2 + 20,z + ajpq1).

Im Fall ap_q = 0 ist sicher a% > ag—_10k+1. Anderenfalls ist § ein quadratisches Polynom mit zwei reellen

2
Nullstellen. Die p-g-Formel fiir quadratische Gleichungen zeigt ag—’“ — Z:—*i > 0. Daher ist a > ag_1a541
k—1 -

und (ag, . ..,ay) ist log-konkav.
Sei nun ag > 0 fir £ =0,...,n. Nehmen wir an, dass innere Nullen existieren. Seien 0 < ¢ < j < n mit
j—i>1und a; >0 <ajund a;41 = ... = aj_1 = 0. Wie oben konstruieren wir

B(x) = al? () = ¢; + Cjwjfi 4. e
v(z) = xn_zﬂ(l/x) =ciz" " + ijn_j +...4+cy
3() =79 (x) = da? 4 ¢

mit d,e > 0. Nun hat auch ¢ lauter reelle Nullstellen. Wegen j — 4 > 2 existiert aber ein g € C\ R
mit 2" = —e/d. Dieser Widerspruch zeigt, dass keine inneren Nullen existieren. Nach [Lemma 5.23ist

(ao, - .., ay) unimodal. O

Beispiel 5.25. Das charakteristische Polynom « einer symmetrischen reellen Matrix hat lauter reelle
Nullstellen. Daher sind die Koeffizienten von « stark log-konkav.

6 Young-Diagramme und ¢-Binomialkoeffizienten

Definition 6.1. Eine Partition von n € Ny ist eine Folge A = (A1, \2,...) mit Ay > A2 > ... >0 und
Al =32, A\i = n. Sicher sind dabei nur endlich viele \; von Null verschieden. Jedes \; > 0 ist ein Teil
von A. Wir lassen die A\; = 0 oft weg und schreiben zum Beispiel

(5,2,2,1,0,...) = (5,2,2,1) = (5,2, 1).

Ist A eine Partition von n, so schreiben wir A - n.
Beispiel 6.2. Es gibt sieben Partitionen von 5: (5), (4,1), (3,2), (3,12), (2%,1), (2,13) und (1°).

Definition 6.3. Sei L(m,n) die (endliche) Menge aller Partitionen mit hochstens m Teilen und jedem
Teil < n. Fiir beliebige Partitionen A = (Ay,...) und g = (p1,...) sei A < p, falls \; < p; firi =1,. ...
Dies ist offenbar eine Ordnungsrelation.
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Beispiel 6.4. Das Hasse-Diagramm von L(2,2) bzgl. < ist

(2,2)

(2,1)

Bemerkung 6.5. Das Young-Diagramm einer Partition A = (A1,...) von n ist eine Anordnung von n
Boxen mit A\; Boxen in der i-ten Zeile:

(5,3,22,1%) = | ]

Die Relation A < p bedeutet, dass das Young-Diagramm von A im Young-Diagramm von p enthalten
ist. Die Menge L(m,n) besteht genau aus Partitionen, deren Young-Diagramm in ein m x n-Rechteck
passt. Durch Spiegelung an der Diagonalen erhédlt man das Young-Diagramm der konjugierten Partition
N = (M,...) von n. Zum Beispiel:

(5,3,22,1%) = [ [ 1=(7,4,2,1%

Im Allgemeinen gilt A, = |{j : A; > i}| fiir i = 1,.... Aukerdem ist \” = X\. Man sieht leicht, dass die
Abbildung A — X ist ein Isomorphismus zwischen den geordneten Mengen L(m,n) und L(n,m) ist.

Satz 6.6. Die geordnete Menge L(m,n) ist graduiert vom Rang mn und Rang-symmetrisch. Der Rang
einer Partition A € L(m,n) ist |A|.

Beweis. Sei A = (A1,...) € L(m,n) mit |A\] = > A; < nm. Dann existiert ein ¢ < m mit A\; < n. Sei
i dabei so klein wie moglich. Dann ist g = (A1, ..., Ai—1, A + 1, Ait1,...) € L(m,n) und A < p. Ist
andererseits |A| > 0, so existiert sicher ein p € L(m,n) mit g < A. Dies zeigt, dass |A| der Rang von A
ist und dass alle maximalen Ketten die Lange nm haben. Also ist L(m,n) graduiert vom Rang mn.

Sei A € L(m,n) mit Young-Diagramm Y. Wir betrachten das Komplement Y von Y im m x n-Rechteck
(Bild...). Indem man Y um 180° dreht, erhiilt man ein Young-Diagramm einer Partition A\ € L(m,n)
mit |A| + [A\] = mn. Die Abbildung A — X ist sicher eine Bijektion zwischen L(m,n); = {\ € L(m,n) :
|A| = k} und L(m,n)pm—g. Daher ist L(m,n) Rang-symmetrisch. O
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Satz 6.7. Firm,n € N gilt |L(m,n)| = (™*").

Beweis. Fiir A € L(m,n) mit Young-Diagramm Y definieren wir eine Folge (ai,...,am4n) mit
a; € {N,0} (N steht fiir ,Norden“ und O fiir ,Osten). Wir betten Y wie bisher in das m x n-
Rechtecken ein und wandern entlang des dufseren Rands von Y beginnend links unten. Jeder Schritt
um eine Box geht entweder nach Norden oder Osten. Fiir A = (4,3,12?) € L(5,6) erhiilt man bei-
spielsweise (a1,...,a11) = (N,O,N,N,0,0,N,0,N,0,0O) (Bild...). Offenbar ist die Abbildung \ —
(a1, ..., am+n) eine Bijektion zwischen L(m,n) und der Menge A aller Folgen mit |{i:a; = N}| =

Dies zelgt |L(m,n)| = |A] = (™). O

Definition 6.8. Sei n € Ny und ¢ eine freie Variable (eine Unbekannte). Definiere

n—1
[n]q := Z q'.
=0
Man nennt n!, := [1],. .. [n], die ¢-Fakultdt von n und

n\ nly nlg.In =k 4+ 1]
<k>q C o klg(n k)l [Klq - - - [q

einen g-Binomialkoeffizienten (oder Gaufschen Binomialkoeffizienten), wobei 0 < k < n. Fiir £k < 0
oder k > n setzen wir zuséatzlich (Z)q =0.

= (Z) Man sieht leicht

Bemerkung 6.9. Fiir ¢ = 1 erhélt man [n]; = n, n!; =n! und (}), =

(), (),
(6),~ (),
).~
).

o 3

3

<1 n>_‘“

< (I4+q+@P+)1+q+¢%)

1+g¢
(2) —1+q+2q +2q +2q —|—q +q
q

=1+q¢+2¢°+ ¢+,

Das folgende Lemma zeigt, dass (Z)q stets ein Polynom in ¢ mit nicht-negativen Koeflizienten ist
(Induktion nach n).

Lemma 6.10. Firl <k <n gilt

(0, G50, o (), = (), o),

Beweis. Zunéchst gilt

k-1 n—k n
Klg+d" n—k+1,=> ¢ +d"Y ¢ => d=[n+1, (6.1)
=0 =0 i=0
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Es folgt

! kp)
< n > —|—qk(n> _ ‘ nly - 'qn.q '
k-1, k), T k= Dln—k+ 1)l | K-k,

nly([klg + ¢*[n — k + 1]4) nly[n + 1],

Klg(n —k+1)  kly(n—k+1),
B n+1)ly <n—|—1>
CEyn+1-k) k)

Mit [Bemerkung 6.9| ergibt sich

TL+1> ( n+1 ) ( n > n+1—k< n > <7’L> n+1—k< n >
( k- /, n+l-k/, n—*kJ, n+l-k/, k), k—=1/,

Bemerkung 6.11. Fiir ¢ = 1 erhélt man die bekannte Beziehung aus dem Pascalschen Dreieck.

Satz 6.12. Fir alle m,n € Ny gilt

> IL(m, n)klq = <m+n> :
=0 m/q

Beweis. Induktion nach m + n. Sei P(m,n) := Y oo |L(m,n)x|¢". Fiir m =0ist P(0,n) =¢*=1=
(Og”)q. Seinunm > lund A = (\y,...) € L(m,n)g. Ist \y <n,sogilt A € L(m,n—1);. ImFall \y =n
ist (A2,...) € L(m—1,n)k_y. Umgekehrt ist sicher L(m,n—1); C L(m,n); und (n, p1,...) € L(m,n)
fir alle p € L(m — 1,n)g_y,. Dies zeigt

[L(m.n)i] = [L(m,n — 1)y] + [Lm — 1, n)_|

und es folgt
P(m,n) = P(m,n—1)+¢"P(m —1,n).

Durch Induktion erhélt man P(m,n) = (m;;")q aus [Lemma 6.10 O

Bemerkung 6.13. Fiir ¢ = 1 erhilt man |L(m,n)| = ("), also

Definition 6.14. Sei R = {1,...,m} x {1,...,n} die Menge aller Boxen des m x n-Rechtecks. Das
Young-Diagramm einer Partition A\ € L(m,n) lasst sich als Teilmenge von R auffassen. Sei G C Sym(R)
die Menge aller Permutationen, die die Zeilen von R als Mengen permutieren. Fiir m = 3, n = 4 zum
Beispiel

112[3]4] -9, [B[6]7[5
516]7[8 13[2[1
9[IOLT2  [9[III012

Es gibt n! Mdéglichkeiten die Elemente einer Zeile zu vertauschen. Zusétzlich gibt es m! Moglichkeiten
die Zeilen selbst zu permutieren. Daher ist |G| = (n!)"*m!. Man sieht leicht, dass G eine Untergruppe
von Sym(R) ist. Man nennt G das Kranzprodukt von S, und Sy, und schreibt G = S,, 1 S,,, (siehe
Diskrete Mathematik). Wie {iblich operiert G' auf der booleschen Algebra Bp.

Lemma 6.15. Jede Bahn von G auf Br enthdilt genau ein Young-Diagramm.
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Beweis. Sei x € Br mit z; Boxen in Zeile i. Die Operation von G erlaubt es, die Zeilen von x zu
permutieren ohne die Bahn zu verlassen. Wir kénnen daher z1 > ... > x,, annehmen. Schlieflich kann
man die Boxen in jeder Zeile so anordnen, dass die ,linksbiindig* ausgerichtet sind. Dann ist x das
Young-Diagramm der Partition (z1,...,Z,). Da sich die Multimenge {z1, ..., 2, } unter der Operation
von G nicht &ndern, kann kein weiteres Young-Diagramm in der Bahn von z liegen. O

Satz 6.16. Die geordnete Menge L(m,n) ist zur Quotientenmenge Br/G isomorph.

Beweis. Nach [Definition 6.14] induziert jede Partition A € L(m,n) ein Element aus Br und damit auch
eine Bahn f(\) € Bgr/G. Nach [Lemma 6.15|ist die Abbildung f : L(m,n) — Br/G eine Bijektion. Gilt
A <, so ist das Young-Diagramm von A in dem Young-Diagramm von p enthalten. Es folgt dann

f(A) < f(p) (Definition 5.7)). Nach [Aufgabe 17|ist f ein Isomorphismus. O

Folgerung 6.17. Fir m,n € Ny ist L(m,n) Rang-symmetrisch, Rang-unimodal und erfillt die Sperner-
Eigenschafft.

Beweis. Folgt aus O

Bemerkung 6.18. Man kennt keinen expliziten Monomorphismus L(m,n); — L(m,n)ky1 fir k <

mn/2 (vgl. [Aufgabe 33)).

Definition 6.19. Fiir £ € N, a € R und eine endliche Menge S C Ry :={z € R:z > 0} sei

fi(S,0) = |{T € @ :;t:a}‘.

Wir interessieren uns fiir folgende Extremwertaufgabe

fir n € N.

Beispiel 6.20. Es gilt
f3({1,3,4,6,7},11) = 2,

denn 1+3+7=1+4+6=11.

Bemerkung 6.21. Liegen die Zahlen in S zu weit auseinander, so wird fx(S, ) in der Regel nicht
grofs. Fir S = {1,2,4,...,2"} gilt beispielsweise f(S,a) < 1, denn jede ganze Zahl besitzt eine
eindeutige Binadrdarstellung. Das gleiche gilt, wenn die Zahlen aus S linear unabhéngig tiber Q sind

(z.B. S = {V2,V3,7}).

Satz 6.22. Fiir alle S € (Rn+), a€Rund k eN gilt

fk(Sv a) < fk({L R n}7 Lk(n + 1)/2”

Insbesondere ist hy(n) der Koeffizient von gk =k)/2] iy, (Z)q.
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Beweis. Sei N :={1,...,n}und T = {t1,...,t;} € (]IX) mit 1l <t <...<txy <nundt;+... 4+t =
Fiir \; :=t; — i gilt dann

. k+1
0< M <...<\<n-—k, /\1+...+>\k—a—;i—a—< ) )

Umgekehrt kann man aus den \; die ¢; rekonstruieren. Daher ist T'+— A(T) = (Ak, Ak—1, ..., A1) eine
Bijektion und es folgt fx(N,«) = |L(k,n — k)a_(k+1) |. Nach [Folgerung 6.17| wird dieser Wert maximal

2
fiir

E+1

a=|k(n—k)/2] + < 9 > = lk(n+1)/2].

Also ist

fe(N, [k(n +1)/2]) < hi(n).

Seinun S = {s1,...,s,} € (Rn+) mit 51 < ... < sy beliebig. Seien T, U € (i) mit Y, pt =3 cpu=a.
Dann existieren 1 < i3 < ... < i < msowie 1 < j; < ... < ji < nmit T = {s,,...,s;,} und
U= {sj,...,sj}. Wir betrachten 7" := {i1,...,i;} € (]Z) und U’ := {j1,...,jx} € (]]Z) Im Fall
MT) < AU gilb iy = NT)+ 1< NU)+1l=j firl=1,...,k. Wegen s1 < ... < s, folgt

k k
Zt:Zsil stjz :Zu:Zt.
1 =1

teT = ucelU teT

Dies zeigt T' = U. Daher ist

{NT):T e (i),Zt:a}

teT

eine Antikette in L(k,n — k). Aus der Sperner-Eigenschaft von L(k,n — k) folgt nun
he(n) < |L(k,n = k) (kn—k)2) | = [N, [k(n +1)/2]) < hi(n).

Die zweite Aussage folgt aus [Satz 6.12 O

Bemerkung 6.23. Wir lassen nun den Parameter k£ weg, d. h.

f(S,a) =|{T CS: Zt:a}\,

teT

h(n) := max (S, a).
SCR*
|S|=n

Beispiel 6.24. Fir S = {1,2,3} ist f(S5,3) = 2, denn 1 + 2 = 3. Man sieht leicht h(3) = 2.

Definition 6.25. Sei M (n) = 2{1"}. Jedes Element aus M (n) ldsst sich als Partition mit paarweise
verschiedenen Teilen auffassen (also in der Form (ay,...,ar) mit a3 > ... > ag). Die Ordnungsrelation

von Partitionen lasst sich daher auf M (n) einschrénken (also (aq,...,ar) < (b1,...,b) falls k£ <1 und
a; sz furzzl,,k‘)
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Bemerkung 6.26.

(i) Leider hat M (n) nicht die Form By,/G. Zum Nachweis der Sperner-Eigenschaft miissen wir daher
anders argumentieren. Fiir a = (ay,...,a;) € M(n) gilt offenbar

a>(al,...,ak_l,ak—l)>...>(al,...,ak_l)>(a1,...,ak_1—1)>...>®.

Daher ist aj +. ..+ ay der Rang von a. Insbesondere ist M (n) graduiert vom Rang 14+24...4+n =
(";rl) Auflerdem ist

("3))
F(M(n),q):= Y [M(n)ilg' = 1+ q)(1+¢°)...(1+¢")
=0

(man multipliziere die rechte Seite aus und fasse gleiche Potenzen zusammen). Die Transformation

n+1

"TIF(M(n), 1/q) = q(1+ ¢ NP1+ .q"(L+¢7") = F(M(n),q)
zeigt, dass M (n) Rang-symmetrisch ist.

(i) Ist a = (a1,...,a;) € M(n)g und b = (by,...,by) € M(n)r_1 mit b < a, so existiert genau ein s
mit as = bs + 1 (flir t # s gilt dann a; = b;). Im Fall ag = a; = 1 setzen wir hierbei by = 0. Wir

definieren
(" falls by = 0,
Chg =
’ (n—by)(n+a,) falls by > 0.

(iii) Wir definieren lineare Abbildungen fy : RM (n)r — RM (n)g+1 und gi : RM (n)r — RM(n)g—1
durch

fulz) = Yy,

yEM(n)k+1
y>x

gk (x) == Z Cyay-
yEM(n)p—1
y<x

fir z € M(n)g.

Lemma 6.27. Firk=2,...,("}") — 1 gilt

Gkr1fe — fe—19k = ((n ; 1> — 2k:) id .

Beweis. Fir x € M(n);, gilt

Ger1 fe(@) = froagr(@) =D D ez =D e 2

y>x z<y y<x z>Y

Ein Element z € M(n) \ {z} tritt in beiden Summen hochstens einmal auf. Gegebenenfalls gilt
x=(x1,...,27),y=(r1,...,xs+1,...,2¢) und z = (x1,...,2s+ 1,...,2¢ — 1,...,27) in der ersten
Summe und analog in der zweiten Summe. Die Koeffizienten c,, und ¢, in der ersten und zweiten
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Summe stimmen dann iiberein (sie sind (n — x; — 1)(n + x¢) bzw. ("H)) Der Fall z = x tritt fiir jedes
y auf. Der entsprechende Koeffizient ist

Zcxy—chx:(n—xl)(n+$1+1)+ Z (n—xs)(n+zs+1)

y>x y<w 2<s<l
Ts—1>Ts+1

n+1
—n—x+1)(n+x falls z; > 1
- Z (n—xs—1+1)(n+ze-1) + ( anl ( 1 2 ‘ l_
2<s<l —( 9 ) falls z; = 1

Ts_1>xs+1

-1

(]

l
:Z(n—ws)(n+x5+1) = (n—zs+1)(n+ )
=1

s

~—

N (JQF) (m—z;+1)(n+x) fallsz >1
( ; ) falls z; = 1
225 1335 (”+1) = (";1) — 2k falls z; > 1
Y e+ (- +2) - ("F) = 2k + 02 +n— ("T) = ("F) — 2% falls 2 = 1.

Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 6.28. Seien A € R™*"™ und B € R™™™. Dann gilt
x" det(zl,, — AB) = 2™ det(z1, — BA).

Insbesondere haben AB und BA die gleichen von Null verschiedenen Eigenwerte.

Beweis.
1 0 ||xl,,—AB A 0
n . _|im m
odettwtn = AB) ‘—B rly 0 1.||B 1,
- ‘—B z1l,l| B 1, 0 zl,— BA =z det(x1,, — BA). O

Lemma 6.29. Firk < 5 ("+1) ist fr injektiv und fir k > %(";1) ist fr surjektiv.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach k£ < 5 ("H) dass gx11fr positive reelle Eigenwerte hat. Fiir
k=0ist M(n)o = {2} und g1 fo(@) = g1({1}) = (nﬂ)@ Sei nun k£ > 0 und die Behauptung fiir £ — 1
bereits bewiesen. Nach hat dann fj,_1gj nicht-negative Eigenwerte. Nach [Lemma 6.27] sind
die Eigenwerte von gi11 fr positiv, denn (ngl) 2k > 0. Insbesondere ist gi1 fi invertierbar und fx

ist injektiv. Analog zeigt man die Behauptung fir k& > = ("+1) (vgl. |ILemma 4.17]). O

Satz 6.30. Die geordnete Menge M (n) ist Rang-symmetrisch, Rang-unimodal und besitzt die Sperner-
Eigenschaft.

Beweis. Die Behauptung folgt aus den Lemmas [6.29] [£.16| und [{.14] O

Bemerkung 6.31. Aus |Satz 6.30| folgt, dass die Koeffizienten von (1+¢q)...(1+¢") = F(M(n),q)
unimodal sind. Dafiir kennt man bislang keinen kombinatorischen Beweis (ohne Algebra).
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Satz 6.32 (Schwache Erdds-Moser-Vermutung). Fir S C (Rn+) und o € R gilt

£(S.0) < F({1,...n), E <”; 1>J) — h(n).

Beweis. Sei S = {51,...,5,} mit 0 < s1 <... <8, Seien T,U C S mit ), .t =3 yu=a Wie
in [Satz 6.22|sei T/ := {i1,..., i} und U’ := {j1,..., 5t mit T = {s;;,...,s, } und U = {s;,,..., 5}
Im Fall 7" < U’ (in M(n)) ist

Zt:$i1+"'+8ik§8j1+"'+8jl:2u:2t

teT uel teT
und es folgt T'= U. Daher ist
{T CcS: Z t = a}
tel
eine Antikette in M (n). Aus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 6.33. Die (allgemeine) Erdés-Moser-Vermutung behandelt Teilmengen S C R anstatt
S C R™. Dies ist schwieriger, denn zum Beispiel ist f({—1,0,1},0) =4 mit Y ,=0=1-1=1-1+0
(im Gegensatz zu h(3) = 2). Die Vermutung besagt

f(S,a) < f({—n, —n—i—l,...,n},O)

fir alle « € R und S C R mit |S| = 2n + 1. Sie wurde ebenfalls bewiesen.

7 Pdlya-Theorie

Bemerkung 7.1. Wie wollen nun genaue Formeln finden fiir die Anzahl |A,,| der Elemente eines Levels
einer geordneten Menge A.

Beispiel 7.2. Wir betrachten fiinf horizontal angeordnete Boxen, die man mit je n Farben ausmalen

kann:
Bl Tl

Offenbar gibt es dafiir n> Moglichkeiten. Liegt ein solcher 5er Block aus Papier vor, so kann man ihn um
180° drehen. Zwei Blocke, die aus so einer solchen Drehung hervorgehen, wollen wir nicht unterscheiden.
Naiverweise reduziert sich nun die Anzahl der Méglichkeiten auf n°/2. Dies kann aber nicht stimmen,
denn n’/2 ist keine ganze Zahl, falls n ungerade ist. Manche Blocke sind symmetrisch und &ndern sich

durch Drehung nicht:
N

Die Anzahl der symmetrischen Blocke ist offenbar n3 (man kann nur die ersten drei Boxen beliebig
firben). Die Gesamtzahl aller Blocke ist daher n3 + # =1(n® +nd).

Definition 7.3. Sei X eine endliche Menge und G < Sym(X). Sei C eine beliebige Menge (von
,Farben“). Eine Fdrbung von X ist eine Abbildung f : X — C. Zwei Farbungen f, f' : X — C heifen
dquivalent, falls ein m € G mit

fz) = f(m(z))
fiir alle € X existiert. Wir schreiben dann f ~ f’. Dies definiert offenbar eine Aquivalenzrelation
auf CX := {X — C}. Die Aquivalenzklassen sind die Bahnen der Operation von G auf CX durch
("f)(z) := f(m~!(z)) (nachrechnen).
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Beispiel 7.4. Sei X ={1,2,3,4} als Quadrat angeordnet:

1]2
3|4

Sei C = {r,g,b} (rot, griin, blau). Wir zdhlen nur die Farbungen f mit f(X) = {r,r,g,b} als
Multimenge.

(i)

(i)

(iii)

Fir G = 1 sind Féarbungen genau dann &quivalent, wenn sie gleich sind. Es gibt (g) =6

Moglichkeiten die beiden roten Boxen zu wahlen und jeweils noch zwei Moglichkeiten die beiden
verbleibenden Boxen zu farben. Insgesamt gibt es also 12 solche Farbungen.

Fir G = ((1,2)(3,4)) sind Farbungen &quivalent, wenn sie gleich sind oder durch eine Spiegelung
an der y-Achse ineinander iibergehen. Da es hier keine symmetrischen Farbungen gibt, reduziert
sich die Anzahl auf 172 = 6:

Fir G = ((2,3)) (Spiegelung an der Hauptdiagonale) gibt es zwei symmetrische Farbungen.
Insgesamt also 2 + % =T

Fir G = ((1,2,4,3)) (Drehung um 90°) gibt es keine symmetrischen Farbungen. Insgesamt also

L2 _3

4
Fir G = ((1,2,4,3),(2,3)) = Dg (Symmetriegruppe des Quadrats) verbleiben nur noch zwei
nicht-aquivalente Farbungen:

Fir G = Sym(X) = Sy gibt es offensichtlich nur noch eine Férbung. Im Allgemeinen sind
Féarbungen f,g: X — C genau dann dquivalent unter Sym(X), wenn die Multimengen f(X) und
g(X) ibereinstimmen.

Bemerkung 7.5.

(i)

Sei X ={1,...,4}, C = {r,g,b} und G = Dy wie in |Beispiel 7.4] Sei ¢;;, die Anzahl der nicht-
dquivalenten Farbungen mit genau ¢-mal rot, j-mal griin und k-mal blau (also cp1,1 = 2). Wir
betrachten die erzeugende Funktion

Fg(r,g,b) == Z cijrrig bt
it+j+k=4
in den unabhéngigen Variablen r, g und b. Man zeigt leicht
Fa(r,g,b) = (r* + g* +0*) + (Pg + %0 + g% + ¢3b + rb® + gb®) + 2(r2g® + 720% + g*b?)
+ 2(r?gb + 1g%b + rgb?).
Setzt man r = g = b = 1, so erhélt man die Anzahl aller nicht-dquivalenten Farbungen:

3+6+2-3+2-3=21. Setzt man r = g = 1, so kann man zéhlen wie viele Farbungen genau 0,
1, 2 oder 3 blaue Boxen haben.
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(ii) Sei nun allgemeiner C' = {ry,...,r,} (z. B. Schattierungen von rot) und

Fo(ri,...,rp) == Z T?+ZT?Tj+2ZT,L-2TJ2-+2 Z r?rjrk—i—?) Z TiTTET]

1<i<n ] i<j itk i<j<k<l
i<k
Setzt man r = ... =r, = 1, so erhélt man wieder die Anzahl aller Farbungen (mit n Farben):

1 1
Fg(l,...,l):n+n(n—1)+2<g> +2n<”2 >+3(Z> = S(n* 20 + 30”4 2m).

Man beobachtet: 8 = |G| und der Koeffizient von n* ist die Anzahl der Elemente in G mit genau
k Zyklen. Die folgenden Sétze zeigen, dass dies kein Zufall ist.

Satz 7.6 (BURNSIDEs Lemma). Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer Menge S operiert. Fir
g € G seifix(g) :=|{w € Q: g € Gy}| die Anzahl der Fizpunkte von g auf Q. Dann ist

9/61 = 125 3 fixto)

geG

die Anzahl der Bahnen von G auf Q.

Beweis. Liegen o, 8 € © in der gleichen Bahn, so gilt |G : Go| = |“al = |“8| = |G : G| nach dem
Bahn-Stabilisator-Satz. Aus dem Satz von Lagrange folgt |G| = |G| (beachte: |G| < 00). Sei A C €2
ein Représentantensystem fiir 2/G. Dann gilt

S fix(g) = [{(g,w) € Gx Q9w =w)[ = Y |Gul = 3 961G

geq we SeA

=) 1G:GsllGs| =) |Gl = |AlIG] = [2/G|G].
JSTAN LISTAN

Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 7.7. Seien X,C endliche Mengen und G < Sym(X). Fiir g € G sei c¢q die Anzahl der Zyklen von
g (inkl. Einerzyklen). Dann ist
1
i C'|¢
Il > lC]

geG

die Anzahl der nicht-dquivalenten Fdarbungen X — C.

Beweis. Zwei Farbungen sind genau dann dquivalent, wenn sie in der gleichen Bahn unter der Operation
von G auf  := C¥ liegen. Wir zihlen diese Bahnen mit Burnsides Lemma. Eine Farbung f : X — C
ist genau dann invariant unter g € G (d.h. 9f = f), wenn f konstant auf den Zyklen von g ist. Die
Anzahl der Fixpunkte von g ist daher |C|%. Die Behauptung folgt. O

Definition 7.8. Fiir 7 € Sym(X) sei t; die Anzahl der Zyklen von 7w der Lénge i. Man nennt
t(m) = (t1,...,tn) den Typ von 7 (n = |X|). Sicher ist ¢; die Anzahl der Fixpunkte von 7 und

Yoy ity = n. Der Zyklenindikator von 7 ist das Monom Z := zil ...zt» in den Unbekannten z1, ..., z,.

Fir G < Sym(X) ist
1
Za =Zg(z1,. .., 2n) = —ZZg € Rlz1,. .., 2]
Gl 4=
der Zyklenindikator von G.
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Beispiel 7.9. Fiir G := ((1,2,3,4)) < Sy gilt Zg = $(2} + 22 + 224) und fiir G = Dg < Sy erhéilt man
Zg = (21 + 323 + 2222 + 224)

Satz 7.10 (POLYA). Sei X eine endliche Menge und G < Sym(X). Sei C = {c1,ca,...} eine Menge
von Farben. Sei a(iy, s, ...) die Anzahl der nicht-dquivalenten Farbungen f: X — C, wobei ¢k genau
ir-mal benutzt wird (also iy, = [{x € X : f(x) = cx}|). Sei

F(;(Cl,CQ, .. ) = Z Ct(il, . )0110122 cee

11,12,...>0

(als Polynom oder Potenzreihe, je nach dem ob C endlich ist). Dann ist

Fg(er,co,...) = ZG(ZCi,ZC?7 .. )

i>1 >l

Beweis. Wir fixieren einen Multiindex i = (41,2, ...) mit i1,%2,... > 0 und i; + 2 + ... = | X| (nur
endlich viele der i; kénnen von 0 verschieden sein). Sei

Fo={f: X—>C:VjeNy: {z e X: f(z) =c¢}| =i}

Fir f € F; und w € G ist auch f ow € F;, d.h. dquivalente Farbungen liegen in der gleichen Menge F;.
Dabher ist «(i) = |F;/G|. Wir wenden Burnsides Lemma auf die Operation von G auf F; an. Sei f € F;
ein Fixpunkt von 7 € G. Wie in ist f konstant auf den Zyklen von 7. Betrachte

He=[[(c +c5+..)%,

Jj=1

wobei t(r) = (t1,...). Wir zihlen wie oft ¢}'c® ... auftritt, wenn man das Produkt ausmultipliziert.
Jeder Faktor liefert einen Term c,’g Wir interpretieren dies als Farbung der j Elemente x € X eines
J-Zyklus von 7 mit der Farbe ¢ (also f(x) = ¢). Da jede j-Potenz genau t;-mal in H, auftritt, ldsst
sich jeder der ¢; Zyklen der Lange j mit einer Farbe farben. Damit das Produkt aller gewéhlten Terme ci
insgesamt cil1 C? ... ergibt, muss man iy Elemente € X mit Farbe ¢ farben. Wegen i1 +is + ... = | X|
sind am Ende alle f(z) festgelegt. Der Koeffizient von ¢i'c ... in H, ist daher genau die Anzahl fix; ()
der Fixpunkte von 7 auf Fj;, d. h.

H, = ZﬁXi( 02110122 e
i
Summieren iiber G liefert mit Burnsides Lemma

Fg(cl,CQ,...):Z (i1,2,...)c R ... Z|F/G|clllcl22... |G‘22ﬁxZ T2

i meG

|G‘ZH ZG<ch,Zc§...). 0

g2l 520

Beispiel 7.11. Wir zdhlen Halsketten bestehend aus [ gefirbten Perlen (| X| = 1). Zwei Halsketten
betrachten wir als gleich, wenn sie durch eine Drehung ineinander iibergehen (man stelle sich die
Halsketten kreisférmig angeordnet vor). Hier ist also G = (g) < Sym(X) die zyklische Gruppe der
Ordnung (. Sicher ist g ein [-Zyklus. Fiir m € N entspricht ¢"™ einer Drehung um 360°m/l. Die Ordnung
von g™ ist bekanntlich m. Da ¢g™ keine Fixpunkte hat (aufer im Fall ¢™ = 1), ist ¢" also ein

Produkt von ggT(l,m) Zyklen der Lénge Fiir alle d | [ gilt

_
ggT(l,m)"

H1<m <l:ggT(l,m)=d} =|{1<m/ <l/d:gegT(m' 1/d) =1} = ¢(l/d)
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mit der eulerschen p-Funktion. Dies zeigt

1/d
Za(z1,- -5 2 ZZSOZ/le/d ZZSO )z ¢,

d|i d|l

Satz 7.12. Die Anzahl der Halsketten aus I Perlen in n mdoglichen Farben ist
1
7 Z cp(d)nl/d.
dji

Genauer gilt

FG(CI7027"’7 Tl l ng Cl+62 +c’fll)l/d‘
djl

Beweis. Die zweite Formel folgt aus und die erste erhélt man durch die Substitution ¢; =
co=...=c¢, =1 O

Beispiel 7.13. Wie viele Halsketten mit sechs Perlen in den Farben rot, griin, blau und weifs gibt es,
wenn mindestens drei rote Perlen verwendet werden sollen? Man berechnet (mit Computer)

1
Fe(r,1,1,1) = & ((r +3)0+ (r* +3)° +2(r* +3)* + 2(r° + 3))
=75 4+ 3r% + 24r% + 929 + 2071 + 243r + 130.

Antwort: 92 +24 4+ 3 +1 = 120.

Bemerkung 7.14.
(i) Man erhélt aus[Satz 7.12{ auch die bekannte Formel 3, ¢(d) = [, denn es gibt nur eine Halskette

in einer Farbe.

(ii) Realistischerweise miisste man Halsketten auch als gleich auffassen, wenn sie durch Spiegelung
(realisiert durch Drehung im Raum) ineinander iiberfiihrt werden konnen. In diesem Fall operiert
die Diedergruppe G = D9; der Ordnung 2. Bekanntlich besteht G aus [ Drehungen und [
Spiegelungen. Ist | ungerade, so hat jede Spiegelung genau einen Fixpunkt und % Zyklen der
Léange 2. Ist [ gerade, so gibt es % Spiegelungen ohne Fixpunkte und % Spiegelungen mit genau
zwei Fixpunkten. Man erhalt

Za(= ) % Zdu @(d)zil/d + 1z z(l_l)/Q) falls I ungerade,
G 1, ey l ==
3 2ol @(d)zfj L l/2 +iz ( 2)/2) falls [ gerade.

Beispiel 7.15. Wir zédhlen nun nicht-dquivalente Farbungen X — C = {¢1, co, ...} unter der vollen
symmetrischen Gruppe Sym(X) 2 S; (|X| =1). Offenbar gibt es fiir jeden Multiindex (i1, 4, ...) mit
> i; =l nur eine Farbung f mit [{z € X : f(z) = ¢;}| =4, fiir j > 0. Also ist

) )
Fg (ci,¢9,...) = E cilcy ...
i1+i0+...=l

o 1
;Fgl(ChC%...)ﬂ?l = H(Z_;%:ﬂ) - (1—c1z)(1 —com)...

und
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Sei fi(n) := Fg,(1,...,1) die Anzahl aller nicht-dquivalenten Farbungen mit n Farben. Dann gilt

1 [Aufgabe 1] n+l—-1
> filn)a! = - > ( > at.
(1—2)n l
1>0 1>0
Also ist fi(n) = ("Jrll*l). Dies kann man auch ,zu Fuf zeigen: Die Gleichung i1 + ...+ 4, = [ ldsst sich

durch [ Punkte visualisieren, die durch n — 1 Striche unterteilt werden in je i; Punkte:
(0,0,1,3,2,4)«— | | . | . . .| . .|

Auf der rechten Seite stehen insgesamt [ +n — 1 Symbol, von denen n — 1 ausgewéhlt werden. Die
iSatz 7.7

Anzahl der Moglichkeiten ist daher (122—11) = (”+§_1) wie behauptet. Aus folgt nun
n+l—1 _(n+l-1)(n+1-2)...n
i Z B il
gES)

Ist s; die Anzahl der Permutationen 7 € S mit genau k Zyklen (Stirling-Zahl erster Art, siehe Diskrete
Mathematik), so folgt

Zslkaj (x+l—1D(z+1-2)...x

Fiir [ = 4 erhélt man (z + 3)(z + 2)(30 + 1)z = 2* + 623 + 1122 + 62. Es gibt also 11 Permutation in S,
mit genau zwei Zyklen, namlich (1,2, 3), (1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4), (1,4,3), (2,3,4), (2,4, 3),
(1,2)(3.4), (1,3)(2,4) und (1,4)(2,3).

Satz 7.16. Die Anzahl der Permutationen von Sy mit Typ (t1,...,t;) ist
[!
[T K ti!
Dies ist auch der Koeffizient von zl . zl inl'Zg,(z1,...,2).
Beweis. Sei P; die Menge der Permutation in S; mit Typ t = (t1, ..., ). Wir konstruieren P, wie folgt:
Man schreibe die Zahlen von 1 bis [ in beliebiger Reihenfolge (I! Méglichkeiten) und klammere die
ersten t1 Zahlen in 1-Zyklen, die néchsten 2t9 Zahlen in 2-Zyklen usw. Dies liefert offenbar ein Element
aus P, und es bleibt zu zeigen wie oft jedes m € P, auf diese Weise konstruiert wird. Die Zyklen gleicher
Lange kann man untereinander permutieren ohne die Permutation zu verdndern. Dies liefert ¢1!to!. .. ¢!
Moglichkeiten. Zusétzlich kann man jeden k-Zyklus auf k& Weisen schreiben:
(al,...,ak) = (ag,ag,...,ak,al) =...= (ak,al,...,ak_l).

Jedes Element in P, wird daher genau Hiﬁ:l ktxt;,! Mal konstruiert. Die Behauptung folgt. O

Satz 7.17. Es gilt

! Zi g
ZZSl(zl,...,zl)x = exp(z fx]>

>0 §>1
Beweis.
, J J 25
530 et (24 (24
exp( jx =2 .= i i)
j>1 >0 >0
1 /! ~ | I8
:Z* Z L - E:Z e z)z!. O
| (’lj'l j'[Zl' ) Sl Tyeees .
= I! Pt J11292590 .l gy! =

Ji +2J2+3]3+ Ag=l
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Bemerkung 7.18. Setzt man z; = ... = z; = n, so folgt

S himat =3 Fe (L., D! =TS zg (n
>0 >0 >0

2 1133

@exp<n(x = -)) = exp(—nlog(l —2)) =

2 3
Dies bestitigt

o
(1 —z)™

Lemma 7.19. Firx € R mit x| <1 gilt

vizr=3 (1)

k=0
wobei (¢) 1= del=le=h ) gy o € R,
Beweis. 0.B.d.A. sei z # 0. Wegen
G k= Pl o
|(*2) 2] (k +1) |k

konvergiert die Reihe absolut (Quotientenkriterium). Nach der Cauchy-Produkt-Formel (Analysis 1)
und der Vandermonde-Identitét (Diskrete Mathematik Satz 3.3) gilt

<I§<1/2) ) 2;0(1/2)(1/2 )x :i(}l)xn:lﬂ_

Daher ist

f@) = i <1/2> o = £y z.

k
k=0

Wegen f(z)2 =14z > 0ist f(x) # 0. AuRerdem ist f(0) = 1 > 0. Da f(z) auf dem Intervall (—1,1)
stetig ist, gilt f(x) > 0 fiir alle z. Dies zeigt f(z) =1+ z. O

Bemerkung 7.20. Analog zeigt man

 (—1/2
(1 +x)_1/2 = Z ( k:/ >l’k
k=0
fir |z| < 1. Allgemeiner gilt die Newtonsche Binomialformel
a - a a—n, n
(@+y)* =) <n>:v y
n=0

fir a € C und z,y € R mit |z| > |y| (ohne Beweis).

Satz 7.21. Die Anzahl der Permutationen von S, mit ungerader Ordnung ist

(n) = 12.32.52....-(n—1)? falls n gerade,
12.32.5%2....-(n—2)2-n falls n ungerade.
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Beweis. Eine Permutation m € S,, hat genau dann ungerade Ordnung, wenn alle Zyklen von 7 ungerade
Lange haben (die Ordnung ist das kgV der Zyklenldangen). Wir setzen daher z; = 1 bzw. 0 in [Satz 7.17]
je nachdem, ob i ungerade oder gerade ist. Es gilt dann o(n) = n!Zg (z; € {0,1}) und

3 5
Z@x”zexp(m—i—x—%—x——k...).
=o ™ 3 5

Wegen—log(l—x)zx—i—%—k%%—...ist

3 2 1
x+§+€+”,:§<—log(1—x)+log(1+x)>

und es folgt

R R L = JCR) 3] G [Pt

n>0 k>0

= Z(—l)k <_}€/2> (z2k 4 2%+,

k>0

Nach Definition des Binomialkoeflizienten ist

k22777 2 2-4-...-2k
=1%.32....-(2k—1)?

— | — .9 .
1/2):(%).13 k-1 _1-2... 21@'1.3‘.”'(%_1)

o(2k) = (2/@)!(—1)’*2( k

und o(2k + 1) = (2k + D)I(=1)* (V) =12-32 ... (2k —1)%- (2k + 1). O

Satz 7.22. Sei X eine n-elementige Menge, G < Sym(X) und Bx die boolesche Algebra. Dann gilt

S IBx/Dkld" = Za(l+ ¢, 1+ ¢,..., 1+ 4.
k>0

Beweis. Jedes Element A € By ist eine Teilmenge A C X und kann daher als Farbung f4 : X — {0,1}
aufgefasst werden, wobei f(z) =1 <= x € A. Zwei Elemente in By liegen genau dann in der gleichen
Bahn unter G, wenn die entsprechenden Férbungen dquivalent sind. Sei «(ig,i1) die Anzahl der nicht-
dquivalenten Farbungen mit i; = |[{z € X : f(z) = j}| fir j =0, 1. Dann ist |(Bx/G)ix| = a(n — k, k).
Nach Polyas Satz gilt
Z alig,i1)zy" = Zg(z +y, 22 + 92, ...).
10,7120

Die Behauptung folgt, indem man x = 1 und y = ¢ setzt. O

Folgerung 7.23. Fir jede n-elementige Menge X und G < Sym(X) hat Zg(1+q,1+¢>,...,1+q")
symmetrische, unimodale und ganzzahlige Koeffizienten.

Beweis. Folgt aus |[Lemma 5.10] und [Satz 5.15] 0
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Beispiel 7.24.

(i) Fiir n =3 und G = Sy < S5 (wie in [Beispiel 5.9)) gilt Zg(z,y,z) = %(x?’ + xy) und

3
Do ABu/Old" = Za(1+q,1+ ¢ 1+¢%) = ;((1+q)3+(1+q)(1+q2))
k=0

1
:5(2+4q+4q2+2q3):1+2q+2q2+q3.

ii) Fir n =5 und G = ((1,2,3,4,5)) (wie in [Beispiel 5.9) gilt Zg(z1,...,z5) = (22 + 4z5) und
521

5

1
d N(Bn/Gild" =Za(1+a,...,1+0") = (1 +0)° +4(1+0") = 1+0+20" +2¢° + ¢ + ¢
k=0

Dies zahlt auch die Halsketten mit finf Perlen aus zwei Farben.

(i) Sei X ={1,2,3,4} als Quadrat angeordnet wie in [Beispiel 7.4 und G = Dg < Sym(X). Nach

Beispiel 7.9 15t Zg = (21 + 323 + 22229 + 224) und daher

8

kZ:O (Bx/G)ele" = é((1+Q)4+3<1+q2)2+2(1+q)2(1+q2)+2(1+q4)) = 1+¢+2¢°+¢*+¢" = (;L>q.

Tatséchlich haben G und S31.S2 wie in [Definition 6.14] den gleichen Zyklenindikator (als (verschie-
dene) 2-Sylowgruppen von Sy sind G und S ¢ Se in Sy konjugiert). Man bestétigt auf diese Weise

Satz 6.12| (siche auch [Satz 6.16]).

Bemerkung 7.25. Man kann allgemeiner zeigen, dass Zg(a(q), a(g?),...) symmetrisch und unimodal
ist, falls o ein Polynom mit nicht-negativen, ganzzahligen, symmetrischen und unimodalen Koeffizienten
ist.

Bemerkung 7.26. Wir zdhlen nun Graphen bis auf Isomorphie wie in Dafiir sei M :=
{1,...,m} und n := (7). Sei S{?) das Bild des kanonischen Homomorphismus S, = Sym(M) —
Sym((]\Q/[)) =~ S,.

Satz 7.27. Sei pi.(m) die Anzahl der einfachen Graphen mit m Ecken und k Kanten bis auf Isomorphie.
Dann gilt

Yo pem)d* =Zon(1+q,...,1+¢"),
k>0

wobei n 1= (g‘)

Beweis. Wie [Satz 5.16 ist prp(m) = \(BQ/Sfﬁ))M mit Q = (1\2/1) Die Behauptung folgt daher aus
O
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Beispiel 7.28.

(i) Wir berechnen Z 4 fir kleine m. Haben o, 7 € Sp, den gleichen Typ, so haben auch die Bilder

von ¢ und 7 den gleichen Typ in S, (nach Bemerkung 4.10 Diskrete Mathematik sind ¢ und 7
konjugiert in S, und daher auch in S,,). Nach [Satz 7.16| wissen wir wie viele Permutationen es
von jedem Typ gibt. Fiir m = 4 nummerieren wir

<]2W> = {{1’ 2}7 {17 3}’ {174}7 {Qa 3}7 {274}’ {374}}'

Man erhalt
Vertreter Typ in S;;, Anzahl Vertreter in .S, Typ in S,
1 (4,0,0,0) 1 1 (6,0,0,0,0,0)
(1,2) (2,1,0,0) 6 (2,4)(3,5) (2,2,0,0,0,0)
(1,2,3) (1,0,1,0) 8 (1,4,2)(3,5,6) (0,0,2,0,0,0)
(1,2,3,4) (0,0,0,1) 6 (1,4,6,3)(2,5) (0,1,0,1,0,0)
(172)(37 4) (07 27 07 0) 3 (275)(37 4) (27 27 07 07 07 0)
Daher ist 1
Zs(z)(Zh ,26) = 24(21 + 92222 + 822 4 62924).
seigt
6
1
> pr(m)g* = o —((1+ @)+ 91+ )?(1+¢*)* +8(1 +¢*)? +6(1 + ¢*) (1 + ¢*))
k=0

=14q4+2¢®+3¢3 +2¢" + ¢ + ¢°

(vgl. |Beispiel 5.18)).

Wir wollen nun Graphen mit Mehrfachkanten zédhlen. Nehmen wir an, zwischen je zwei Ecken
diirfen (hochstens) zwei Kanten sein. Diese Graphen lassen sich durch Féarbungen der Form
(]\24) — {0, 1,2} beschreiben. Sei a(ig,i1,42) die Anzahl dieser nicht-dquivalenten Farbungen f

mit |{z € (];4) : f(x) =7} =i, fiir j = 0,1,2. Wie in [Satz 7.22 erhélt man

Z alig, i1, ig)x0y1 22 = Zyo)(z+y+ 2?4+t + 2200, (7.1)

10,11,12>0

Die Anzahl der nicht-isomorphen Graphen mit m Ecken und k& Kanten (einschlieRlich Vielfachhei-
ten) ist

Tr(m) = Z a(ig, i1, 12).
10,141,520
11+2i0=Fk

Setzt man z = 1, y = g und z = ¢* in (7.1)), so folgt
2 2 4 n 2n
Zm m)g* = Zyo(1+a+a 1+ +q",... .1+ 4" +¢"")
(mit n := (7). Fiir m = 4 erhélt man

Zm ((1+q+q) +9(1+q+¢)?(1+¢* +¢*)?

+8(1+¢" +¢°)? +6(1+¢* +¢)(1+¢" + %)
=1+q+3¢°+5¢ +8¢* +9¢° +12¢° + 9¢" + 8¢° + 5¢° + 3¢"° + ¢'* + ¢*
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Die Anzahl aller dieser Multigraphen (bis auf Isomorphie) ist demnach Z ) (3,...,3)=1+1+
4

34+...+43+14+1=066 (setze ¢ = 1). Analog ergibt sich die Anzahl der Multigraphen mit vier
Ecken und hochstens (s — 1)-fachen Kanten durch

1
Zsf)(s’ S, 8) = ﬂ(s6 +9s5* + 145?).

Bemerkung 7.29. Erdés und Rényi haben mit obigen Methoden bewiesen, dass fast alle einfachen
Graphen asymmetrisch sind, d. h. keinerlei Symmetrien aufweisen (triviale Automorphismengruppe).

Die Anzahl aller nicht-isomorphen Graphen mit n Ecken strebt daher gegen %2(2) mit n — oo.

8 Young-Tableaux

Bemerkung 8.1. Wir betrachten die (unendliche) geordnete Menge Y aller Partitionen wie
nition 6.3] Die Partitionen von n bilden das n-te Level Y,, (die Elemente mit Rang n). Sicher ist
Y = YoUY1U. ... Wir wollen Wege im Hasse-Diagramm von Y zihlen.

Definition 8.2. Ein Hasse-Weg ist ein Weg Ao, ..., A, in Y. Dabei gilt |\;| = |Njt1| £ 1 fiir ¢ =
0,...,n— 1. Im Fall |A\;| = |Aiy1| — 1 spricht man von einem U-Schritt (U fiir ,up“, also im Hasse-
Diagramm nach oben) und anderenfalls von einem D-Schritt. Jeder Weg W setzt sich aus Schritten
Aq, ..., A, mit A; € {U, D} zusammen. Man nennt 4, ... A; den Typ von W (Achtung Reihenfolge).

Beispiel 8.3. Der Weg @, (1), (2),(2,1), (1,1) hat Typ DUUU = DUS.

Bemerkung 8.4. Die Wege vom Typ U™, die bei @ beginnen lassen sich durch Hinzufiigen von Boxen
zum Young-Diagramm beschreiben. Wir nummerieren die Boxen in der Reihenfolge wie sie hinzugefiigt
werden:

R - — 11)’2| - 2[4 - [1]2[4] -

1

w
w
ot
l@JOJH
(G210 V]

Definition 8.5. Ein (Standard)-Young-Tableau ist ein mit den Zahlen 1,... n ausgefiilltes Young-
Diagramm 7 einer Partition von n, wobei die Zahlen in jeder Zeile und jeder Spalte aufsteigend sortiert
sind. Man nennt A die Form von 7. Die Anzahl der Young-Tableaux der Form X sei f*.

Beispiel 8.6. Es gilt f(22’1) =5
1]2 1]2 13 113 114
314 315 204 215 215
5] 1] 5] 1] 3]

Definition 8.7. Sei b eine Box eines Young-Diagramms 7. Der Haken H (b) von b ist die Menge der
Boxen von 7 rechts und unterhalb von b (einschlieflich b selbst). Die Hakenlinge von b ist h(b) := |H (b)|.

Satz 8.8 (Hakenformel). Fiir jede Partition A\ von n mit Young-Diagramm T gilt

A n!
1= h(b)

b Box von T

44



Beispiel 8.9. Wir tragen die Hakenlangen fiir A = (4,3,1) in das Young-Diagramm ein:

A13[1]
2

EBRE

Es folgt
8!

=—————=7-5-2="170.
6-42-3-2

f)\

Bemerkung 8.10. Der Beweis der Hakenformel benétigt einige Vorarbeiten:

(i) Jedes Element im Polynomring R := Q[X7, ..., X,,] ldsst sich eindeutig in der Form

— ) ) i1 i
o= E @iy ooim X - X

1150eeyim >0
schreiben, wobei nur endlich viele Koeffizienten a;, .. ;,, € Q von Null verschieden sind.

(i) Man nennt deg o := sup{i1 +...4im : a4y, 4, 7# 0} den Grad von o, wobei deg 0 = sup @ = —oo0.
Man nennt o homogen (vom Grad d), falls jedes Monom in « den gleichen Grad (d) hat. Produkte
von homogenen Polynomen sind wieder homogen, wobei sich der Grad addiert.

(ili) Zwei Polynome «, 5 € R heifen assoziiert, falls o = ¢f fiir ein ¢ € Q \ {0} gilt. Dies definiert eine
Aquivalenzrelation auf R.

(iv) Ein Polynom ¢ € R\ Q heift irreduzibel, falls keine Faktorisierung ¢ = af mit o, 5 € R\ Q
existiert. Wegen deg ¢ = deg(a) + deg(/) sind Polynome vom Grad 1 stets irreduzibel.

(v) Sei P ein Reprasentantensystem fiir die irreduziblen Polynome bis auf Assoziiertheit. Durch
Induktion nach dem Grad sieht man, dass jedes o € R\ {0} eine Faktorisierung der Form

a=e H pre (8.2)

peP

mit e € Q \ {0} und ay, > 0 fiir ¢ € P besitzt. Nach dem Lemma von Gauk (Algebra 2) ist diese
Faktorisierung eindeutig, d.h. R ist ein faktorieller Ring.

(vi) Der Quotientenkérper K := Q(R) = Q(X1,...,Xy) ist der Korper der rationalen Funktionen in
Xq,..., X, d.h. jedes Element in K l&sst sich in der Form £ mit «, 5 € R und S # 0 schreiben.

B
Dabei gilt
(07} a2
— = = <= o1 = wf.

B B
Lemma 8.11. Sei A =[], (Xi — X;) € R und

=1

Dann gilt
m
o= <X1+...+Xm+ <2>Y)A.
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Beweis (Zhang). Sei i < j und i # k # j. Vertauschen von i und j éndert das Vorzeichen von A (das
folgt aus der Definition des Signums). Damit &ndert auch X;zA(..., Xx +Y,...) das Vorzeichen. Durch
Vertauschen von 7 und j werden auerdem die Summanden X;A(..., X;+Y,...) und X;A(..., X;4Y,...)
vertauscht und sie &ndern zusétzlich ihr Vorzeichen. Insgesamt dndert o das Vorzeichen beim Vertauschen
von ¢ und j. Setzt man X; = X, so wird & = 0. Als Polynom in X; hat o daher Nullstelle X ;. Man kann
also den Faktor X; — X; im Polynomring Q(X1, ..., X;—1, Xit1,..., Xm)[Xi] abspalten. Da X; — X
normiert ist, treten bei der Division keine Nenner auf. Daher ist X; — X ein Teiler von « im faktoriellen
Ring Q[X1,..., X,,]. Da die Faktoren X; — X; von A irreduzibel und paarweise nicht assoziiert sind,
ist a auch durch A teilbar. Sei also a = SA. Da a und A homogen sind, ist 5 homogen vom Grad 1.
Da die Aussage fiir Y = 0 stimmt, gilt 5 = X; + ... 4+ X, + ¢Y fiir ein ¢ € Q. Man erhélt ¢, indem
man nach Y ableitet und anschliefsend Y = 0 setzt. Es gilt

/ A A 1
PR Yo ) 0= (D 2 - D ) e

m

. Xz . Xi—Xj_ m

=X g Tae=(3) :
i=1 j#i 1<

Bemerkung 8.12. Fiir jede Partition A sei f(\) := f* (wir lassen hier die Partition (0) mit dem
Jeeren Tableau zu). Ist A € Nj* eine beliebige Folge aber keine Partition, so setzen wir f(\) := 0. In
jedem Young-Tableau von A befindet sich die Zahl n an einer &uferen ,Ecke”, d. h. durch Entfernen von
n erhdlt man ein Young-Tableau einer Partition p < A. Es gilt offenbar

ey

[T

Daher ist f durch die folgende Rekursionsvorschrift eindeutig bestimmt:

F(0) =1, (83)
FOL - Am,0) = fA, .. Am) (AENDY, (8.4)
FOL - Am) =0 (Fi:A+1=Ap1), (8.5)

FOL o Am) = FO1r =L A0 Am) 4o A fA L A Am — 1) (A > > A, > 1),
(8.6)

Beweis der Hakenformel (Glass-Ng). Sei A = (A1,..., Ap,). Es geniigt zu zeigen, dass die rechte Seite
von (8.1)) die gleiche Rekursionsvorschrift wie die Funktion f aus |[Bemerkung 8.12| erfiillt. Das Produkt
der Hakenlédngen in der k-ten Zeile von A ist (von rechts nach links gelesen):

[1'2'---'()\k‘_)\k+1)][(>\k_)\k+1+2)-~'()\k_)\k+2+1)}
[(Ak_)\k+2+3)~--()‘k_>\k+3+2)]-~~[(>\k_)‘m+m_k+1)--~(>\k+m_kﬂ
(A +m —k)!

B [Tore =N —k+1)

Die rechte Seite von (8.1)) ist daher

[lic;(Ni = Aj+7 1) (m A +m—1, 0 +m—2,...,\p)
_ Z}\>| ) )  Am)

g(\) = n! Y ENeE— ‘ [T, (i +m —i)!
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Man sieht leicht, dass (8.3) fiir g gilt. Fiir \,, = 0 ist

g()\):n'A()\1+m—l,/\2+m—2,. S Ame1 DT ()\ +m— 1)
' H?;l()\ﬁ-m—z)!
AN +m—2 +m—3,... Ay
:TI,' (1 — 2 : 1)29()\1’“")\77171)’
I (N +m—i—1)!

d.h. (8.4) gilt. Fir \j +1 = \jq ist Ay +m —i = X\j41 + m — (i + 1) und mit A verschwindet auch
g(A), d.h. (8.5) gilt. Schliefslich substituieren wir X; ;= A\;+ m —ifiri=1,...,mund ¥ = —1 in
[Lemma 8111 Dann ist einerseits

m

a=Y Ni+m—DAM+m—1.. A+m—i—1,...,\p)
i=1
J R i
= (n_l)'H()\ +m =i g\, Ai =1 A)
Li=1 i=1
und andererseits
CY:(2(Ai+m—l)—<2>)A(/\1+m—17---,/\m):nA(/\l—i—m—l,,,,,/\m)
m
—1)lg(N).
Damit folgt auch . O

Definition 8.13. Ist A\ n und w = A,;,A;—1 ... Ay eine Folge aus {U, D}, so definieren wir a(w, \)
als die Anzahl der Hasse-Wege vom Typ w von & nach A.

Beispiel 8.14. Die Hasse-Wege @, (1), (1,1),(1),(1,1) und @, (1),(2), (1), (1,1) zeigen

a(UDUU, (1,1)) = 2.

Nach [Bemerkung 8.4] entspricht jeder Hasse-Weg vom Typ U™ einem Young-Tableau. Daher ist
a(U™,\) = fA, falls A F n. Jeder Hasse-Weg vom Typ D"U™ endet in @. Daher ist

a(D"U™, @) =Y ()

AFn

Wir wollen eine allgemeine Formel der Form a(w, \) = f*¢, finden, wobei ¢,, nicht von A abhingt.

Lemma 8.15. Sei w = DU Dss—1U~1 . DU und A+ n. Genau dann existiert ein Hasse- Weg
vom Typ w von & nach X, falls

(ti—si)zo (m:1,...,k‘)

>

(ti — Si) =n.
=1
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Beweis. Ein Hasse-Weg vom Typ D*mU'm ... D*1U" von @ endet im Level Y ", (t; — s;). Diese Zahl
darf also nicht negativ werden. Geht man weiter bis A, so endet man im Level n = Zle(% —s;). Daher
sind die Bedingungen notwendig.

Nehmen wir nun an, dass die Bedingungen erfiillt sind. Sicher existiert ein Hasse-Weg vom Typ U™
von @ nach A. Nach ¢; Schritten auf diesem Weg gehen wir s; Schritte wieder zuriick (dies geht wegen
t1 > s1). Anschliefend gehen wir ty Schritte vorwérts auf dem selben Weg. Danach sy zuriick usw. Am
Ende erhélt man einen Weg von @ nach A vom Typ w. O

Bemerkung 8.16. Sind die Bedingungen von [Lemma 8.15| erfiillt, so nennt man w ein A- Wort (dies
héngt eigentlich nur von |A| ab).

Definition 8.17. Auf dem (unendlich-dimensionalen) Vektorraum RY" definieren wir lineare Abbildun-
gen U, D : RY — RY durch

U =) p

u>A

D) =) u

B

fir A € Y (vgl. [Lemma 4.17)).

Lemma 8.18. FEs gilt DU — UD =id.

Beweis. Fir A € Y gilt

(DU-UD)N) =D > 7=-> > =

H>A T WA T>[

Jedes 7 # X kann in der ersten Summe héchstens einmal auftreten. Gegebenenfalls unterscheidet
sich 7 von A an genau zwei Stellen (etwa A = (A,...,N), 0 = (A1,..., A +1,..., ) und 7 =
(M, A+ 1,...,0 — 1,..., ;). Dann tritt 7 ebenfalls genau einmal in der zweiten Summe auf
(wobei dann g = (Aq,...,A; —1,..., ) gilt). Die beiden Vorkommen von 7 heben sich also gegenseitig
auf.

Sei nun 7 = A. Sei k die Anzahl der verschiedenen Teile von A. Dann existieren genau k + 1 Partitionen
s> (etwa A = (5,42,33, 1) und pu € {(6,42,33,1), (52,4,3%,1), (5,43,32,1), (5,42, 32,2), (5,42, 3%,12)}).
Fiir jedes solche p gibt es genau ein 7 = A. Andererseits gibt es nur k viele << A mit g < A\ (im Beispiel
p€ {(43,33,1),(5,4,3%, 1), (5,42,3%2,2,1), (5,4%,3%)}). Fiir jedes solche y tritt 7 = A genau einmal auf.
Daher ist

(DU —UD)(X) = A. O

Satz 8.19. Sei A eine Partition und w = Ay Am—1... A1 ein \-Wort. Firl <i<m mit A; = D set
a; (bzw. b;) die Anzahl der D (bzw. U) rechts von A; in w. Dann ist

aw,A) = T 0 —a).
1<i<m
A,=D

Beweis. Sei A n. Wir interpretieren die A; als lineare Abbildungen geméif [Definition 8.17} Sei F die
Verkettung dieser Abbildungen entsprechend dem Wort w. Schreibt man F(@) als Linearkombination
der (linear unabhéngigen) Elemente in Y, so ist a(w, A) genau der Koeffizient von \. Nach
kann man ein Paar A;11A; = DU in F durch UD + id ersetzen. Nach Ausmultiplizieren ist F' eine
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Summe von zwei linearen Abbildung, bei denen man wieder DU durch UD + id ersetzen kann. Nach
endlich vielen solchen Schritten erhdlt man

F=> rUmtiD
120

mit 7; > 0. Wegen D (@) = 0 kénnen wir F' = roU" annehmen, indem wir F' durch seine Einschrankung
auf Yy ersetzen. Der Koeffizient von A in U™ (@) ist f*. Daher geniigt es

To = H (bi — a;)

1<i<m
A,=D

zu zeigen. Wir argumentieren durch Induktion nach der Anzahl d(w) der D in w. Im Fall d(w) =0
also w = U™, ist ryp = 1 das leere Produkt. Sei nun & minimal mit Ay = D, also a = 0 und b, = k — 1.
Auferdem ist F'= A, ... Ak_HDUk_l. Die Ersetzung DU = UD + id wie oben fihrt zu

F=A,.. . AppiUDU 2 4 Ay AU 2= = (k=1 Ay, ... A U2
——
br—ag
Fiir w' := Ay, ... Ap U2 gilt d(w ) ( ) — 1 und die Zahlen a;, b; verdndern sich zu a} := a; — 1
bzw. b :=b; — 1 Insbesondere ist b, — a; = b; — a;. Die Behauptung folgt nun mit Induktion. O
Belsplel 8.20. Sei A = und w = U3D?U?DU3. Dann ist as =0, by =3, a7 =1, by =5, ag = 2,

=5und fA =5 nach Beispiel 8.6, Also ist

a(w, ) = 5(3 — 0)(5 — 1)(5 — 2) = 180.

Folgerung 8.21. Es gilt
> () =a(D"U", @) = nl.
AFn
Beweis. Die erste Gleichung kommt aus Fiir die zweite Gleichung setzt man w = D"U"
in [Satz 8.19 Dann ist a,4; =% — 1 und b,4; = n fiir i = 1,...,n. Dies liefert
n

a(D"U", @) = fZ[[(n—i+1)=nl O
=1

Bemerkung 8.22. Man kann zeigen, dass die komplexen irreduziblen Charaktere der symmetrischen
Gruppe S,, durch die Partitionen A F n indiziert werden kénnen. Fiir y € Irr(S,) gilt dabei (1) = f*.
Folgerung 8.21| ergibt sich dann aus der allgemein giiltigen Formel |G| = 3 o1y x(1)? fiir jede
endliche Gruppe G.

Definition 8.23. Fiir A\F n und [ > 0 sei 5(I, \) die Anzahl der Hasse-Wege von & nach A der Lange [
(egal von welchem Typ).

Beispiel 8.24. Es gilt 5(3,(1)) =3, denn @, (1), 2, (1) und @, (1),(2), (1) und @, (1), (1,1), (1).
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Bemerkung 8.25. Offenbar gilt (I, \) = 0 falls [ # |\| (mod 2). Aufserdem ist (I, \) der Koeffizient
von A in (U + D)!(@) mit den Abbildungen aus [Definition 8.17} Nach [Lemma 8.18 existieren 3;;(I) € Ny
mit

(U+D)=> B;(HUD’.
1,70

Wir zeigen, dass die 3;; dabei eindeutig bestimmt sind. Seien dafiir 7;; € Z mit
Z 'Yij U Z'Dj =0.
1,520

Angenommen es existieren k,l > 0 mit vz # 0. Sei [ dabei minimal gewahlt und u - [ beliebig. Dann
erhélt man den Widerspruch

0= UD(n) =) 7l (@) = wmU"@)+ > wul(2
i,7>0 i>0 itk

Lemma 8.26. Es gilt

0 fallsl—i—j <0,
Bij(l) = {0 falls | —i — j ungerade,
st falls 1 —i—j =2m > 0.

Beweis. Sei fi; := [;;(1) # 0 und X = j. Sicher ist dann ¢ + j < [, d.h. die erste Behauptung gilt.
AuRerdem besitzt 8;;U'D7()) einen Summanden p € Y;. Da alle B nicht-negativ sind, tritt 1 auch in
> o150 BstUSDY(N) = (U + D)I(N) auf. Also gilt |A| +1 = |u| (mod 2), d.h. j +1 —i ist gerade. Dann
ist auch [ — i — j gerade und die zweite Behauptung folgt.

Wir argumentieren nun durch Induktion nach I. Im Fall [ =1 ist m = 0 und 819 = g1 = 1. Sei nun die
Behauptung fiir ein [ > 1 bereits bewiesen. Es gilt

> B+ 1)U'D! = (U+ D) =U+D) > Bi;(NU'D?

i,5>0 i,j>0
=Y BT DI + DU'DY).
4,70
Nach [Lemma 8.18/ist DU = UDU* ' + U"! = ... = U'D + iU*"! und es folgt
D B+ )UDI =" B (U DI+ UDIT iU DY),
1,7>0 3,5>0

Ein Koeffizientenvergleich zeigt

Bij(l+1) = Bi—1;(1) + Bij—1(1) + (i + 1)Bi1,5(0).
Seil+ 1 —14i—j =2m. Nach Induktion ist dann
1! I !
Bigl+1) = o G—D)ym! 2 = tml © (i+ 1)2m—1(z‘ 1)1 (m — 1)!
CUMGE+j+2m)  (1+1)!
21 1m) 9militm)’

Satz 8.27. Seil>n, AFn undl —n gerade. Dann ist

B(I,A) = <l)(1-3-5-...-(l—n—l))fA.

n
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Beweis. Nach [Bemerkung 8.25|ist

U+ D) (2) =) BioU (@) =>_ Biol) Y f*p

i>0 i>0 pki

Der Koeflizient von A\ darin ist

o) B = (1) S

2mplm! n /) 2mm)l

mit [ —n = 2m. Dies zeigt die Behauptung. O

Folgerung 8.28. Die Anzahl aller Hasse-Wege der Linge 2m von & nach @ ist
Bg(2m,2)=1-3-5-...-(2m —1).
Beweis. Folgt aus mit n =0, A =& und [ = 2m. O

Definition 8.29. Fiir £ > 1 ist p(k) := |Y| die Anzahl der Partition von k. Wir setzen zusétzlich
p(i) = 0 fiir i < 0. Sei Yj_1 1 := Y1 UYj. Wir identifizieren Yj_; ; auch mit dem entsprechenden
Hasse-Diagramm (ein bipartiter Graph).

Satz 8.30. Die Eigenwerte von Yi_1j sind 0 mit Vielfachheit p(k) —p(k —1) und £+/s mit Vielfachheit
plk—s)—plk—s—1) firs=1,... k.

Beweis. Wegen RY,_1;, = RY,_; @ RY}, lasst sich jedes v € RY,_; in der Form v = vp_1 + v
mit vp_1 € RY;_1 und vi € RY} schreiben. Sei Up_; die Einschrinkung von U auf RY;_; und sei
Dy die Einschriankung von D auf RY}. Ist By die Matrix von Dj bzgl. der Basen Y; und Yi_1,
so ist B} die Matrix von Uj_;. AuRerdem ist A = (E(s)t ]g) die Adjazenzmatrix von Yj_1 ;. Es gilt
Av = Byvy 4 Bjvg_1 = D(vg) + U(vg_1). Die positiv semidefinite Matrix Bj,_;Bj_1 hat nicht-negative

Eigenwerte (vgl. Beweis von [Lemma 4.17)). Daher hat BkaC EX B;Z_lBk—l + 1 positive Eigenwerte.
Insbesondere ist BkB,tC invertierbar und Uj_; ist injektiv und Dy ist surjektiv. Da k beliebig ist, ist
auch U injektiv und D surjektiv. Daher ist

dim Ker(Dy) = dimRY}, — dimRYy_; = p(k) — p(k — 1).
Fiir v € Ker(Dy) ist v = v und Av = D(v) = 0. Also ist 0 ein Eigenwert von A mit Vielfachheit
> p(k) —p(k —1) = 0.

Sei nun w € Ker(D;) fiir 0 <s <k —1 und
Vi=Up_1 + U = EVEk — SUkilis(w) + Ukis(w) € RYy—1 .

Wir berechnen
BIZ =
Av = +VE — sU*(w) + DU (w) °=" +Vk — sU*(w) + U**D(w) +(k — s)U* > (w)
= +VEk — s(U%(w) £ VEk — sU "L (w)) = +VEk — sv.
Daher sind ++v/k — s beides Eigenwerte von A (vgl. [Aufgabe 4. Sei w', ..., w! eine Basis von Ker(Dj).

Da U injektiv ist, sind sowohl U*~%(w!),..., U*=%(w!) als auch U*"1=%(w!), ..., U* 175 (w!) linear
unabh#ingig. Damit sind auch die entsprechenden Vektoren v!, ..., v! linear unabhéngig. Die Vielfachheit
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des Eigenwerts vk — s (bzw. —vk — s) ist daher mindestens dim Ker(D;) = p(s) —p(s—1). Die Summe
der Vielfachheiten aller bisher gefundenen Eigenwert ist mindestens

k—1
p(k) —p(k— 1) +2> (p(s) — p(s — 1)) = p(k) + p(k — 1) = dim RY;_y 5.
s=0
Somit haben wir alle Eigenwerte und die dazu gehorigen Vielfachheiten gefunden. O

Folgerung 8.31. Sei m,k € N. Die Anzahl der geschlossenen Wege der Linge 2m in Yj_yj mit

Start/Ziel in Yy, ist
k

S (p(k — 5) = plk — 5 — 1))s™.

s=1
Beweis. Die Anzahl aller geschlossenen Wege in Y1, der Lénge 2m ist

k m

S ok —5) = plk =5 = D)/ + (=V5)™™) =2 (p(k — 5) = p(k — 5 = 1))s™

s=1 s=1

nach [Satz 1.10] Ist A1,..., Aoy, A1 ein geschlossener Weg mit A1 € Yy, so ist g, ..., Aom, A1, Ao ein
geschlossener Weg, der in Y1 startet/endet. Daher gibt es genauso viele geschlossene Wege mit Start
in Y; wie mit Start in Y;_;. Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 8.32.
(i) Der Fall m =1 zeigt, dass Yj_1 ; genau p(k — 1) + p(k — 2) + ...+ p(0) Kanten besitzt (inter-

essanterweise wird dafiir p(k) nicht benétigt).
(ii) Man zeigt leicht: p(0) = p(1) =1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5 und p(5) = 7. Fiir k = 6 erhélt
man daher

p(5) —p(4) + (p(4) = p(3))2™ + (p(3) — p(2))3™ + (p(2) — p(1))4™ + (p(1) — p(0))5™ + p(0)6™
:2+2m+1+3m+4m+6m

geschlossene Wege der Lénge 2m in Y56 mit Start in Yg.

9 Der Matrix-Baum-Satz

Definition 9.1. Sei G ein Graph. Ein Kreis von G ist ein geschlossener Weg (mit Lénge > 1), bei
dem keine Ecke doppelt besucht wird (aufser Start/Ziel). Ein zusammenhéngender Graph ohne Kreise
heilst Baum. Insbesondere besitzt ein Baum keine Schleifen. Eine Ecke eines Baumes mit nur einem
Nachbarn heifit Blatt. Ein Spannbaum von G ist ein Baum B mit den gleichen Ecken wie G, sodass
jede Kante von B auch eine Kante von G ist. Die Anzahl k(G) aller Spannbdume von G nennt man die
Komplezitdt von G.

Bemerkung 9.2.

(i) Jeder Baum B besitzt ein Blatt, denn jeder Weg muss irgendwann in einer ,Sackgasse enden (da
es keine Kreise gibt, kann man keine Ecke doppelt besuchen). Besitzt B mindestens zwei Ecken,
so gibt es auch mindestens zwei Blétter (Start und Ziel eines maximalen Wegs).
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(ii) Ein Graph G ist genau dann zusammenhéngend, wenn k(G) > 1 (man entferne solange Kanten
bis keine Kreise mehr vorhanden sind).

Beispiel 9.3.

(i) Bis auf Isomorphie gibt es drei Baume mit fiinf Ecken:

(ii) Der Graph

besitzt acht Spannbdume (die entsprechenden Kanten sind abe, abd, acd, bed, abe, ace, bde, cde).

Lemma 9.4. Sei G ein Graph mit p Ecken. Dann sind dquivalent:
(1) G ist ein Baum.

(2) G ist zusammenhdngend und besitzt genau p — 1 Kanten.

(8) G enthilt keine Kreise und besitzt genau p — 1 Kanten.

(4) Je zwei Ecken von G sind durch genau einen Weg verbunden.

Beweis.

(1) = (2): Jeder Baum ist zusammenhéngend. Wir bestimmen die Anzahl der Kanten durch Induktion
nach p. Im Fall p = 1 besitzt G keine Kanten. Sei nun p > 2 und b ein Blatt von G (existiert nach
. Durch Entfernen von b und der Kante, die b enthilt, erhilt man einen Baum G’
mit p — 1 Ecken. Nach Induktion besitzt G’ p — 2 Kanten. Daher hat G genau p — 1 Kanten.

(2) = (3): Angenommen G enthélt einen Kreis. Dann kann man eine Kante entfernen, sodass G
immer noch zusammenhéngend ist. Entfernt man gegebenenfalls weitere Kanten, so wird G ein
Baum mit weniger als p — 1 Kanten. Dies widerspricht (1)=-(2).

(3) = (4): Je zwei Ecken von G koénnen hochstens durch einen Weg verbunden sein, denn anderenfalls
gabe es einen Kreis. Da G keine Kreise besitzt, ist jede Zusammenhangskomponente K von G ein
Baum. Besteht K aus k Ecken, so besitzt K genau k — 1 Kanten nach (1) = (2). Da G genau
p — 1 Kanten besitzt, kann es nur eine Zusammenhangskomponente geben. Daher sind je zwei
Ecken durch einen Weg verbunden.

(4) = (1): Trivial. O

Bemerkung 9.5. Der folgende Satz verallgemeinert die Produktregel fiir Determinanten det(AB) =
det(A) det(B).
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Satz 9.6 (CAUCHY-BINET-Formel). Fir A = (ai;) € C"*™ und B = (b;;) € C"™*" gilt

det(AB)= > det(Ax)det(Bx),

KCc{1,...m}
|K|=n

wobei Ax = (aij)1<i<n und Bi = (bij) ick -
JEK 1<5<n

Beweis. Nach der Leibniz-Formel fiir Determinanten gilt

n m

det(AB) = Z sgn(a)H(Z aikbka(i)> = Z sgn(o) Z Haikibkia(i)'

g€eSy, i=1 k=1 gESR 1<k, o ,kn<m i=1

Sei k; = k; fiir gewisse ¢ # j. Fiir 0 € Sy, sei 0/ := 00 (i,7) € Sp,. Dann ist sgn(c’) = —sgn(o) und

Halklbkla(l) = @ik, k; (i) W5k Ok o (5) H ik bryo(1)
I=1 i#lI£]

n
= @ik, Ok;00 () Wjk; Ok () H ik byor (1) = Ham,bk,a/(n-
i#l#] I=1
Die entsprechenden Summanden heben sich also in der Summe auf. Es verbleiben daher nur die

Summanden mit paarweise verschiedenen k;. Insbesondere erhilt man die leere Summe falls m < n.
Fir m > n ist

det(AB) = Z sgn(o) Z Z Haik.r(i)bk_r(i)o(i)

o€Sn {k1,..kn }C{1,....,m} TES, i=1
n n
= Z Z sgn(o) H ik, ;) H bijT—1(j) (5 :=7(3))
{k1,....kn }C{1,...,m} 0,7€ESn i=1 j=1

Mit o und 7 durchlaufen auch o7 und 7 alle Permutationen in S,,. Wir kénnen daher o durch o1
ersetzen und erhalten:

det(AB) = Z Z sgn(o) sgn(7) H ik, 3 Ohior (3)
i=1

{k1,....kn }C{1,....m} 0,TES

- > ( > sen(7) ]f[1 amw) ( > seu(o) f[lbkia(n)

{k1,0kn }C{1,....m} TESn cE€Sn
= ) det(Ag)det(Bg). O
KC{1,...m}

|K|=n

Definition 9.7. Sei G = (F, K) ein Graph ohne Schleifen. Eine Orientierung von G ist eine Funktion
f: K — ExEmnmit f({z,y}) € {(z,y), (y,z)}. Auf diese Weise wird G zu einem gerichteten Graphen,
d.h. jede Kante ist ein Pfeil mit Start und Ziel. Sei E = {ej,...,ep} und K = {ky,...,k;}. Seien
di,...,dy, die Grade von ey, ..., e,. Sei A(G) = (a;;) € RP*P die Adjazenzmatrix.

i) Die Laplace-Matriz L(G) = (I;;) € RP*P ist durch
J
T Rl falls 7 # j,
Y d; fallsi=j

definiert (dies héngt nicht von der Orientierung ab).
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(i) Die Inzidenzmatriz M(G) = (m;;) € RP*? ist durch

1 falls f(k;) = (%, ),
my; = —1 falls f(k‘]) = (Gi, *),

0 sonst

definiert.

Beispiel 9.8. Der Graph

liefert

5 -2 -1 =2 1 -1 0 -1 -1 -1

Bemerkung 9.9. Offenbar sind alle Zeilen- und Spaltensummen von L(G) gleich 0. Insbesondere sind
die Zeilen (und Spalten) linear abhéngig und es folgt det(L(G)) = 0. Analog summieren sich auch die
Zeilen von M (G) zum Nullvektor. Daher ist rg(M (G)) < p.

Lemma 9.10. Sei G ein Graph mit Orientierung und ohne Schleifen. Sei A := A(G), M := M(G)
und L := L(G). Dann gilt
(i) MM'= L.
(it) Ist G regulir vom Grad d, so ist L =d1 — A. Hat also G die Eigenwerte \1,...,\,, so hat L die
Figenwerte d — A\q,...,d — \p.

Beweis. Seien E = {ey,...,ep} die Ecken und K = {k1,...,k,} die Kanten von G. Sei M = (m;;).
Dann gilt

q
(MMt)ij = Z milmjl.
=1
Im Fall ¢ = j ist jeder Summand 0 oder 1 und die Summe ergibt den Grad von e;. Im Fall ¢ # j ist

mgmy # 0 genau dann, wenn k; = {e;, e;}. Gegebenenfalls ist m;ym;; = —1. Dies zeigt (MM?®);; = —ay;
und MM"' = L. Da G keine Schleifen hat, besteht die Hauptdiagonale von A aus Nullen. Die zweite
Behauptung folgt daher aus der Definition. O

Definition 9.11. Fiir einen zusammenhéngenden Graphen G mit Orientierung sei My = (m4)1<i<p—1

1<j<q
die Matrix, die aus M (G) entsteht, indem man die letzte Zeile streicht. Man nennt My die reduzierte
Inzidenzmatriz von G. Fiir eine Teilmenge S C {1,...,q} mit |S| =p — 1 sei My[S] := (myj)1<i<p—1-

jes
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Bemerkung 9.12. Im Folgenden werden einem Graphen G stillschweigend eine beliebige Orientierung
zuweisen, um mit M (G) arbeiten zu konnen.

Lemma 9.13. Sei G = (E,K) ein zusammenhdngender Graph ohne Schleifen und S C K mit
|S| = |E|—1. Ist (E, S) ein Spannbaum von G, so gilt det(Mp[S]) = £1 und anderenfalls det(My[S]) = 0.

Beweis. Ist H := (E, S) kein Spannbaum, so ist H nach nicht zusammenhéngend. Sei C
eine Zusammenhangskomponente von H, die die ,letzte“ Ecke e, nicht enthélt (die der letzten Zeile in
M (QG) entspricht). Die Zeilen aus My[S], die zu C' gehdren bilden dann M (C) (indem man Nullspalten
streicht). Nach ist die Summe dieser Zeilen der Nullvektor. Insbesondere sind die Zeilen
von Mj[S] linear abhéngig und es folgt det(My[S]) = 0.

Sei nun B = (E, S) ein Spannbaum. Nach [Bemerkung 9.2 besitzt B ein Blatt by # e,,. Sei k; die (einzige)

Kante von B, die b1 enthéalt. Wir entfernen b7 und k7 von B und erhalten daraus einen Baum By. Wir
wéhlen ein Blatt by # e, von By und die Kante ko, die by enthélt, usw. Dies liefert eine Aufzdhlung

bi,...,by—1,ep aller Ecken von G und S = {k1,...,kp—1}. Wir permutieren die Zeilen und Spalten von
My[S] gemélh dieser Reihenfolge. Man sieht leicht, dass My[S] dann eine untere Dreiecksmatrix mit +1
auf der Hauptdiagonale ist. Dies zeigt det(Mp[S]) = £1. O

Satz 9.14 (KIRCHHOFFs Matrix-Baum-Satz). Sei G ein zusammenhdingender Graph mit p Ecken und
ohne Schleifen. Fir 1 <i < p sei L; die Matriz, die aus L(G) entsteht, indem man die i-te Zeile und
i-te Spalte streicht. Dann ist k(G) = det L;.

Beweis. Sei E die Eckenmenge von G. Da k(G) nicht von der Nummerierung der Ecken abhéngt,
koénnen wir o. B.d. A. i = p annehmen. Nach [Lemma 9.10|ist L, = MyM{. Die Cauchy-Binet-Formel
liefert

det L, =Y det(Mo[S])det(Mo[S]") = Y det(My[S])>

SC{1,....q} SCiL,....a}
|S|=p—1 |S|=p—1
.
="{S C{1,...,q}: (F,S) ist Spannbaum von G}| = k(G). O

Bemerkung 9.15. Sei G ein beliebiger Graph und G’ der Graph, der aus G entsteht, indem man
Schleifen entfernt. Offenbar ist dann k(G) = k(G’) und k(G) = 0, falls G unzusammenhéngend ist.
erlaubt daher die Berechnung der Komplexitat beliebiger Graphen.

Lemma 9.16. Sei A € RP*P | sodass jede Zeilensumme und jede Spaltensumme von A gleich O ist.
Sei A; die Matriz, die aus A entsteht, indem man die i-te Zeile und i-te Spalte streicht. Dann ist der
Koeffizient von x im charakteristischen Polynom det(A — x1,) gleich —pdet(A4;).

Beweis. Durch Vertauschen der i-ten und p-ten Zeile und Spalte &ndern sich det(A) und det(A — z1,)
nicht. Wir kénnen daher ¢ = p annehmen. Wir addieren die Zeilen 1,...,p —1 von A — z1, auf die p-te
Zeile. Die p-te Zeile wird dann zu (—z, ..., —z), da die Spaltensumme von A gleich 0 sind. Aufserdem
andert sich det(A — z1,) durch diese Elementaroperation nicht. Wir ziehen nun den Faktor —z aus
der letzten Zeile heraus und erhalten eine Matrix N(x), deren letzte Zeile (1,...,1) ist (die anderen
Zeilen stimmen mit A — x1,, iiberein). Es gilt nun det(A — z1,) = —x det(N(x)). Den konstanten Term
von det(N(z)) erhélt man, indem man = = 0 setzt. Der Koeffizient von z in det(A — z1,) ist daher
—det(N(0)). Wir addieren nun die Spalten 1,...,p —1 von N(0) zur letzten Spalte von N (0). Dadurch
dndert sich det(/N(0)) nicht und die letzte Spalte hat die Form (0, ...,0, p)'. Der Entwicklungssatz fiir
Determinanten zeigt det(/N(0)) = pdet(A4,) wie gewiinscht. O
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Folgerung 9.17. Sei G ein zusammenhdngender Graph mit p Ecken und ohne Schleifen.

(1) Seien p,. .., p, die Eigenwerte von L(G), wobei i, = 0. Dann ist

(it) Sei nun G zusdtzlich requldr vom Grad d. Seien A1, ..., \, die Eigenwerte von A(G) mit A\, = d.

Dann gilt
1
k(G) = ];(d — A1) (d = Apq).
Beweis.
(i) Nach [Bemerkung 9.9 erfiillt L(G) die Voraussetzung von [Lemma 9.16| und det(L(G)) = 0. Daher
ist tatsachlich mindestens ein Eigenwert 0. Da p1, ..., i, die Nullstellen des charakteristischen

Polynoms sind, gilt

det(L —zl,) = (1 —z) ... (gp — ) = —(pp1 — ) ... (Ltp—1 — ).

Der Koeffizient von x ist —puq ... pup—1. Aus

Satz 9.14] und [Lemma 9.16|folgt

1
k(G) == det(Lp) == 2;/‘1 v Hp—1-

(ii) Nach [Lemma 9.10] gilt p1; = d — \; fiir i = 1,..., p. Die Behauptung folgt daher aus (). O

Beispiel 9.18. Der n-Wiirfel G = C), ist reguldr vom Grad n und hat Eigenwerte n — 2k mit

Vielfachheit (Z) fir kK =0,...,n nach [Folgerung 2.10, Nach [Folgerung 9.17|ist daher

HC) = = [T = 255 = [T £ = 221 [T £,
k=1 k=1 k=1

1
on
Ein rein kombinatorischer Beweis dieser Aussage wurde erst 2012 gefunden.

Satz 9.19 (CAYLEY-Formel). Es gibt genau p?~2 Béiume mit Eckenmenge {1,...,p}.

Beweis. Die Baume mit Ecken {1,...,p} sind genau die Spannbdume des vollstdndigen Graphen K.
Die Eigenwerte von K, sind —1 mit Vielfachheit p — 1 und p — 1 (mit Vielfachheit 1) nach [Lemma 1.13]
Da K, regular vom Grad p — 1 ist, folgt

k() = ;pp—l — 2

aus O

Zweiter Beweis (Prifer). O.B.d.A. sei p > 2. Sei B, die Menge aller Badume mit Eckenmenge E :=
{1,...,p}. Wir konstruieren zueinander inverse Bijektionen

f:B,— EP2, g: EP2 By,.

Dann folgt |B,| = |EP~2| = |E[P~2 = pP~2 wie behauptet.
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Sei B € By,. Im Fall p =2 sei f(B) = @. Anderenfalls wéhlen wir das Blatt b von B mit der kleinsten
Nummer (existiert nach [Bemerkung 9.2)). Sei a; die (einzige) benachbarte Ecke von b. Wir entfernen b
und die Kante {b, a1} aus B und erhalten einen Baum B;. Nun wiederholen wir die Prozedur mit B;
solange bis nur noch eine Kante verbleibt. Dies liefert eine Folge f(B) := (a1,...,a,-2) € EP72

Sei nun umgekehrt (a1, ..., a,—2) € EP~2 gegeben. Fiir k = 1,...,p — 2 verbinde man die Ecken a; und

b 1= minE\ ({bl, R abk—l} @) {ak, Ce (Lp72})

mit einer Kante. Anschliefsend verbinden man die verbleibenden beiden Ecken in E \ {b1,...,b,—2}.
Dies liefert einen Graphen G = g(az,...,ap—2) mit p — 1 Kanten. Da in jedem Schritt eine neue Ecke
hinzukommt, hat G keine Kreise. Nach ist G ein Baum.

Wir zeigen g o f = id durch Induktion nach p. Dies ist klar fiir p = 2. Sei nun p > 3 und B € B, mit
f(B) = (a1,...,ap—2). Sei b das kleinste Blatt von B. Angenommen es existiert 1 < ¢ < b mit ¢ ¢ f(B).
Nach Wahl von b ist ¢ kein Blatt. Daher besitzt ¢ mindestens zwei Kanten. Da bei der Konstruktion
von f(B) fast alle Kanten entfernt werden, muss auch eine Kante, die ¢ enthéilt, entfernt werden. Dann
wire aber ¢ = q; fiir ein 7. Dieser Widerspruch zeigt b = min '\ f(B) = b;. Die zuerst entfernte Kante
{b, a1} ist daher genau die erste Kante, die unter g konstruiert wird. Der verbleibende Baum B liefert
f(B1) = (ag,...,ap—2). Nach Induktion ist g(f(B1)) = B und es folgt g o f =id. Analog zeigt man
fog=id. OJ

Beispiel 9.20. Die Bijektion f aus obigem Beweis nennt man Prijfer-Code. Im folgenden Beispiel
erhilt man f(B) = (2,3,3).

Bemerkung 9.21.

(i) Sei B ein Baum mit Ecken 1,...,p und sei dj der Grad der Ecke k. Bei der Konstruktion des
Priifer-Codes werden di — 1 Kanten von k entfernt und jedes Mal ein k in f(B) geschrieben.
Anschlieftend ist & ein Blatt und taucht daher nicht mehr in f(B) auf. Also ist dj—1 die Vielfachheit
von k in f(B). Die Anzahl der Bdume mit vorgegebenen Eckengraden dj, ..., d, ist somit durch
den Multinomialkoeffizienten

< p—2 >._ (p—2)!
di—1,...,d,—1) " (dy —D)!...(dp —1)!

gegeben. (Es gibt ( CZ :21) Moglichkeiten die Einsen in f(B) zu verteilen. Danach bleiben noch
(p 73;%“) Moglichkeiten fiir die Zweien usw. Das Produkt dieser Binomialkoeffizienten ist der

Multinomialkoeffizient. )

(ii) Die Multimenge {d; — 1,...,d, — 1} beschreibt eine Partition von p — 2 (wenn man Nullen
weglédsst) und umgekehrt gibt es zu jeder Partition von p — 2 einen entsprechenden Baum.
Isomorphe Baume liefern offenbar die gleiche Multimenge {d;,...,d,}. Es gibt also mindestens so
viele nicht-isomorphe Béume mit p Ecken wie es Partitionen von p — 2 gibt.
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(iii)

(iv)

10

Seien ey, ..., e, die Vielfachheiten in der Multimenge {di,...,dp,} (also e; + ...+ es = p). Dann
kann man die Zahlen dy, ..., d, auf
(e )
€1,---,€p

Weisen anordnen. Die Anzahl der Béume, deren Eckengrade die Multimenge {d1, ..., d,} liefern

ist somit
p—2 D
dl—l,...,dp—l €1,---,6p )

Fiir p=7und {d1,...,d7} ={1,1,1,2,2,2,3} erhélt man

5 7 517!
<1,1,1,2> <3737 1> Sigigr = 07257 =120-70 = 8.400.

Im Gegensatz zu [Bemerkung 7.29 haben Erdés und Rényi bewiesen, dass fast alle Biume symme-
trisch sind. Dafiir zeigten sie, dass die meisten Baume Kirschen besitzen. Dies sind zwei Blatter mit
gemeinsamen Nachbarn. Vertauschung dieser Blatter liefert einen nicht-trivialen Automorphismus.

Eulersche Graphen

Bemerkung 10.1 (Konigsberger Briickenproblem). Gibt es im folgenden Graphen einen (geschlossenen)
Weg, der jede Kante genau einmal besucht?

Definition 10.2.

(i)

Ein gerichteter Graph G ist ein Graph mit Orientierung wie in Jede Kante von G
ist ein Pfeil mit Start und Ziel. Fiir eine Ecke e von G sei outdeg(e) (bzw. indeg(e)) die Anzahl
der Pfeile mit Start (bzw. Ziel) e. Jede Schleife trégt zu outdeg und indeg bei. Man nennt G
balanciert, falls outdeg(e) = indeg(e) fiir alle Ecken e gilt.

Wege in G werden wie in ungerichteten Graphen definiert mit dem Unterschied, dass man nur
in Pfeilrichtung gehen darf. Sind je zwei Ecken durch einen solchen Weg verbunden, so heiftt G
stark zusammenhdingend. Ist G lediglich als ungerichteter Graph zusammenhéngend, so nennt
man G (schwach) zusammenhdngend. Eine Tour von G ist ein geschlossener Weg, bei dem jede
Kante hochstens einmal besucht wird (man denke an Stadtfihrung). Eine Tour heift eulersch,
falls jede Kante von G (genau einmal) besucht wird. Man nennt G eulersch, falls G eine eulersche
Tour besitzt, die auch jede Ecke (moglicherweise mehrfach) besucht (also gibt es keine isolierten
Punkte).

Satz 10.3. Ein gerichteter Graph G ist genau dann eulersch, wenn G (schwach) zusammenhdingend
und balanciert ist.
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Beweis. Sei G eulersch und T eine eulersche Tour mit Start/Ziel e. Da T alle Ecken besucht, ist G
(sogar stark) zusammenhéngend. Verldsst man e auf einem Pfeil, so muss ein anderer Pfeil wieder nach
e fithren. Da die Tour in e endet, gilt indeg(e) = outdeg(e). Jede Ecke f # e wird auf der Tour genauso
oft besucht wie verlassen (da f weder Start noch Ziel ist). Daher ist auch indeg(f) = outdeg(f) und G
ist balanciert.

Sei nun G zusammenhingend und balanciert. Besitzt G keine Pfeile, so besteht G nur aus einer Ecke
und die leere Tour ist eulersch. Wie nehmen daher an, dass G Pfeile besitzt. Sei e eine beliebige Ecke von
G. Wir zeigen zunéchst, dass eine (nicht-leere) Tour mit Startpunkt e existiert. Besitzt e eine Schleife,
so ist dies bereits eine Tour. Anderenfalls gilt indeg(e) = outdeg(e) > 0, da G zusammenhéngend ist.
Also fiihrt ein Pfeil von e nach e; # e. Wegen 1 < indeg(e;) = outdeg(e;) fithrt ein Pfeil von e; nach es.
Im Fall e = e haben wir eine Tour gefunden. Anderenfalls wiederhole man das Verfahren. Nach endlich
vielen Schritten wird man schliefslich e erreichen. Sei nun 7" eine Tour in G mit groftmoglicher Anzahl
von Schritten. Durch Entfernen der entsprechenden Pfeile aus G entsteht ein balancierter gerichteter
Graph G’. Nehmen wir an, dass G nicht eulersch ist. Dann besitzt G’ mindestens einen Pfeil. Da G
zusammenhéngend ist, existiert eine Ecke e aus T und ein Pfeil in G’ mit Start oder Ziel e. Da G’
balanciert ist, existiert ein Pfeil v mit Start e in G'. Wie eben gezeigt, existiert eine (nicht-leere) Tour
T" in G’ ausgehend von e und v. Man kann nun die Touren 7" und 7" geeignet zusammensetzen (man
lauft auf T bis man e erreicht, nimmt dann den Umweg iiber 7" und lauft schlieflich von e zuriick zum
Start von T'). Dies widerspricht der Maximalitét von 7. Daher ist G eulersch. O

Definition 10.4. Ein orientierter Baum ist ein gerichteter Graph GG mit einer Ecke e, sodass fiir jede
weitere Ecke f genau ein Weg von f nach e existiert (in Pfeilrichtung). Man nennt e Wurzel von G.

Bemerkung 10.5. Jeder orientierte Baum G ist offenbar schwach zusammenhéngend. Jede Ecke von G,
aufler der Wurzel, besitzt nur einen ausgehenden Pfeil. Daher besitzt G selbst als ungerichteter Graph
keine Kreise. Dies rechtfertigt die Bezeichnung Baum. Ein orientierter Spannbaum eines beliebigen
gerichteten Graphen G ist ein orientierter Baum S mit den gleichen Ecken wie GG, sodass jeder Pfeil
von S auch ein Pfeil von G ist (vgl. Spannbaum). Wir wollen die Anzahl der orientierten Spannbdume
von G zihlen.

Satz 10.6. Sei G ein eulerscher Graph mit Eckenmenge E. Sei k ein Pfeil von G mit Start e € E.
Sei 7(G, e) die Anzahl der orientierten Spannbiume von G mit Wurzel e. Sei €(G, k) die Anzahl der
eulerschen Touren von G mit Start k. Dann gilt

(G, k) =7(G,e) H (outdeg(f) — 1)L

fer

Beweis. Seien k = ki, ..., k, die Pfeile einer eulerschen Tour T (in dieser Reihenfolge). Fiir f # e sei
k(f) der letzte aus f startende Pfeil von T.

Behauptung: Die Pfeile {k(f) : f # e} bilden einen orientierten Spannbaum B von G mit Wurzel e.
Von jeder Ecke f # e lasst sich in B nur ein Weg gehen: f = f1,k(f1), f2, k(f2),.... Angenommen es
gilt fr = f1 flir ein k£ > 1. Unter den Ecken fi,..., fi sei f; die letzte Ecke, die auf T" besucht wird
(existiert, da T in e endet). Dann wire das Ziel von k(f;) nicht in {fi,..., fx}. Dieser Widerspruch
zeigt, dass der einzige aus f fiihrende Weg bei e enden muss.

Sei nun umgekehrt B ein orientierter Spannbaum von G mit Wurzel e. Wir verlassen e iiber ky := k.
Anschlieffend gehen wir auf weiteren Pfeilen ko, ..., k,;, die moglichst nicht in B liegen, d. h. wir wahlen
nur dann einen Pfeil aus B, wenn alle anderen Pfeile an der momentanen Ecke bereits benutzt wurden.
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Behauptung: Die Pfeile T := {k1, ..., k,} bilden eine eulersche Tour.

Angenommen T endet in einer Ecke f ohne bereits alle Pfeile durchlaufen zu haben. Da G balanciert
ist, kann dies nur im Fall f = e passieren. Insbesondere ist 1" in jedem Fall eine Tour. Mindestens einer
der unbenutzten Pfeile muss in B liegen (anderenfalls hitte man sich irgendwann fiir einen Pfeil in B
entschieden, obwohl noch einer aufserhalb B verflighar gewesen wére). Sei s ein unbenutzter Pfeil aus B
(also s € B\ T), der moglichst ,nah“ an e liegt (auf dem Riickweg). Sei f das Ziel von s. Angenommen
f # e. Da ein unbenutzter Pfeil nach f fiihrt, muss auch ein unbenutzter Pfeil aus f herausfiihren.
Dieser Pfeil kann aber nicht in B liegen nach Wahl von s. Somit hat man sich auf der Tour 7" an
Position f falsch entschieden, d.h. einen Pfeil aus B benutzt, obwohl noch ein anderer verfiighar war.
Also ist f = e. Wieder muss ein unbenutzter Pfeil aus e herausfithren. Dann kann man die Tour T aber
fortsetzen. Dieser Widerspruch zeigt, dass T' eulersch ist.

Wir zdhlen wie viele solche eulerschen Touren mdoglich sind. Besucht man die Ecke f # e zum ersten
Mal, so hat man outdeg(f) — 1 Moglichkeiten f zu verlassen, denn genau ein Pfeil aus f gehort zu
B. Beim néchsten Besuch hat man noch outdeg(f) — 2 Moglichkeiten usw. Jedes f # e liefert daher
(outdeg(f) — 1)! Moglichkeiten. Fiir e ist der erste Pfeil k vorgegeben. Beim néchsten Besuch von e
hat man noch outdeg(e) — 1 Moglichkeiten, da B keinen Pfeil besitzt, der e verlisst. Also gibt es auch
fir f = e genau outdeg(f) — 1 Moglichkeiten. Jeder orientierte Spannbaum mit Wurzel e liefert daher
genau erE(outdeg(f) — 1)! eulersche Touren mit Start k. Die Behauptung folgt. O

Folgerung 10.7. Sei G ein eulerscher Graph mit Ecke e. Dann hdngt die Anzahl 7(G, e) der orientierten
Spannbdume mit Wurzel e nicht von e ab.

Beweis. Seien ki,...,k, die Pfeile einer eulerschen Tour. Offenbar ist dann auch kg, ..., k4, k1 eine
eulersche Tour. Daher hiangt die Anzahl €(G, k) der eulerschen Touren nicht vom Startpfeil k& ab. Die
Behauptung folgt nun aus [Satz 10.6] O

Satz 10.8. Sei G ein gerichteter Graph mit Ecken ey, ..., e, =e. Sei L = (z;;) € RP*P mit

—|{ Pfeile von e; nach e;}| falls i # j,
e
! outdeg(e;) — |{ Schleifen an e;}| falls i = j.

Sei Ly, die Matriz, die aus L entsteht, indem man die letzte Zeile und letzte Spalte entfernt. Dann gilt
7(G,e) = det L.

Beweis. Wie bei der Laplace-Matrix sind die Zeilen- und Spaltensummen von L jeweils 0
. Sei zundchst G unzusammenhéngend. Dann existiert eine Zusammenhangskomponente, die e
nicht enthélt. Die entsprechenden Zeilen von L und L, addieren sich dann ebenfalls zum Nullvektor.
Daher ist det(L,) = 0. Andererseits ist auch 7(G,e) = 0.

Sei nun G zusammenhéngend mit ¢ Pfeilen. Dann ist ¢ > p — 1 (vgl. . Wir argumentieren
durch Induktion nach g. Sei ¢ = p — 1. Dann ist G als ungerichteter Graph ein Baum. Nehmen wir
outdeg(f) = 0 fiir eine Ecke f # e an. Dann kann es keinen Weg von f nach e geben und folglich ist
7(G,e) = 0. Andererseits ist die f-te Zeile von L, der Nullvektor und man erhalt det(L,) = 0. Sei
nun outdeg(f) > 0 fiir alle f # e. Wegen ¢ = p — 1 ist dann sogar outdeg(f) = 1 und man findet
stets (genau) einen Weg von f nach e. Daher ist G ein orientierter Spannbaum und 7(G,e) = 1. Wir
sortieren nun die Ecken f # e entsprechen ihrem Abstand zu e beginnend mit den Nachbarn von e. Die
Determinante von L, wird durch die entsprechende Zeilen- und Spaltenpermutation nicht verandert.
Da L, nun eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonale ist, folgt det(L,) =1 (vgl.

Lemma 9.13]).
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Fiir den Induktionsschritt sei ¢ > p. Wir kénnen annehmen, dass kein Pfeil aus e startet, denn ein
solcher Pfeil trégt nicht zu L, bei und kann nicht Bestandteil eines orientierten Spannbaums mit
Wurzel e sein. Es muss nun eine Ecke f # e mit outdeg(f) > 1 geben. Sei k ein Pfeil mit Start f.
Wir entfernen k und erhalten einen Graphen G;. Stattdessen konnen wir auch alle Kanten k' # k
mit Start f entfernen und erhalten daraus Gz. Nach Induktion gilt 7(Gy,e) = det(Ly(G1)) und
7(Ga,e) = det(L,(G2)). Aukerdem ist 7(G,e) = 7(G1,e) + 7(G2, e), denn jeder orientierte Spannbaum
von GG benutzt genau einen aus f startenden Pfeil. Da die Determinante linear in den Zeilen ist, gilt
ebenso det(L,) = det(L,(G1)) + det(L,(Gze)). Dies zeigt die Behauptung. O

Folgerung 10.9. Sei G ein eulerscher Graph mit Eckenmenge E und L, L, wie in|Satz 10.8 Sei k
ein Pfeil von G. Dann gilt

€(G, k) = det(Ly) | ] (outdeg(e) — 1)!.

eckE

Sind 1, ..., pp die Eigenwerte von L mit p, = 0, so gilt

(G, k) = ;Nl e Hp—1 H(outdeg(e) -1l

ecE

Beweis. Die erste Aussage folgt aus [Satz 10.6{ und [Satz 10.8] Nach [Lemma 9.16|ist —pdet(L,) der
Koeffizient von x im charakteristischen Polynom det(L(G) — x1) = (i1 — ) ... (4p—1 — x)(—x). Daraus
folgt die zweite Behauptung. O

Bemerkung 10.10. Wie {iblich gelten die Sétze auch fiir L; anstatt L, (vgl. [Satz 9.14)).

Beispiel 10.11.

(i) Sei G ein (ungerichteter) zusammenhéngender Graph ohne Schleifen. Wir ersetzen jede Kante {e, f}
in G durch Pfeile (e, f) und (f.e) und erhalten daraus einen gerichteten, zusammenhéngenden,
balancierten Graphen G. Nach ist G eulersch Sei e eine Ecke von G. Jeder Spannbaum
in G wird zu einem orientierten Spannbaum in G mit Wurzel e, indem man jeweils den Pfeil ,in
Richtung® e wahlt. Die Matrix L aus fiir G ist genau die Laplace-Matrix L(G). Daher
folgt der Matrix-Baum-Satz aus

(ii) Ein Postmann soll in folgendem Stadtviertel Post ausliefern:

N — s —
O — Ot — 10
O — O — W

Er parkt sein Auto an einer der neun Kreuzungen und geht von dort jede der Strafen genau
zweimal ab (in jede Richtung einmal). Anschlieflend kommt er zum Auto zuriick. Er beschreibt
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damit eine eulersche Tour in dem gerichteten Graphen wie in . Fiir obigen Graphen gilt

2 -1 -1
-1 3 -1 ~1
-1 2 . -1
-1 3 -1 —1
L(G) = —1 -1 4 -1 -1
—1 -1 3 . —1
—1 2 -1
~1 -1 3 -1
-1 -1 2

Die Eigenwerte sind 0,1,1,2,3,3,4,4,6 (ohne Beweis). Daher gibt es $2-32-42 .6 = 20.3 = 192
Spannbdume (Folgerung 9.17)). Die Anzahl der eulerschen Tour mit vorgegebenem Startpfeil ist

9
192 [ J(outdeg(i) — 1)! = 192(2 — )1*(3 — 1)!*(4 — 1)! =192 2* - 6 = 18.432.
=1

Da G genau 24 Pfeile besitzt, hat der Postmann 24 - 18.432 = 442.368 mdgliche Routen.
Definition 10.12. Eine bindre Folge ist eine Folge (a1, ...,a,) mit a; € {0,1} fiir i = 1,...,n. Eine

binére Folge (ay,...,an) heilt de-Bruijn-Folge vom Grad n, falls jede binédre Folge der Lénge n als
Teilfolge (a;, . .., a;tn—1) auftritt, wobei die Indizes modulo 2™ zu lesen sind.

Bemerkung 10.13. Ist (ay,...,aon) eine de-Bruijn-Folge, so tritt jede bindre Folge der Lénge n
genau einmal als Teilfolge auf, denn es gibt genau 2" solche Folgen. Offenbar sind auch die Shifts
(@i, Qig1y .-, Q9m,0a1,...,a;—1) de-Bruijn-Folgen. Wir nennen de-Bruijn-Folgen dquivalent, wenn sie sich
nur durch einen solchen Shift unterscheiden. Dies definiert eine Aquivalenzrelation. Jede Aquivalenzklasse
enthélt genau eine Folge mit a; = ... =a, =0 und a,+1 = 1.

Beispiel 10.14. Bis auf Aquivalenz gibt es folgende de-Bruijn-Folgen vom Grad 1,2, 3:
(0,1), (0,0,1,1), (0,0,0,1,0,1,1,1), (0,0,0,1,1,1,0,1).

Wir wollen zdhlen wie viele de-Bruijn-Folgen es fiir jeden Grad gibt.

Definition 10.15. Der de-Bruijn-Graph D, besteht aus 2"~ Ecken, die durch die binéiren Folgen der
Lénge n — 1 nummeriert sind. Zwei solche Folgen (ay,...,an—1) und (b1,...,b,—1) sind durch einen
Pfeil verbunden, falls (ag,...,an—1) = (b1,...,byp—2) gilt. Man kann sich die Pfeile daher als binére
Folgen der Lange n vorstellen (ai,...,an—1,b,—1). Die Anzahl aller Pfeile ist demnach 2". Es gibt
genau zwei Schleifen (0,...,0) und (1,...,1).

Lemma 10.16. Fiir je zwei Ecken a und b in D,, existiert genau ein Weg der Linge n — 1 von a nach
b. Insbesondere ist D,, stark zusammenhdngend und balanciert.

Bewets. Der einzige Weg der Lénge n — 1 von a nach b ist
a = (al, PN ,an,l), (CLQ, PN ,an,l,bl), (CL3, PN ,anfl,bl,bQ), ey (bl, PN ,bnfl) =b.

Daher ist D,, stark zusammenhéngend. Wegen indeg(a) = outdeg(a) = 2 ist D,, balanciert. O
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Beispiel 10.17.
00
01 10

11

Bemerkung 10.18. Seien ki, ..., kon die Pfeile einer eulerschen Tour in D,,. Wir fassen k; als binére
Folge der Lange n auf und definieren a; als die letzte Ziffer von k; (dies ist die letzte Ziffer vom Ziel
von k;). Es gilt dann (a;, ..., ai4n-1) = kitn—1 fir i =1,...,2". Da jede binédre Folge der Liange n in
der Tour vorkommt, ist (aj,...,asn) eine de-Bruijn-Folge vom Grad n. In D3 zum Beispiel

(ki,...,ks) = (001,011,111, 110,101,010,100,000) — (a1,...,as) = (1,1,1,0,1,0,0,0).

Ist umgekehrt eine de-Bruijn-Folge (a1, ..., asn) gegeben, so erhélt man eine eulersche Tour in D,, mit
den Pfeilen k; := (a;,...,a;4n—1) fiir : =1,...,2" Auf diese Weise entsprechen sich eulersche Touren
und de-Bruijn-Folgen. Nach existiert also mindestens eine de-Bruijn-Folge vom Grad n.

Lemma 10.19. Sei G = D,,. Die in definierte Matrix L hat dann Eigenwert 2 mit Vielfachheit
2"=1 — 1 und Eigenwert 0 (mit Vielfachheit 1).

Beweis. Sei a;; die Anzahl der Pfeile von ¢ nach j in G (also a;; € {0,1}). Dann ist A = (a;;) eine
,gerichtete® Adjazenzmatrix und aus [Satz 1.6/ und [Lemma 10.16| folgt A1 = J = (1) € RZ" 'x2"""
Seien A1, ..., A\pn—1 die Eigenwerte von A. Dann sind )\?71, e ,)\g;ll die Eigenwerte von A"~!. Die
Eigenwerte von J sind andererseits 0 mit Vielfachheit 27~! — 1 und 27! (mit Vielfachheit 1) nach
Lemma 1.12} Daher gilt \; = 2( fiir eine (n — 1)-te Einheitswurzel ( € C und A\g = ... = Agn—1 = 0. Da
G genau zwei Schleifen hat, ist 2 = tr(A) = A1 +. ..+ Ayn—1. Dies zeigt A\; = 2. Wegen L =2 1gn-1 — A4
sind 0,2,...,2 die Eigenwerte von L. O

Satz 10.20. FEs gibt genau 22" de-Bruijn-Folgen vom Grad n. Bis auf Aquivalenz gibt es genau
22"7'=n solche Folgen.

Beweis. Jede de-Bruijn-Folge, die mit n Nullen beginnt, entspricht einer eulerschen Tour in D,, mit
Startpfeil (0,...,0) € R (dies ist die Schleife an (0,...,0) € R*"1). Fiir jede Ecke e von D,, gilt
outdeg(e) = 2. Nach |[Folgerung 10.9| und [Lemma 10.19| gibt es

1 22n—1_1 _ 22n—1_n
on—1
de-Bruijn-Folgen bis auf Aquivalenz. Jede solche Folge kann 2"-mal geshiftet werden. O

Bemerkung 10.21 (Lineares Schieberegister). Sei Fon der Korper mit 2" Elementen (Algebra 1).
Bekanntlich ist die multiplikative Gruppe F3, zyklisch, sagen wir F, = ({). Sei a = X" + a1 X" 1 +
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...+ag € F3[X] das Minimalpolynom von ¢ iiber Fa. Die Elemente 1, ¢, ¢2, ..., (" ! bilden eine Fo-Basis
von Fon. Die Abbildung Forn — Fan, y — (y ist Fo-linear mit Matrix

0 —a
= . S
’ 0 —ap—2
0 1 —Anp—1
(das ist die Begleitmatrix von «). Sei nun v := (0, ...,0,1) € F}. Angenommen es existieren 0 < k < [ <

2" — 2 mit vM* = vM!. Dann ist vM'=F = v und (M) =Fvt = ot Also hat (M*)"~* Eigenwert 1. Dann
hat auch M=% Eigenwert 1 (gleiches charakteristisches Polynom). Sei w = (wy, ..., wy,)" € F¥\ {0} mit
M'"Fw = w. Fiir y = wy +wal + ... +w,(" ! gilt dann ¢y = y. Also ist (/% = 1. Wegen Fon = (¢)
folgt der Widerspruch 2" —1 < [—k < 2" —2. Daher sind die 2" —1 Vektoren v, vM, . .., vM?" =2 paarweise
verschieden und ungleich (0, .. .,0). Fiir vM* = (vy,...,v,) gilt aukerdem vM**1 = (vo, ... v,11) mit
Up+t1 = GoU1 + a1V2 + ... + @p—10y,. Indem man eine Null vorn ergénzt, erhilt man eine de-Bruijn-Folge
vom Grad n.

Fir n = 5 ist jedes ¢ € F3, ein Erzeuger, denn 31 ist eine Primzahl. Daher kann man fiir o jedes
irreduzible Polynom vom Grad 5 withlen. Man zeigt leicht, dass o = X° 4+ X2 + 1 irreduzibel ist (keine
Nullstellen und der Ansatz a = (X3 + aX? + bX + 1)(X2 4 ¢X + 1) fiihrt zu keiner Losung). Dies
liefert die de-Bruijn-Folge

(v1,...,v32) = 00000100101100111110001101110101

mit der Rekursionsvorschrift v; = v;_5 +v;_g firi = 7,...,32.

Beispiel 10.22.

(i) Ein Zauberer lédsst einen Zuschauer fiinf aufeinanderfolgende Karten aus einem Stapel mit 32
Karten ziehen. Der Zuschauer verrét, an welchen der fiinf Stellen sich rote Karten befinden (Herz
oder Karo). Daraufhin kann der Zauberer alle fiinf Karten in der richtigen Reihenfolge benennen.
Die 32 Karten bilden eine de-Bruijn-Folge von Grad 5, wobei rot durch 0 und schwarz durch 1
ersetzt wird. Kennt man die bindre Folge der gezogenen Karten, so kann man deren Position im
urspriinglichen Kartenstapel eindeutig identifizieren. Damit der Zauberer sich nicht die Reihenfolge
aller Karten merken muss, bedient er sich folgenden Tricks: Jede Karte wird durch eine binére
Folge (ai,...,as) codiert, wobei (a1, a2) die Farbe angibt ({> = (0,0), © = (0,1), & = (1,0) und
& = (1,1)) und (as, a4, as) den Wert (7 =(1,1,1), 8 =(0,0,0), 9 = (0,0,1), ..., Ass = (1,1,0)).
Der Zauberer kann nun sofort die erste der fiinf gezogenen Karten benennen. Um die anderen vier
daraus abzuleiten, benutzen wir die de-Bruijn-Folge aus |Bemerkung 10.21}

00000100101100111110001101110101 —
80,980,105, DG, 90,108, K&, BO, A, DO, 9%, B#, 7$, 70, T, Adb,
D*, 8&; 9‘7 B<>7 A<>a KQ?v B&, 7.a AQQ? K&v 10&7 K‘v 10@7 DQa 8@) 8‘

Aus der ersten gezogenen Karte kann man nun leicht die verbleibenden vier nach der Rekursion
v; = vj—5 + v;—3 berechnen (beachte aber, dass diese Regel nicht modulo 32 funktioniert).

(ii) Fiir n,q > 1 existieren auch g-adische de-Bruijn-Folgen (a1, ..., aq) mit ai,...,a.» € {0,...,q—
1}. Sei ¢ = 10. Eine Tir ldsst sich mit einem 4-stelligen PIN 6ffnen, wobei man den PIN
praktischerweise nicht (mit ,ENTER") best#tigen muss. Naiverweise kann ein Einbrecher alle 10*
moglichen PINs probieren (ergibt 40.000 Eingaben). Einfacher ist es eine 10-adische de-Bruijn-Folge
zu benutzen. Dann braucht man hochstens 10.003 Ziffern eingeben.
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11 Aufgaben

Die Aufgaben mit Punkten sollten im Rahmen der Studienleistung erbracht werden.

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass jede n-elementige Menge genau ("Hg_l) Multimengen mit k£ Elementen

besitzt. Leiten Sie daraus die erzeugende Funktion

k=0
ab.
Hinweis: Jede k-elementige Multimenge von A = {1,...,n} ldsst sich eindeutig in der Forma; < ... < ai
schreiben.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass der vollstdndige Graph K, genau p(p — 1)} Wege der Linge [ > 1 besitat.
Benutzen Sie dies und Satz 1.10, um einen neuen Beweis von Folgerung 1.16 zu geben.

Aufgabe 3. Sei G ein Graph mit 15 Ecken. Die Anzahl der geschlossenen Wege der Lange [ > 1 in G
sei
8 +2-3 +3.(=1)" + (—6)" +5.

Wie verdndert sich diese Anzahl, wenn man an jeder Ecke eine zusétzliche Schleife einfiigt?

Aufgabe 4. Ein Graph G = (F, K, ) heilt bipartit, falls eine disjunkte Zerlegung F = FE1UE,
existiert, sodass jede Kante die Form {ej,e2} mit e; € E; und ey € Ey hat. Zeigen Sie, dass die von 0
verschiedenen Eigenwerte in Paaren der Form (A, —\) auftreten.

Aufgabe 5 (2 + 2 Punkte). Der vollstindige bipartite Graph Ky := (F, K) besitzt eine Zerlegung
E = F1UE; mit K = {{e1,e2} : e1 € FE1,e9 € Es}, |E1| = s und |E2| = ¢ (keine Mehrfachkanten).
Bestimmen Sie die Anzahl der geschlossenen Wege der Lénge [ in K. Leiten Sie daraus die Eigenwerte
von K ab.

Aufgabe 6. Es liegen n Miinzen mit Kopf nach oben auf einem Tisch. In jedem Zug wird eine Miinze
zuféllig und gleichverteilt gewéhlt und herumgedreht.

(a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach [ Ziigen alle Miinzen wieder mit dem Kopf nach
oben liegen?

(b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach [ Ziigen alle Miinzen mit dem Kopf nach unten
liegen?

(¢) In jedem Zug sollen nun gleich zwei Miinzen gedreht werden. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit,
dass nach [ Ziigen alle Miinzen wieder mit dem Kopf nach oben liegen?

Aufgabe 7 (1 + 1+ 2+ 2 Punkte). Sei n > 3 und Z,, der Graph mit Eckenmenge Z,, := Z/nZ und
Kanten {z,z + 1} fiir € Z,,, wobei modulo n gerechnet wird (also (n — 1) + 1 = 0).

(a) Beschreiben Sie Z,, geometrisch.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der geschlossenen Wege in Z,, der Lange | = 1,2,3,4.
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(c) Bestimmen Sie die Adjazenzmatrix A von Z, und schreiben Sie sie in der Form A = P + P~! mit
einer Permutationsmatrix P.

(d) Bestimmen Sie die Eigenwerte von Z,.
Hinweis: Benutzen Sie n-te Einheitswurzeln.

Aufgabe 8. Firz € Zyy seiT:=x + (1,...,1) € Z5. Sei C,, der einfache Graph, der aus C,, entsteht,
indem man die Kanten {z,7} fir alle 2 € Z} einfiigt. Bestimmen Sie die Anzahl der geschlossenen
Wege in C), der Lénge [ mit vorgegebenem Start/Ziel.

Aufgabe 9. Sei G ein zusammenhiingender Graph mit M(G)! > 0 fiir [ grof genug. Seien ey, ... ,€p
die Ecken von G und d; der Grad von e;. Sei D = d; + ...+ d,. Sei Py(l) die Wahrscheinlichkeit, dass
eine beliebige Irrfahrt nach [ Schritten an e endet. Zeigen Sie

dg
lim Py(l) = —=.
e b(0) D
Hinweis: Bestimmen Sie den Spektralradius von M (G)! mit dem Satz von Perron-Frobenius.

Aufgabe 10. Sei G = (F, K) ein zusammenhéngender Graph.

(a) Angenommen es existiert ein [ > 1, sodass die Anzahl der Wege der Lénge [ von x nach y nicht
von x,y abhingen (d.h. es gibt genauso viele Wege der Linge [ von 2’ nach ¢/ fiir beliebige Ecken
x,y,x',y'). Zeigen Sie, dass die Eintrdge von A(G) alle gleich sind.

(b) Angenommen es existiert ein [ > 1, sodass jede Irrfahrt der Lénge [ (mit beliebigen Startpunkt)
mit gleicher Wahrscheinlichkeit an jeder der Ecken von G endet (diese Wahrscheinlichkeit ist dann
ﬁ) Zeigen Sie, dass die Eintrége von A(G) alle gleich sind.

Aufgabe 11. Sei 0 < p <1 und z eine Ecke des n-Wiirfels C,,. Wir betrachten eine Irrfahrt, bei der

man in jedem Schritt mit Wahrscheinlichkeit p stehen bleibt und mit Wahrscheinlichkeit 1;—1” zu einer

der n benachbarten Ecken weitergeht. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit nach { > 0 Schritten wieder

bei x zu landen? Kontrollieren Sie Thre Losung fiir p =0, p=1und [ = 1.

Aufgabe 12. Sei A € C und

A 0
A= 1 . e Ccrxm,
0 1 A
Zeigen Sie
AP 0
k‘)\k_l
A= | e
k O\ yk—nt1 k ;c72 k;l k
(ns 1) A (x)A"2 BT A

fur alle k € N.
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Aufgabe 13. Konstruieren Sie einen zusammenhéngenden Graphen mit Ecken x,y, sodass H(x,y) #
H(y,z) gilt.

Aufgabe 14. Berechnen Sie H(z,y) fiir zwei beliebige Ecken x # y des vollstdndigen Graphen K,,.

Aufgabe 15 (242 Punkte). Sei L4+ der einfache Graph mit Eckenmenge F = {0,...,n} und Kanten
{k,k+1} fir k=0,...,n— 1. Zeigen Sie H(0,1) = k> + H(k,1) fiir 0 < k <1 < n und leiten Sie daraus
eine allgemeine Formel fir H(k,l) ab.

Aufgabe 16. Konstruieren Sie alle geordneten Mengen mit drei oder vier Elementen bis auf Isomorphie.

Aufgabe 17 (2 + 2 Punkte). Sei (A4, <) eine endliche geordnete Menge und f : A — A eine Bijektion
mit der Eigenschaft x <y = f(x) < f(y). Zeigen Sie, dass f ein Isomorphismus ist (also f(z) <
f(y) = = < y). Zeigen Sie, dass die Aussage fiir unendliche Mengen im Allgemeinen falsch ist.

Aufgabe 18. Sei A die bzgl. der Teilbarkeitsrelation geordnete Menge der positiven Teiler von 24.
Zeichnen Sie das Hasse-Diagramm von A und geben Sie alle maximalen Ketten und maximalen
Antiketten an. Priifen Sie, welche der folgenden Eigenschaften A besitzt:

graduiert,
e Rang-symmetrisch,

e Rang-unimodal,

Sperner-Eigenschaft.

Aufgabe 19. Ein Polynom « = Y"1 a;z’ € R[z] heifit
o symmetrisch, falls a; = an—; fir i =0,...,n gilt.
e unimodal, falls ag < a1 < ... <ag > agr1 > ... > ay fiir ein £ gilt.
Zeigen Sie:
(a) Sind a, f € R[z] symmetrisch, so auch af.
(b) Sind «, € R[z] symmetrisch und unimodal mit nicht-negativen Koeffizienten, so ist auch «af

unimodal.

Aufgabe 20. Sei n € N und A eine Antikette von B, mit |A| = (LTZ/Z?J)' Zeigen Sie
A€ {(Bn)ns2) (Bn)ny21}-

Aufgabe 21. Sei K ein Korper mit ¢ < oo Elementen und sei V := K" fiir n € N. Sei B, (q) die bzgl.
C geordnete Menge aller Untervektorraume von V.

(a) Zeigen Sie, dass By(q) graduiert vom Rang n ist.
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(b) Zeigen Sie

no__ n—1 _ n—k _ n
(Balaul = U <V dimy = iy = oD ()

(" = 1)(¢*1=1)...(¢—1)
fir 0 <k <n.

(c) Zeigen Sie, dass By, (q) die Sperner-Eigenschaft besitzt.

Aufgabe 22. Sei A eine endliche geordnete Menge und sei m die Linge der langsten Kette in A.
Zeigen Sie, dass A eine Vereinigung von m + 1 Antiketten ist, aber nicht die Vereinigung von weniger
Antiketten.

Aufgabe 23 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei G := ((1,2,3),(4,5)) < Ss.
(a) Bestimmen Sie |G].

(b) Nach Beispiel 5.6 operiert G auf der booleschen Algebra Bs und auch auf dem 2-Level (Bs)a.
Bestimmen Sie die Bahnen von G auf (Bs)a.

(c) Offenbar operiert G auch auf dem kartesischen Produkt {1,...,5} x {1,...,5} durch 7(a,b) :=
(0(a),o(b)) fur 0 € G und 1 < a,b < 5. Bestimmen Sie die Bahnen dieser Operation.

Aufgabe 24. Zeigen Sie Aut(B,) = S,, wobei S,, die symmetrische Gruppe aller Permutationen
{1,...,n} = {1,...,n} ist.

Aufgabe 25. Sei a(z) # 0 ein reelles Polynom. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:
(1) Es existiert ein reelles Polynom B(x) # 0, sodass alle Koeffizienten von a(x)f(x) nicht-negativ sind.

(2) « besitzt keine positive reelle Nullstelle.

Aufgabe 26. Sei I' ein Graph mit vier Ecken und I'; der Graph, der aus I' entsteht, indem man die
i-te Ecke entfernt (sieche Bemerkung 5.19). Rekonstruieren Sie den Isomorphietyp von I' aus

I SRR Wk 0—0—0 0—0—0 o—O O
Aufgabe 27. Zeichnen Sie dass Hasse-Diagramm der Isomorphieklassen von Graphen mit fiinf Ecken
wie in Beispiel 5.18.

Aufgabe 28 (4 Punkte). Konstruieren Sie eine geordnete Menge A, die die Sperner-Eigenschaft besitzt
und eine Gruppe G < Aut(A), sodass A/G graduiert ist, aber nicht die Sperner-Eigenschaft besitzt.
Hinweis: Konstruieren Sie zunéchst A/G und danach A und G.

Aufgabe 29. Sei G eine Gruppe, die auf einer endlichen Menge ) operiert. Angenommen G operiert
transitiv auf (2) fir ein k < n/2. Zeigen Sie, dass G auch transitiv auf (?) operiert fiir alle [ < k.

69



Aufgabe 30. Zeigen Sie, dass eine Folge von positiven reellen Zahlen a = (ay, ..., a,) genau dann
log-konkav ist, wenn a;a; > a;—1aj41 fir alle 1 <¢ < j <n—1 gilt.

Aufgabe 31. Ein reelles Polynom a(z) = Y7 a;a’ heiRt log-konkav, falls (ag, ..., ay) log-konkav ist.
Seien «, 5 € R[z] log-konkav mit lauter positiven Koeffizienten. Zeigen Sie, dass a8 log-konkav ist und
positive Koeflizienten hat.

Aufgabe 32 (4 Punkte). Fiir m,n € N sei ¢(m,n) die Anzahl der Paare (A, u) aus L(m,n) mit A < pu.
Zeigen Sie

(m+n-1)!
(m—1)(n—-1)"

c(m,n) =

Hinweis: Fallunterscheidung nach p.
Aufgabe 33. Konstruieren Sie einen expliziten Monomorphismus L(2,n), — L(2,n)41 fiir £ < n.

Aufgabe 34. Eine Partition X von n € N heifit symmetrisch, falls N = \. Zeigen Sie:

(a) Die Anzahl der Partitionen von n in ungleiche Teile ist gleich der Anzahl der Partitionen in ungerade
Teile.
Hinweis: Jede natiirliche Zahl ldsst sich eindeutig in der Form 2¥m mit ungeradem m schreiben.

(b) Die Anzahl der symmetrischen Partition von n ist gleich die Anzahl der Partitionen in ungleiche,
ungerade Teile.
Hinweis: Konstruieren Sie eine Bijektion mittels des Young-Diagramms.

Aufgabe 35. Sei ;1 eine beliebige Partition und Y, die geordnete Menge aller Partitionen A < p.

(a) Ist Y, stets Rang-symmetrisch?

(b) Ist Y}, stets Rang-unimodal?
Hinweis: Benutzen Sie einen Computer.

Aufgabe 36. Sei X eine endliche Menge und G < Sym(X). Sei f(n) die Anzahl der nicht-&quivalenten
Firbungen von X mit n Farben. Berechnen Sie lim,, oo f(n)/nXl.

Aufgabe 37 (4 Punkte). Wie viele Moglichkeiten gibt es die 12 Seiten eines Dodekaeders mit n Farben
zu bemalen?
Hinweis: |G| = 60.
Aufgabe 38. Berechnen Sie den Zyklenindikator von
Qs :=((1,2,3,4)(5,6,7,8),(1,5,3,7)(2,8,4,6)) < Sg.
Aufgabe 39. Konstruieren Sie nicht-isomorphe Gruppen G, H < S,, mit Zg = Zp.

Hinweis: Wahlen Sie fir G die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in GL(3,3) mit Einsen auf der
Hauptdiagonale.
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Aufgabe 40. Sei X eine endliche Menge und G < Sym(X). Die Anzahl der nicht-dquivalenten
Féarbungen von X mit n Farben sei

f(n) = %(np +bP 2+ (p— D)n),
wobei p eine Primzahl ist.
(a) Bestimmen Sie |X|, |G| und die Anzahl der Transpositionen von G.
(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Bahnen von G auf X.
(c) Zeigen Sie, dass G keine nicht-abelsche einfache Gruppe sein kann. (Eine Gruppe G # 1 heifit
einfach, falls 1 und G die einzigen Normalteiler von G sind).

Aufgabe 41. Wie viele Halsketten (Beispiel 7.11) gibt es aus genau n roten und n blauen Perlen?

Aufgabe 42. Sei N(I,n) die Anzahl der Halsketten mit [ Perlen in n Farben, die keinerlei Rotations-
symmetrie aufweisen. Zeigen Sie

N(i,n) = % S udnt

djl

Dabei ist die Mobius-Funktion u definiert durch

u(n) = {(—1)5 falls n = p1 ... ps mit paarweise verschiedenen Primzahlen p1, ..., ps,
0 sonst.

Aufgabe 43.

(a) (4 Punkte) Finden Sie eine Formel fiir die Anzahl der Permutationen in S, die ausschliefslich aus
Zyklen gerader Lange bestehen.

(b) Finden Sie eine Formel fiir die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen in S,, der Ordnung 2.
(c) Finden Sie eine Formel fiir die Anzahl aller fixpunktfreien Permutationen in S,,.
(d) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig und gleichverteilt gewéhlte Permutation in

Sy, fixpunktfrei ist?

Aufgabe 44. Sei G < S,, mit n oder |G| ungerade. Zeigen Sie, dass B, /G genauso viele Elemente mit
geradem Rang wie mit ungeradem Rang enthélt.

Aufgabe 45.
(a) Konstruieren Sie alle Young-Tableaux der Form A = (4, 2).
(b) Berechnen Sie f(™™ fiir n € N mit der Hakenformel.

(c) Wie viele maximale Ketten besitzt die geordnete Menge L(4,4)?
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Aufgabe 46 (4 Punkte). Zeigen Sie

[n/2] ( : n
f n—kk) _ < )
2 n/2)
fir n € N.

Aufgabe 47. Sei p(n) die Anzahl aller Partitionen von n € Ny.

(a) Zeigen Sie

o0 o0 1
> e = [
n=0 k=1 -

Hinweis: Schreiben Sie die rechte Seite als Potenzreihe.

(b) Interpretieren Sie die Koeffizienten der (ausmultiplizierten) Potenzreihe

(1+zF).

8

k=1

Aufgabe 48. Sei A - n. Zeigen Sie, dass die Anzahl der ungeraden Hakenlingen minus die Anzahl der
geraden Hakenldngen die Form (g) hat fiir ein k € N.

Aufgabe 49. Bestimmen Sie die Anzahl der Hasse-Wege von @ nach A = (4,3%,1) vom Typ w =
U'D*USDU3.

Aufgabe 50. Benutzen Sie Halsketten, um den kleinen Satz von Fermat zu beweisen: a? = a (mod p)
fiir jede Primzahl p und a € Z.

Aufgabe 51. Sei ¢(\) die Anzahl der verschiedenen Teile einer Partition . Zeigen Sie

> e\ =p(0)+...+p(n—1).

AFn

Aufgabe 52 (3 Punkte). Schreiben Sie D3U? in der Form 20§50 ai;U'DJ mit a;; € Z. Kontrollieren
Sie Thre Lésung durch D3U3(2).

Aufgabe 53. Sei b2(n) die Anzahl der Einsen in der Bindrdarstellung von n € N. Zeigen Sie, dass
unter den Binomialkoeffizienten (z) mit k=0, ...,n genau 2%2(" ungerade Zahlen auftreten.
Aufgabe 54.

(a) Sei A F n. Zeigen Sie
St =t

u>A

(b) Fiir n € N sei y(n) := >, f. Zeigen Sie y(n + 1) = y(n) + ny(n — 1) fiir n > 2.

(c) Zeigen Sie, dass y(n) die Anzahl der Permutationen 7 € S,, mit 72 = 1 ist.
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Aufgabe 55. Bestimmen Sie alle Baume mit sechs Ecken bis auf Isomorphie.

Aufgabe 56 (4 Punkte). Sei p > 2 und G der Graph, der aus dem vollsténdigen Graphen K, entsteht,
indem man eine Kante entfernt. Bestimmen Sie die Komplexitéit von G.

Hinweis: Benutzen Sie k(K,) = pP~2.

Aufgabe 57. Sei G := K der vollstindige bipartite Graph (siehe Aufgabe 5) und L := L(G).

(a) Finden Sie obere Schranken fiir rg(L — s1) und rg(L — t1).

(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von L.

(c) Berechnen Sie k(G).

Aufgabe 58. Sei G ein Graph und G’ der Graph, der aus G entsteht, indem man eine Ecke hinzufiigt
und diese mit allen Ecken von G verbindet. Driicken Sie k(G’) durch die Eigenwerte von L(G) aus.

Aufgabe 59. Sei G ein Graph ohne Schleifen. Seien Aq,...,A\,—1 und A, = 0 die Eigenwerte von
L := L(G). Sei J die Matrix, die nur aus Einsen besteht und « € R.

(a) Zeigen Sie, dass A1, ..., A\p,—1,pa die Eigenwerte von L + o/ sind.

(b) Wir fiigen zwischen je zwei verschiedenen Ecken von G eine Kante ein und erhalten dadurch einen
Graphen G'. Berechnen Sie k(G’) aus A, ..., A\p_1.

(c) Sei nun G = (E,K) einfach und G = (E,K) der komplementire Graph mit Kantenmenge
K= (g) \ K. Berechnen Sie k(G) aus A1, ..., \p_1.

Aufgabe 60. Ein Kreis K eines Graphen G heifst hamiltonsch, falls jede Ecke von G genau einmal
in K vorkommt (aufser Start/Ziel). Zeigen Sie, dass der vollstindige Graph K,, und der n-Wiirfel C,,
hamiltonsche Kreise besitzen.

Aufgabe 61. Bestimmen Sie die Baume mit Priifer-Code (1,2,2,3,3,3), (1,2,...,n) und (1,1,...,1).

Aufgabe 62. Beantworten Sie das Konigsberger Briickenproblem aus der Vorlesung sowohl fiir ge-
schlossene Wege als auch fiir beliebige Wege (die jede Kante genau einmal besuchen).

Aufgabe 63. Wie viele Moglichkeiten gibt es das ,,Haus vom Nikolaus” zu zeichnen?

Dabei gelten die Regeln: Der Stift darf nicht abgesetzt werden. Jede Kante muss genau einmal gezeichnet
werden. Kann man mit den gleichen Regeln zwei Héuser zeichnen?
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