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Einleitung
Vorwort

Dieses Skript entstand aus asynchronen Online-Vorlesungen im Wintersemester 2020/21 und Sommer-
semester 2021 an der Leibniz Universitdt Hannover (jeweils 14 Wochen & 2 + 2 SWS) fiir Studierende
folgender Studiengénge:

e Bachelor of Science Informatik/Meteorologie/ Computergestiitzte Ingenieurwissenschaften
e Bachelor Technical Education Mathematik /Informatik
e Juniorstudium Mathematik/Informatik
Zusétzlich gab es drei Bonusvorlesungen zu folgenden Themen:
e Lights Out, Folien
e Codierungstheorie, |[Folien
e Lineare Algebra in der Praxis, Folien
Als alternative Quellen empfehle ich die folgenden Biicher:
e A. Beutelspacher, |Lineare Algebra, Springer Spektrum, Wiesbaden, 8. Auflage, 2014

o E. Weitz, Konkrete Mathematik (nicht nur) fur Informatiker, Springer Spektrum, Wiesbaden,
2. Auflage, 2021

Beide lassen sich kostenlos (und legal) als E-Book iiber das LUH-Netz bezichen. Das Buch von Weitz
ist duflerst umfangreich, modern und anwendungsorientiert.

Ich bedanke mich fiir Fehlerhinweise bei Alexander Ivanov, Paulina Ligocka, Christoph Pegel, Dawid
Sokolihs und Marcos Soriano Sola.


https://brauersuzuki.github.io/teach/lightsout.pdf
https://brauersuzuki.github.io/teach/code.pdf
https://brauersuzuki.github.io/teach/reallife.pdf
https://link.springer.com/book/10.1007%2F978-3-658-02413-0
https://link.springer.com/book/10.1007%2F978-3-662-62618-4

Motivation

Sie haben zu verschiedenen Zeitpunkten ¢; = 1,t2 = 2, ... durch physikalische Experimente Messdaten

di = —2,dy = 3,... gewonnen. Aus theoretischen Uberlegungen sei bekannt, dass diese Daten einem
Gesetz folgen, das heift, es gibt eine Funktion f mit f(¢;) = d; fir i = 1,2,.... Dabei hangt f (linear)
von unbekannten Parametern x1, s, ... ab, zum Beispiel f(t) = t2x1 — txy + x3. Die Bestimmung dieser

Parametern auf Grundlage der Messdaten fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem:

T1 — X0+ 23 =—2
4r1 — 229 + 23 =3 (S)

Wir beantworten unter anderem folgende Fragen:

e Wann ist das System 16sbar? (Satz 6.4))
e Wie viele Losungen gibt es? (Bemerkung 6.7(b)|)

e Welche Struktur hat die Losungsmenge? (Satz 6.6)
e Wie berechnet man alle Losungen in der Praxis? (Satz 6.15))

Die entwickelten Methoden (Vektorrdume, Matrizen und lineare Abbildungen) haben zahlreiche Anwen-
dungen in anderen Gebieten:

e Bildverarbeitung: Wie wertet man verzerrte Blitzerfotos aus?
e Suchmaschinen: Nach welchen Kriterien bewertet Google Internetseiten?
e Codierungstheorie: Wie erkennt und korrigiert man Fehler bei der Ubertragung digitaler Daten?

Elektrotechnik: Wie berechnet man Widerstande in Schaltkreisen?

Meteorologie: Wie sagt man das Wetter von Morgen voraus?

Stochastik: Mit welcher Wahrscheinlichkeit gelangt man nach einer Irrfahrt zum Ziel?

Ausblick

Fiir den (erfreulichen) Fall, dass Thr mathematisches Interesse iiber diese Vorlesung hinaus geht, finden
Sie im Folgenden einige weiterfithrende Anregungen zum Thema Gleichungen:

e Durch Mess-Ungenauigkeiten besitzt das System oft keine exakte Losung. Die Methode der
kleinsten Quadrate liefert eine Naherungslosung, die die Quadratsumme der Fehler minimiert.
Gaufs hat damit 1801 die Position des Zwergplaneten Ceres am Himmel vorhergesagt.

e Auf Computern mit FlieRkomma-Arithmetik konnen akkumulierte Rundungsfehler zu falschen
Ergebnissen fithren. In der Numerik untersucht man stabile Algorithmen, die solche Effekte
minimieren. Zu den bekanntesten zdhlen die Cholesky-Zerlegung und das QR- Verfahren.

e In vielen Anwendungen ist man an Parametern interessiert, die ein System von Ungleichungen
erfiilllen. Die Losungen bilden einen konvexen Polyeder und man sucht nur solche, die eine
Zielfunktion minimieren oder maximieren (man denke an Produktionskosten eines Unternehmens).
Die lineare Optimierung stellt fiir solche Aufgaben das Simplex- Verfahren bereit.



e Sind die Parameter z1 = 1,29 = 7,23 = 0 der obigen Funktion f bekannt, so kann man fragen
zu welchem Zeitpunkt ¢ der Wert f(t) = 5 angenommen wird. Dies fithrt auf die quadratische
Gleichung

t2 =Tt —5=0.

In der Schule haben Sie die p-g-Formel zur Losung solcher Gleichungen kennen gelernt. Durch
Einfiithren von imagindren Zahlen lassen sich auch kubische Gleichungen und Gleichungen vierten
Grades exakt mit den Cardanische Formeln 16sen. Zum Beispiel ist ¢t = V142 + \3/ 1—+v2
eine Losung von

t*+3t—2=0.

In der Galois-Theorie beweist man jedoch, dass es fiir Gleichungen hoheren Grades (d.h. ¢
tritt mindestens in der fiinften Potenz auf) keine allgemeinen Losungsformeln mehr geben kann.
Trotzdem ist die Existenz von (komplexen) Losungen durch den Fundamentalsatz der Algebra
garantiert. In der Analysis entwickelt man das Newton- Verfahren, um solche Losungen iterativ
anzunahern.

e Quadratische Gleichungen in mehreren Unbekannten nennt man Quadriken, zum Beispiel
:U2—|—2y2—3xy—|—5m—1:0.

Die Losungsmenge ist in diesem Fall ein Kegelschnitt, also die Schnittmenge eines 3-dimensionalen
Kegels mit der zy-Ebene. Mit Hilfe der Hauptachsentransformation erhélt man daraus Geraden,
Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln.

e In der algebraischen Geometrie studiert man Systeme von Polynomgleichungen. Hilberts Nullstel-
lensatz gibt Aufschluss, wann Loésungen existieren. Ggf. bilden diese eine algebraische Varietit.

e Manche Vorginge (zum Beispiel exponentielles Wachstum oder logarithmische Laufzeit von
Algorithmen) lassen sich nicht durch (endliche) Polynomgleichungen ausdriicken. Stattdessen
benotigt man transzendenten Gleichungen. Zum Beispiel ist m = 3.1415. .. eine Losung von

e In der Zahlentheorie sucht man ganzzahlige Losungen von diophantischen Gleichungen. Fermats
letzter Satz besagt zum Beispiel, dass die Gleichung

keine ganzzahligen positiven Losungen z, y, z besitzt, wenn n > 3 gilt (fiir n = 2 gibt es unendlich
viele Losungen wie 32 +43 = 52, die man pythagoreische Tripel nennt). Der Beweis dieser Aussage
fiillt iiber 100 Seiten und wurde erst Ende des 20. Jahrhunderts vollendet.

Notation
d.h. das heifst
ggf. gegebenenfalls
o0.B.d. A. ohne Beschrankung der Allgemeinheit
vgl. vergleiche
w, f wahr, falsch
AV, =, &3 Y logische Ausdriicke
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kartesisches Produkt von Mengen Ay, ..., A,
natiirliche Zahlen (ohne und mit 0), ganze Zahlen
rationale, reelle (positive) und komplexe Zahlen
Korper mit zwei Elementen

— K\ {0}

Einschrankung, Umkehrfunktion und Komposition von Funktionen
Bild, Urbild, Kern von f

Identitét (auf V')

Nullelement, Nullvektor, neutrales Element in G
Kronecker-Delta

Linearkombination

Unterrdume (echte), isomorphe Vektorraume
direkte Summe von U und W

Standardbasis von K™

Spann von S

Dimension von V

Koordinatendarstellung von v bzgl. der Basis B
Vektorraum aller linearen Abbildungen V' — W
= Hom(V, V)

Vektorraum der n x m-Matrizen iiber K
allgemeine lineare Gruppe

orthogonale Gruppe

Nullmatrix, Einheitsmatrix

Standardmatrix mit 1 an Position (s, 1)

A zeilen-aquivalent zu B

erweiterte Koeffizientenmatrix

Transponierte, Inverse, Transponiert-Inverse von A

Zeilenstufenform, komplementére, komplex-konjugierte Matrix von A

Rang, Spur, Determinante von A
Darstellungsmatrix, Basiswechselmatrix
Eigenraum, Hauptraum zum Eigenwert A von f
symmetrische Gruppe vom Grad n

Signum, Permutationsmatrix von o

Vektorraum der Polynome mit Koeffizienten in K
Grad von «

« teilt 8

charakteristisches Polynom, Minimalpolynom von A
Skalarprodukt, Norm von Vektoren

v und w sind orthogonal, d. h. [v,w] =0

Lange des Halbkreisbogens mit Radius 1

Kosinus, Sinus von ¢

orthogonales Komplement von S



v X W Kreuzprodukt von v und w

D(¢), S(v) Drehung, Spiegelung in R?

Re(z), Im(2), z Realteil, Imaginérteil, komplexe Konjugation von z
i imagindre Einheit

In(N) Jordanblock der Grofe n x n

Konventionen
e K ist stets ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, Unterrdume heifsen meist
U, W, Vi etc.
e Mengen und Matrizen werden mit lateinischen Grofbuchstaben bezeichnet (A, B, ..., M,...).

e Elemente von Mengen werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet, Vektoren mit u, v, w, natiirliche
Zahlen mit n, m, k,l, Abbildungen mit f, g, h etc.

e Fir Mengen von Mengen benutzt man oft ,,geschwungene* Buchstaben (M, P)

e Fiir Polynome und Skalare (Korperelemente im Kontext von Vektorrdumen) verwenden wir
griechische Buchstaben. Die gebrauchlichsten sind:

« 15} ~,T 6, A €,€ ¢ n 0,v,0 AA I
alpha | beta | gamma | delta | epsilon | zeta eta theta | lambda my

v § mI | po | 0% T | ed® ] X Y,V | w

ny xi pi rho | sigma | tau phi chi psi omega




Lineare Algebra |

1 Aussagenlogik und Mengenlehre

1.1 Aussagen

Bemerkung 1.1. Die Sprache der Mathematik basiert auf logischen Prinzipien, die man letztlich als
gegeben hinnehmen muss. Alle ;hoheren” mathematischen Objekte lassen sich auf mengentheoretische

Konstrukte zurickfihren.

Definition 1.2.

e Eine Aussage A ist ein deutscher Satz, der entweder den Wahrheitswert wahr (w) oder falsch (f)
annimmt. Man sagt dann A g¢ilt bzw. A gilt nicht.

e Fiir Aussagen A und B sind auch —A (nicht A), ANB (A und B), AV B (A oder B), A= B
(A impliziert B) und A < B (A genau dann wenn B) Aussagen mit folgenden Wahrheitswerten:

A B|-A AANB AVB A=B A& B
w w| f w w w w
w f f f w f f
f w| w f w w f
f f| w f f w w

o Zwei Aussagen A und B nennt man dquivalent, falls A < B wahr ist, d.h. wenn A und B den
gleichen Wahrheitswert haben.

e Ein Prdidikat ist eine Aussage A = A(x), deren Wahrheitswert von einer Variablen x abhéngt.
Dann sind Vz : A(z) (fir alle x gilt A(z)) und Jx : A(x) (es existiert ein x, sodass A(x) gilt)

Aussagen.

Beispiel 1.3. Folgende Sétze sind Aussagen (selbst wenn wir den Wahrheitswert nicht kennen):
e Alle blauen Katzen konnen fliegen (w).
e 14+1=3(f).
e 22 1 1 ist eine Primzahl (
Keine Aussagen dagegen sind:
e Seien p und ¢ verschiedene Primzahlen. (Annahme)

e Dieser Satz ist falsch. (Paradozon)

Thr Computer kann zur Bestimmung des Wahrheitswerts beitragen, siehe http://www.prothsearch.com/.


http://www.prothsearch.com/

Aus dem Préadikat x > 0 kann man die wahre Aussage Vo > 4 : 2 > 0 bilden.

Bemerkung 1.4.

(a) Im Gegensatz zum alltéglichen Sprachgebrauch unterscheidet sich das mathematische oder vom
entweder oder. Das heiftt, die Aussage w V w ist wahr. Wir fiihren kein eigenstdndiges Symbol fiir
entweder oder ein. Unterscheiden Sie aufferdem die Formulierungen , Es gibt ein...“ und ,Es gibt
genau ein. .. "

(b) Die Wahrheit der Aussage f = f irritiert viele Anfénger (siehe [Beispiel 1.3)). Interpretation: Wenn
die Voraussetzung nicht erfiillt ist, ist auch nichts zu zeigen. Man unterscheide auferdem die

Aussage A = B von ihrer Umkehrung B = AE|

(c) Fiir Aussagen Aj,..., A, definiert man A; A ... A A, durch Vi : A; und Ay V...V A, durch

(d) Um den Wahrheitswert einer Aussage A zu bestimmen, fithrt man Aquivalenzumformungen durch,
d. h. man ersetzt A durch eine dquivalente Aussage. Dafiir sind folgende Schlussregeln nﬁtzlichﬂ

Lemma 1.5. Seien A, B und C' Aussagen. Dann gilt:

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent zu A:

——A, AAw, AVE, AN A, AV A, w= A

(b) ANB und B A A sind dquivalent sowie AV B und BV A (Kommutativgesetz).
(c) Es gilt AV —A (Satz vom ausgeschlossenen Dritten) und —(A A —A) (Satz vom Widerspruch).

(d) AN(BVC) und (ANB)V (ANAC) sind dquivalent sowie AV (B AC) und (AV B) AN (AV C)
(Distributivgesetz).

(e) =(ANB) und =AV =B sind dquivalent sowie =(AV B) und AN —-B (DE MORGANsche Regeln).
(f) A= B, AV B und (—B) = (—A) sind dquivalent (Kontraposition).
(9) (A= B)A(B = C) impliziert A = C (Transitivitét).
(h) Aus AN (A= B) folgt B (Modus ponens).
(i) A< B ist dquivalent zu (A = B) A (B = A).
Beweis. Alle Behauptungen lassen sich leicht durch Wahrheitstabellen verifizieren. Bei drei Variablen
muss man dafiir 23 = 8 Fille unterscheiden (wer einen schnelleren Weg findet, kann eine Million Dollar

Verdienerﬁ). Alternativ kann man einige der Behauptungen aus bereits bewiesenen ableiten. So folgt
die zweite De Morgansche Regel aus der ersten:

~(Av B) L _(o=4) v (+-B)) == ~(~(-A A -B)) <L (-4 r-B). mg

?Man konnte auch A < B schreiben.

3Ein Lemma ist ein Hilfssatz mit wenig eigener Bedeutung,.

4Das [SAT-Problem| der theoretischen Informatik ist NP-vollstéindig. Eines der sieben | Millenniumsproblemel fragt, ob P =
NP.

5Diese Box markiert das Ende eines Beweises.


https://de.wikipedia.org/wiki/Erf%C3%BCllbarkeitsproblem_der_Aussagenlogik
http://www.claymath.org/millennium-problems

Bemerkung 1.6.

(a) Die De Morganschen Regeln lassen sich allgemeiner in der Form (—Vz : A(x)) < (3x : (-A(z)))
und (—3z : A(x)) & (Vo : (-A(x))) fiir Pradikate formulieren.

(b) zeigt, dass man allein mit den Symbolen — und A alle weiteren Terme ausdriicken
kann. Zu Gunsten der Lesbarkeit sollte man jedoch alle Symbole sparsam einsetzen.

1.2 Mengen

Definition 1.7 (CANTOR). Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschie-
denen Objekten x unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzenﬁ Man sagt dann: x
ist ein Element von M und schreibt z € M sowie M = {x :x € M} (bzw. x ¢ M fiir =(x € M)). Die
Anzahl |M| der Elemente von M heift Kardinalitdt oder Mdchtigkeit von M. Im Fall |M| < oo heifst
M endlich und anderenfalls unendlich.

Bemerkung 1.8.

(a) [Definition 1.7]ist ungenau, denn sie lasst Mengen zu, die zu logischen Widerspriichen fiihren. Sei
beispielsweise

M:={x:2z ¢z} (RUSSELLsche Antinomie)

(das Symbol := besagt, dass die linke Seite durch die rechte Seite festgelegt wird). Die Aussage
M € M kann dann weder wahr noch falsch sein. In der modernen Mathematik verhindert man
solche Widerspriiche durch Einfiihrung eines Aziomensystems, d. h. man gibt den Wahrheitswert
von moglichst wenigen ,elementaren Aussagen (Axiomen) vor. Weit verbreitet ist das ZERMELO-
FRAENKEL-System. Eines seiner Axiome besagt:

e Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

Dies impliziert, dass die Elemente einer Menge keine feste Reihenfolge haben. Es gilt also
{2,1,1,2,2} = {1,2}.

(b) In manchen Situationen benétigt man zusétzlich das sogenannte Auswahlaziom. Es wird von den
meisten Mathematikern anerkannt, obwohl es die Konstruktion kontraintuitiver Mengen zulésst:
Das |Banach- Tarski- Paradozon besagt beispielsweise, dass man eine Kugel vom Volumen 1 in fiinf
Teile zerlegen kann, die anders zusammengesetzt zwei Kugeln vom Volumen 1 ergeben.

(¢) Nach GODELs zweiten |Unvollstandigkeitssatz| ist es unmoglich zu beweisen, dass die Zermelo-
Fraenkel-Axiome keine Widerspriiche liefern. Ist dies tatséchlich der Fall (wovon die meisten
Mathematiker ausgehen), so besagt Godels erster Unvollstandigkeitssatz, dass es Aussagen
gibt, deren Wahrheitswert sich nicht bestimmen lédsst. Das bekannteste Beispiel hierfiir ist die
Kontinuumshypothese (siehe [Bemerkung 2.6(e))).

Definition 1.9.
(a) Fir Mengen A und B sei

o:={} (leere Menge),
AUB:={x:x€ AVx € B} (Vereinigung),

5Cantors Wortlaut

10


https://de.wikipedia.org/wiki/Auswahlaxiom
https://de.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski-Paradoxon
https://de.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6delscher_Unvollst%C3%A4ndigkeitssatz

ANB:={x:x € ANz € B} (Durchschm’tt)m
A\B:={z:x€ ANz ¢ B} (szferenz)ﬁ

(b) Im Fall AU B = B ist A eine Teilmenge von B. Man schreibt dann A C B oder A C B, falls
zusitzlich A # B (man spricht dann von einer echten Teilmengdgb. Ist A keine Teilmenge von B,
so schreibt man A ¢ B.

(c) Man nennt A und B disjunkt, falls AN B = @. Ggf. nennt man AU B := AU B eine disjunkte
Vereinigung.

Bemerkung 1.10.

(a) Beziechungen zwischen Mengen lassen sich durch VENN-Diagramme veranschaulichen:

Achtung: Sind mehr als drei Mengen im Spiel, so kann die allgemeine Situation nicht mehr durch
Kreise dargestellt werden ][]

(b) Vereinigung und Durchschnitt von beliebig vielen Mengen A; (wobei ¢ aus einer Indexmenge I
stammt) lassen sich wie folgt definieren:

UA,;::{x:EIiEI:xEAi}, ﬂAi::{x:ViEI:xeAi}.
iel el

(¢) Um die Gleichheit von Mengen A = B zu beweisen, ist es oft einfacher die dquivalente Aussage
(AC B)A (B C A) zu zeigen.

Beispiel 1.11.

(a) Die Menge der natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...}. Wir setzen Ny := {0,1,2...} = NU{0}[7]
Achtung: Bei manchen Autoren ist 0 € N.

(b) Die Menge der ganzen Zahlen Z = {...,—2,-1,0,1,2,...}. Es gilt N ={n € Z : n > 0}. Die
ganzen Zahlen der Form 2n (bzw. 2n 4 1) mit n € Z heifen gerade (bzw. ungerade).

(c) Die Menge der rationalen Zahlen Q :={% : a,b € Z, b # 0}.

(d) Die Menge der reellen Zahlen R besteht aus allen Dezimalbriichen wie 2 = 2.0, é = 0.33...,
V2 =1.4142... oder m = 3.1415 . .. (die Dezimalbruchentwicklung kann abbrechend, periodisch
oder unperiodisch sein). Auf dem Computer lassen sich reelle Zahlen nur naherungsweise durch
FliefSkommazahlen implementieren. In der Analysis definiert man reelle Zahlen als Grenzwerte von
rationalen CAUCHY-Folgen. Im Folgenden setzen wir die tiblichen Regeln fiir die Grundrechenarten
und die Ordnungsrelation < voraus. Auch diese lassen sich streng axiomatisch einfiihren.

"Man beachte die Ahnlichkeit der Symbole U und V sowie N und A.

8In manchen Biicher schreibt man A — B anstatt A\ B.

9Das Symbol C wird in der Literatur leider nicht einheitlich benutzt.

Ygiche https://de.wikipedia.org/wiki/Mengendiagramm

"Streng axiomatisch definiert man 0:= &, 1 := {@} und allgemein n + 1 :=n U {n}.

11


https://de.wikipedia.org/wiki/Mengendiagramm

(e) Es gilt NC Ng € Z C Q € R. Die Behauptung Q # R zeigen wir indirekt. Annahme: Q = R.
Dann ist v2 € Q und es existieren a,b € Z mit V2 = 7 und b # 0. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit (kurz: o. B.d. A.) kénnen wir annehmen, dass a und b teilerfremd sind (anderenfalls
kann man ¢ kiirzen). Umstellen ergibt 26 = a?. Insbesondere ist a* gerade. Da das Quadrat einer
ungeraden Zahl ungerade ist ((2n + 1)? = 2(2n? + 2n) + 1), ist a gerade, sagen wir a = 2c. Es
folgt b? = 2¢?. Mit dem gleichen Argument ist nun auch b gerade. Also ist 2 ein gemeinsamer
Teiler von a und b. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch war. Also ist Q # R.

(f) Die Elemente einer Menge konnen durchaus selbst Mengen sein. In solchen Féllen benutzt
man oft geschwungene Buchstaben. Zum Beispiel besteht M := {{1,2}, {1,3},{2,3}} aus allen
2-elementigen Teilmengen von {1,2,3}.

Lemma 1.12. Fir Mengen A, B und C gilt:
(a) ANBCACAUB.
(b)) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) und AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Distributivgesetz).
(¢) A\(BUC)=(A\B)N(A\C) und A\ (BNC)=(A\B)U(A\C) (De Morgansche Regeln).
(d) ||AUB|+|AN B| = |A] +|B|| und [AUB| = |A| + |B].

Bewets.
(a) Folgt direkt aus der Definition.

(b) Wir beweisen nur die erste Gleichheit (beweisen Sie die zweite selbst):

®®-&-E&

(c) Diesmal benutzen wir [Lemma 1.5 (fiir die erste Gleichung):
r€ A\ (BUC)<= (z € AN(z ¢ BUQ)) <= (€ AN(z ¢ BAx ¢ ())
< (re ANz ¢ BNz e ANz ¢C)) <=z (A\B)N(A\C).

(d) Ist A oder B unendlich, so auch A U B und die Behauptung gilt, wenn man oo + n = oo
fiir n € Ng U {00} interpretiert. Seien nun A und B endlich, sagen wir AN B = {x1,...,xs},
A={x1,...,x5,a1,...,a;} und B = {zxy,...,2s,b1,...,b,}. Dann gilt

|JAUB|+ |ANB|=s+t+u+s=|A|+|B|.

Sind A und B disjunkt, so gilt |[A N B| = |&| = 0 und die zweite Behauptung folgt. O]
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1.3 Vollstandige Induktion

Satz 1.13 (Prinzip der vollstdndigen Induktion). Sei A(n) ein Prdidikat fiir n € N mit den Eigenschaften:
e Induktionsanfang: A(1) gilt.
o Induktionsschritt: ¥n € N: (A(n) = A(n +1)).

Dann gilt A(n) fir alle n € N.

Beweis. Beweis durch Widerspruch: Gilt A(n) nicht fir alle n € N, so gibt es ein kleinstes n mit = A(n).

Nach dem Induktionsanfang ist n # 1. Nach Wahl von n gilt A(n — 1). Nach dem Induktionsschritt gilt
A(n —1) = A(n). Also gilt A(n) nach Modus ponens. Widerspruch. O

Bemerkung 1.14. Man verwendet oft Varianten der vollstdndigen Induktion. Zum Beispiel:
e Induktionsanfang: A(1) A A(2) gilt.
o Induktionsschritt: Vn € N: ((A(n) A A(n+1)) = A(n + 2)).

Beispiel 1.15. Wir beweisen (14+2+...+n)?2=13+2%+ ... +n? fiir alle n € N.
Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt 12 =1 = 13,
Induktionsvoraussetzung: Es gelte bereits (1 4+2+4 ... +n)2 =13 +23 4 ... +n3 (¥).

Induktionsschritt: Wir miissen die Behauptung fiir n + 1 beweisen. Zunéchst eine Nebenrechnung:

204+2+...4n)=1+2+...+n)+(n+n—-1)+...+1)
=1+n)+2+n—-1)+...+(n+1)=n(n+1)

(das hat GAuss als 9-Jahriger erkannt{r_zb. Nach der binomischen Formel gilt nun

(424 .. 4n)+m+1))? = 1+2+...+n)? +20+2+...+n)(n+1) + (n+ 1)

WP id e st D+ 1) + (n+1)?

=134+ 4. 0P+ (n+1)3 O

2 Kartesische Produkte und Funktionen

2.1 Paare und Tupel

Bemerkung 2.1. Nach [Bemerkung 1.8|sind die Elemente einer Menge ungeordnet. Wir fiihren nun
eine geordnete Variante ein.

2giche https://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fsche_Summenformel#Herkunft_der_Bezeichnung
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Definition 2.2.

e Seien A und B Mengen. Das kartesische Produkt von A und B ist die Menge A x B bestehend
aus allen (geordneten) Paarenﬁ (a,b) mit a € A, b € B, sodass gilt

(a,b) = (d', V) < (a=d ANb=1).

Es gilt ‘ |A x B| = |A||B|, ‘ sofern man die Regeln 0o -0 = 0 und oo - n = oo fiir n € NU {oo}
benutzt.

e Analog definiert man Tripel (a,b,c) und n-Tupel (aq,...,a,) fir n > 2. Fiir Mengen Ay, ..., A,

setzt man
Al x ... x A, = {(al,...,an):al €A1,...,an€An}.

Gilt A:= Ay = ... = A,, so benutzt man die Abkiirzung A" := A; X ... X A,.

Beispiel 2.3.
(a) Das kartesische Produkt R? = R x R besteht aus allen Koordinaten in der 2-dimensionalen Ebene.

(b) Es gilt
{1,2} x {2,3,4} = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4) }.

2.2 Injektive und surjektive Funktionen

Definition 2.4.

e Seien A und B Mengen. Eine Funktion oder Abbildung f von A nach B ist eine Vorschrift, die
jedem a € A genau ein f(a) € B zuordnetE Man schreibt danﬂ

f+ A— B, a— f(a).

e Man nennt A den Definitionsbereich und B den Wertebereich von f. Auferdem ist f(a) das Bild
von a unter f und f(A) :={f(a):a € A} C B ist das Bild von f. Fiir B’ C B ist
f7UB)={acA:fla)cB}CA
das Urbild von B’ unter f.

e Man nennt f: A —> B

f
>

— injektiv, falls Va,a' € A: (f(a) = f(d') = a =d).

f
1

— surjektiv, falls Vb € B:3a € A: f(a) =b, d.h. f(A) = B. [~

3Die formale Definition von Paaren kann man auf Mengen zuriickfiihren: (a,b) := {{a}, {a,b}}.
MFormal: Eine Funktion ist eine Teilmenge f C A x B, sodass fiir jedes a € A genau ein b € B mit (a,b) € f existiert.
5Man beachte die unterschiedlichen Pfeile — und +.
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_ bijektiv (oder Bijektion), fall's f injektiv und surjektiv ist. E
Ggf. nennt man A und B gleichmdchtig.
e Die Einschrinkung von f: A — B auf eine Teilmenge A’ C A ist die Funktion
fia A= B, a— f(a).
Fiir eine weitere Funktion g: B — C' nennt man die Abbildung
gof:A—=C,  awg(f(a))

die Komposition (oder Hintereinanderausfihrung, Verkettung) von f und g.

Beispiel 2.5.

(a) Fiir jede Menge A und B C Aist f: B — A, b — b eine injektive Funktion, die man Inklusions-
abbildung nennt. Im Fall B = A ist f sogar bijektiv und man nennt f = id4 die Identitdt auf

/

(b) Abbildungen f: R — R lassen sich grafisch darstellen:
flx) =2"

flx)=1-2z

Injektiv (bzw. surjektiv) bedeutet, dass der Graph von f jede horizontale Gerade hichstens (bzw.
mindestens) einmal schneidet. Wir lesen ab:

Funktion injektiv  surjektiv  bijektiv
flx)=1-2z v v v
f(z) = 22 X X X
flx)=23—2z X v X
flx)=2" 4 X X

Bemerkung 2.6.
(a) Achtung: Injektiv ist nicht das Gegenteil von surjektiv (ein héufiger Anféngerfehler)!

(b) Man kann jede Funktion f: A — B surjektiv machen, indem man auf den Wertebereich auf das
Bild einschrankt: f: A — f(A).

(c) Fur f: A — B gilt

[ injektiv. = |A] = [f(A)] < [B|
f surjektiv. = |B| = |f(A)| < |4]
f bijektiv = |A| = |B|

(wobei 0o < 00).
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(d) Zwei endliche Mengen A und B sind genau dann gleichméchtig, wenn |A| = |B|. In diesem Fall
sind die Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv nach dquivalent. Fiir unendliche Mengen
ist dies im Allgemeinen falsch.

(e) Obwohl N nur ,halb so viele* Zahlen wie Z enthélt, sind N und Z durch die Bijektion

N7, S "Tfl falls n ungerade,
—4 falls n gerade

gleichméchtig. Nach Cantors Diagonalisierungsarqgumenten/ist N auch zu Q gleichméchtig, aber
nicht zu R, d. h. R ist ,wesentlich grofser als N (man sagt: R ist dberabzdhlbar). Es gibt sogar
beliebig ,grofte” Mengen (Kardinalzahlen), die man in der Praxis aber selten antrifft .
Die (nicht beweisbare) Kontinuumshypothese besagt, dass jede unendliche Teilmenge von R
entweder zu N oder zu R gleichméchtig ist.

Lemma 2.7. Seien f: A— B, g: B— C, h: C — D Funktionen. Dann gilt:
(a) (hog)o f=ho(go f) (Assoziativgesetz).
(b) Sind f und g injektiv, so auch go f.
(c) Sind f und g surjektiv, so auch go f.
(d) Ist go f injektiv, so auch f.
(e) Ist go f surjektiv, so auch g.
(f) Genau dann ist f bijektiv, wenn eine Funktion g: B — A mit go f =1ida und fog = idp existiert.
Ggf. ist g eindeutig bestimmt und man nennt f~' := g die Umkehrfunktion von f.

Beweis.
(a) Fiira € Aist ((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) =h(g(f(a))) =h((go f)(a)) = (ho(go f))(a).
(b) Fiir a,a’ € A mit (g f)(a) = (g0 f)(@) gilt g(f(a)) = g(F(a')), also f(a) = f(a) und a = .
(c) Esgilt (9o f)(A) =g(f(4)) =g(B) =C.
)

() Sei f(a) = () fiir a,a’ € A. Dann ist (g f)(a) = g(f(a)) = 9(/(@)) = (g0 [)(a’). Da go f
injektiv ist, folgt a = a’.
(¢) Es ilt O = (g0 /)(A) = g(f(4)) € g(B) € C, also g(B) = C.

(f) Ist go f =id4 und fog =1idp, so ist f injektiv nach @ und surjektiv nach @, also auch bijektiv.
Sei umgekehrt f bijektiv. Fiir jedes b € B existiert dann genau ein g(b) € A mit f(g(b)) = b. Daher
ist g: B — A die einzige Abbildung mit fog =1idg. Aus f(a) = f(g(f(a))) folgt g(f(a)) = a fir
alle a € A, da f injektiv ist. Dies zeigt go f = id4. O

Bemerkung 2.8. Verwechseln Sie die Umkehrfunktion nicht mit dem Urbild. Der Zusammenhang
beider Konzepte ist f~1({b}) = {f~1(b)} fiir jede Bijektion f: A — B und b € B.

Beispiel 2.9.

(a) Die Abbildung f: Q — Q, x + 2z + 1 ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung f~': Q — Q,
z — £31 (nachrechnen).
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(b) Die Umkehrabbildung der Exponentialfunktion exp: R — Rsq, z +— e ist der natiirliche Lo-
garithmus log: Rsg — R. Man erhélt den Graphen von log durch Spiegelung an der Geraden

Y =x:

A o)
Man beachte, dass die reine Existenz der Umkehrfunktion noch lange keine konkrete Formel fiir
f~1(z) liefert. Diesen Umstand macht man sich in der Kryptographie zunutze (Einwegfunktion).

3 Korper und Vektorraume

3.1 Gruppen und Korper

Bemerkung 3.1. In fast allen Anwendungen der linearen Algebra wird nur von den vier Grundre-
chenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) Gebrauch gemacht. Damit man nicht
jede Aussage fiir jeden Zahlbereich (Q,R,...) neu beweisen muss, ersetzt man Zahlbereiche durch
abstrakte Gruppen (mit einer Operation) und Kdrper (mit zwei Operationen). Zur Beschreibung von
Losungsmengen von Gleichungssystemen fiihrt man Vektorrdume ein. Beachten Sie, dass dies lediglich
Modelle zur Untersuchung linearer Probleme sind, die sich im Laufe der Zeit bewdhrt haben (so wie
metrische Rdume in der Analysis oder das Bohrsche Atommodell in der Chemie).

Definition 3.2. Eine Verkniipfung - auf einer Menge G ist eine Abbildung G x G — G, (x,y) — x - y.
Man nennt das Paar (G,-) (oder auch nur G) eine Gruppe, falls

o Vr,y,z€G: (v -y)-z=x-(y-2) (Assoziativgesetz),
e decG:(VreG:e-x=ux=ux-e) (neutrales Element),
eVreG:(yeG:y-x=e=x-y) (inverses Element).
Gilt zusatzlich
e Vr,ye G:x-y=y-x (Kommutativgesetz),
so heifst G abelsch.

Bemerkung 3.3. Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e.
(a) Aus Bequemlichkeit schreiben wir oft xy anstatt x - y.

(b) Ist auch €' € G ein neutrales Element, so gilt ¢/ = ¢’ - e = e. Also ist e eindeutig bestimmt und
wir schreiben oft e = 1g = 1 oder e = 0g = 0, falls die Verkniipfung + ist.
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(c) Seien y,y’ € G invers zu x € G. Dann ist

/

Y =ye=y(zy) = Wr)y=ey=y.

Somit hat = genau ein Inverses und wir schreiben y = =1 oder y = —, falls die Verkniipfung +
ist. Im letzten Fall schreiben wir x — y := = + (—y) fiir beliebige z,y € GE

(d) Fiir z,y € Gist | (7)™ = 2| und | (zy) ' =y~ 'z~ | (Achtung Reihenfolge!).

Beispiel 3.4.
(a) Wegen e € G ist eine Gruppe niemals leer. Andererseits gibt es die triviale Gruppe G = {e}.

(b) Nach den tblichen Rechenregeln sind (Z,+), (Q,+) und (R, +) abelsche Gruppen mit neutralem
Element 0. Andererseits ist (Z, —) keine Gruppe, denn das Assoziativgesetz ist verletzt:

(1-2)—-3=—-4#2=1-(2-3).
Ebenso besitzt (N, +) kein neutrales Element und in (N, +) hat nicht jedes Element ein Inverses
(z.B. =1 ¢ Np).

(c) Offenbar sind (Q\ {0},-) und (R\ {0}, ) abelsche Gruppen mit neutralem Element 1, aber nicht
(Z\{0},"), denn 27! = 1 ¢ Z.

(d) Fir Gruppen Gy, ...,G), ist auch G; X ... x Gy, eine Gruppe mit
(Z15- -, 2n) - (Y1, Yn) = (T1Y1, - -+, TnYn)

fur (z1,...,20), (Y1,--.,Yn) € G1 X...x G, (Aufgabe 8)). Das neutrale Element ist (1¢,,..., 1, )-

Man spricht dann vom direkten Produkt von G, ...,G,, (anstelle vom kartesischen Produkt).

Definition 3.5. Ein Korper ist eine Menge K mit Verkniipfungen + und -, sodass folgende Eigenschaften
gelten:

o (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
e (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1. Man setzt K* := K \ {0}.

e Ve, yzeK:x-(y+2) = (z-y)+ (v-z) (Distributivgesetz).

Bemerkung 3.6. Im Folgenden sei K stets ein Koérper.

(a) Durch die Vereinbarung ,Punktrechnung geht vor Strichrechnung sparen wir Klammern ein. Zum
Beispiel sei zy + z 1= (z - y) + 2z fir z,y,z € K.

(b) Fiir alle x € K gilt ‘x 0=0=0-z,|denn 20 = 2(0 4+ 0) = 20 + x0. Es folgt (—x)y = —(xy) fiir

z,y € K.

(c) Fir z,y,z € K und z # 0 gilt die Kiirzungsregel vz = yz = x = y, denn

r=x-1=z(zz71) = (z2)z ' = (y2)z ' =... = .

x

16Tn nicht-abelschen Gruppen ist die Schreibweise 5 problematisch, denn es kénnte sowohl 2y~ ! als auch y~ 'z gemeint

sein.
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Beispiel 3.7.

(a) Nach den gewohnten Rechenregeln sind Q und R Korper. Es gibt auferdem unendlich viele Kérper

wzwischen Q und R (vgl. |Aufgabe 14). Andererseits ist (Z, +, -) kein Korper, da (Z \ {0}, -) keine
Gruppe ist.

(b) Jeder Korper besitzt mindestens die beiden Elemente 0 und 1. Tatséchlich ist Fy = {0, 1} bereits
ein Korper, wenn man 1 + 1 := 0 definiert. Die Verkniipfungstabellen sind dadurch vollstdndig

bestimmt:
+]0 1 |0 1
00 1 010 0
110 1/0 1

Auf Computern werden alle Rechnungen in Fy durchgefiihrt, indem man 0 und 1 als Bits
interpretiert. In der Algebra zeigt man, dass fiir jede Primzahlpotenz ¢ ein Kérper mit genau ¢

Elementen existiert (vgl. [Aufgabe 9)).

3.2 Vektorraume und Unterrdume

Definition 3.8. Ein Vektorraum V iiber einem Korper K (kurz: K-Vektorraum) ist eine abelsche
Gruppe bzgl. 4+ zusammen mit einer Skalarmultiplikation K x V. — V| (A, v) — X - v mit folgenden
FEigenschaften:

e VoeV:l-v=uw,

e VoweV,AEK A (v+w)=X-v+ X w,
eVweV, A ue K:(A+p)-v=X-v+p-v,
e VoeV, A ue K:(A-p)-v=XA(-v).

Die Elemente von V heifsen Vektoren und die Elemente in K Skalare (in diesem Kontext). Das neutrale
Element Oy in V nennt man den Nullvektor.

Bemerkung 3.9. Man beachte, dass + sowohl die Addition in K als auch in V bezeichnet. Ebenso
steht - fiir die Multiplikation in K und fiir die Skalarmultiplikation (das ist ungenau, aber durchaus
tiblich). Wir werden in beiden Féllen das Symbol - oft einsparen. Falls Missverstdandnisse ausgeschlossen
sind, schreiben wir auch 0 anstatt Oy. Sie miissen im Zweifel in der Lage sein zu entscheiden, ob das
Nullelement in K oder V gemeint ist.

Beispiel 3.10.
(a) Der Nullraum V = {0y} mit der Skalarmultiplikation A - 0y := Oy fiir alle A € K.

(b) Fiir K-Vektorrdume Vi, ..., V,, ist auch das direkte Produkt (bzgl. +) V1 x...xV,, ein Vektorraum
mit komponentenweiser Skalarmultiplikation: A(vi,...,v,) (= (Av1,...,\v,) fir v; € V; und
A € K (nachrechnen).
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(c) Offenbar ist K selbst ein Vektorraum, in dem die Skalarmultiplikation mit der gewohnlichen
Multiplikation {ibereinstimmt. Nach @ ist auch K™ fiir n > 1 ein Vektorraum. In R? lassen sich
Vektoraddition und Skalarmultiplikation geometrisch deuten:

Y v+ w

(0,0)

(d) Sind vy,...,v, Vektoren aus V und Ay,..., A\, € K, so liegt auch die Linearkombination Ajv, +
...+ Apvp, in V' (Nachweis durch Induktion nach n). Man benutzt dafiir das Summenzeichen:

n
Z ANV = Av1 + .. AU,
=1

Sind wvy,...,v, paarweise verschieden (d.h. v; # v; fiir i # j)lﬂ und mindestens ein \; #*
0, so nennt man die Linearkombination nicht-trivial. Manchmal tritt die leere Summe ohne
Summanden auf. Diese wird stets als 0y interpretiert. Zum Beispiel Z?:1 v; = 0. Sei nun auch

Vi = My Wil + tioWie + - . . + MimWim eine Linearkombination fiir ¢ = 1,...,n. Dann erhélt man
eine Doppelsumme:

n n m

E Vi = E E Hij Wi -

=1 =1 j=1

Da (V, +) abelsch ist, darf man die Summanden beliebig umordnen und somit die Summenzeichen

vertauschen:
n m m n
Z Z HijWij = Z Z i Wi .

i=1 j=1 j=1i=1

Ein Vorzug der Algebra gegeniiber der Analysis ist, dass alle Summen endlich sind und man keine
Konvergenzbetrachtungen anstellen muss.

Definition 3.11. Ein Unterraum eines Vektorraums V ist eine Teilmenge U C V., die mit den
eingeschrankten Verkniipfungen selbst einen Vektorraum bildet, d.h.

o Oy €U,
e VoweU :v4+weU,
e VvelU Ae K: weU.

Wir schreiben dann U < V. Im Fall U # V nennt man U einen echten Unterraum und schreibt U < V.

Bemerkung 3.12. Die Bedingungen garantieren, dass U unter Addition und Skalarmultiplikation abge-
schlossen ist. Somit sind die Verkniipfungen auf U wohldefiniert. Die verbleibenden Vektorraumaxiome
muss man nicht priifen, da sie bereits in der groferen Menge V' gelten. Man kann die Bedingungen auch
wie folgt zusammenfassen: Fine nichtleere Teilmenge U C V ist genau dann ein Unterraum, wenn fiir

alle u,v € U und X € K gilt: Au+v € U (Aufgabe 10)).

17 paarweise verschieden® ist stérker als die Formulierung ,nicht alle sind gleich®
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Beispiel 3.13.
(a) Jeder Vektorraum V besitzt die Unterrdume {Oy } und V.
(b) AusU <W <V folgt U < V. Aus U W <V und U C W folgt sicher auch U < W.

)
(c) Der Durchschnitt von beliebig vielen Unterrdumen ist wieder ein Unterraum (nachrechnen).
)

(d) Wir beweisen U := {(,0) : z € R} < R? mit Hilfe von [Bemerkung 3.12t Wegen (0,0) € U ist
U # @. Fiir (z1,0), (z2,0) € U und X € R gilt

)\(371,0) + (1’2,0) = (/\.%1,0) + (1'2,0) = ()\.%'1 + 1’2,0) eU.
Geometrisch entspricht U der x-Achse in der Ebene. Analog ist die zy-Ebene U := {(:c, y,0) €

R3:z,y € R} ein Unterraum von R3.

(e) Die Teilmenge U := {(z,2%) : 2 € Q} von Q? ist kein Unterraum, denn (1,1) € U, aber
2-(1,1) = (2,2) ¢ U. Wir werden zeigen, dass sich jeder Unterraum durch lineare Gleichungen
beschreiben lasst.

(f) Offenbar sind U := {(0,0), (1,0)} und W := {(0,0), (0,1)} Unterriume von F3, aber nicht U UW
(Warum?)

4 Basen und Dimension

4.1 Lineare Unabhéangigkeit und Erzeugendensysteme

Bemerkung 4.1. Um unendlich grofse Vektorrdume vergleichen zu kénnen, fiihren wir die Dimension als
feinere Kenngrofe ein. Es wird sich zeigen, dass Vektorrdume allein durch ihre Dimension weitestgehend

bestimmt sind (Satz 7.10)).

Definition 4.2. Sei V ein Vektorraum.

(a) Fir S C V sei (S) C V die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus S. Man nennt
(S) den Spann von S.E Im Fall S = {s1,...,s,} schreiben wir auch (s1,...,s,) anstatt (S5)
(d. h. wir sparen die Mengenklammern ein).

(b) Fiir Unterrdume U, W <V sei
U+W:={u+w:uelUweW}CV

die Summe von U und W. Im Fall UNW = {0} nennt man die Summe direkt und schreibt U & W
anstatt U + W[

Lemma 4.3. Sei V ein Vektorraum, S CV und U,W < V. Dann sind (S) und U + W Unterriume
von V.

'8Tn manchen Biichern schreibt man Span(S) anstatt (S).
¥Dies ersetzt die (disjunkte) Vereinigung, siche [Aufgabe 12
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Beweis. Offenbar ist 0 eine Linearkombination von Elementen aus S, d.h. 0 € (S) (im Fall S =
@ wihle man die leere Summe). Addition und Skalarmultiplikation von Linearkombinationen sind
wieder Linearkombinationen. Dies zeigt (S) < V. Wegen 0 e UNW ist 0 = 0+ 0 € U + W. Seien
uy +wi,ug +we € U+ W und A € K. Dann gilt

)\(Ul + wl) + (U2 + UJQ) = ()\ul + UQ) + (/\w1 + UJQ) eU+W.
U ew

Alsoist auch U +W < V. O

Beispiel 4.4.
(a) Es gilt (&) = {0}, denn die leere Summe ist die einzige Linearkombination aus &.
(b) Fir U<W <V gt U+ W =W und (U) =U =U & {0}.
(c) Fir s1,...,8, € V gilt (s;) = {As; : A € K} =: Ks; und (s1,...,8,) = Ks1 + ... + Ksy,.
Insbesondere ist R? = R(1,0) @ R(0, 1).
Definition 4.5. Eine Teilmenge S eines Vektorraums V' heifst
o [Erzeugendensystem, falls (S) = V. Im Fall |S| < oo nennt man V' endlich erzeugt.
e linear abhdngig, falls Oy eine nicht-triviale Linearkombination von Elementen aus .S ist.

o linear unabhdngig, falls nicht linear abhéngig, d. h. fiir paarweise verschiedene Elemente s1,...,s, €
Sund Aq,..., A\, € K gilt:

Z/\isz‘:() - AM=...= X, =0.
=1

e Basis, falls S ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem ist.

Bemerkung 4.6. Da Basen Mengen sind, besitzen ihre Elemente keine feste Anordnung. Tatséchlich
héngen aber viele Sétze von der Reihenfolge der Basiselemente ab. Wir fithren daher folgende Sprechweise
ein: Vektoren sq,. .., s, heiffen linear unabhéngig (bzw. bilden eine Basis), falls sie paarweise verschieden
sind und {s1,...,s,} linear unabhéngig (bzw. eine Basis) ist.

Beispiel 4.7.
(a) Die leere Menge ist stets linear unabhéngig und bildet eine Basis des Nullraums.

(b) Wegen 1k -0y = Oy ist der Nullvektor niemals Bestandteil einer linear unabhéngigen Menge. Ein
einzelner Vektor v # 0 ist hingegen stets linear unabhéngig, denn aus Av = 0 mit A € K* folgt
der Widerspruch

v=1v=A"ANv=xTw)=1xTt0o=0.

(¢) Vektoren v,w € V' \ {0} sind genau dann linear abhéingig, wenn Kv = Kw, d.h. v ist ein skalares
Vielfache von w und umgekehrt.

(d) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear unabhéngig.
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(e) Fir n > 1 seien

€1 ‘= (1,0,...,0),
ez :=(0,1,0,...,0),

Vektoren aus K". Da sich jeder Vektor v = (v1,...,v,) € K" in der Form v = )" | v;e; schreiben
lasst, ist {e1,...,en} ein Erzeugendensystem von K". Aus v =0 <= v; = ... = v, = 0 folgt die
lineare Unabhéngigkeit von {ey,...,e,}. Man nennt ey, ..., e, die Standardbasis von K™.

4.2 Charakterisierung und Existenz von Basen

Satz 4.8. Sei by,...,b, eine Basis eines K-Vektorraums V. Dann ldsst sich jedes v € V' eindeutig in
der Form v = Zyzl Aib; mit A1, ..., Ap € K schreiben. Insbesondere ist die Abbildung

gl]: V= K", v glv] i=(A,. .0, A)

eine Bijektion.

Beweis. Wegen V' = (by,...,by) ist jedes v € V eine Linearkombination der angegebenen Form. Seien

Alyee s Ay 1y - v ey b € K mit
n n
i=1 i=1

Dann ist 0 = v —v = Y ; (N — pi)bi. Da {b1,...,b,} linear unabhéngig ist, folgt \; = p; fiir
1=1,...,n. O

Definition 4.9. In der Situation von [Satz 4.8/ nennt man g[v| die Koordinatendarstellung von v bzgl.
B.

Lemma 4.10. Fir einen Vektorraum V und B CV sind dquivalent:
(1) B ist eine Basis von V.
(2) B ist ein minimales Erzeugendensystem, d. h. fir alle b € B ist B\ {b} kein Erzeugendensystem.
(3) B ist mazimal linear unabhdingig, d. h. fir alle v e V \ B ist BU {v} linear abhdngig.

Beweis. Wir fithren einen Ringbeweis@

(1) = (2): Sei B eine Basis, also insbesondere ein Erzeugendensystem von V. Nehmen wir an, dass
auch B\ {b} fiir ein b € B ein Erzeugendensystem ist. Dann existieren A1,...,\, € K und
bi,...,bp € B\ {b} mit b=>"7" | \ib;. Wegen —b+ > " | \ib; = 0 wire B dann linear abhéngig.
Widerspruch.

20Die zeigt nur die Aquivalenz der Aussagen. Ein Zirkelschluss ist die (falsche) Behauptung, dass jede der Aussagen gilt.
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(2) = (3): Sei B ein minimales Erzeugendensystem. Sei y ;" Ab; = 0 fiir A,..., A\, € K und

paarweise verschiedene by, ..., b, € B. Ist A\; # 0 fiir ein 4, so gilt
bi= =N Nby =D (A A)bs € (B {bi}).
JFi J#i
Dann wére aber auch B\ {b;} ein Erzeugendensystem. Also ist A\; = ... = A, = 0 und B ist linear

unabhéngig. Sei nun v € V' \ B. Wegen (B) =V existieren Aq,...,\, € K und by,...,b, € B mit
v=>" 1 A\b und —v+ Y | \;b; = 0. Insbesondere ist B U {v} linear abhingig.

(3) = (1): Sei B maximal linear unabhéngig. Wir miissen (B) = V zeigen. Sei v € V. Im Fall v € B
ist v € (B). Sei also v ¢ B. Dann ist B U {v} linear abhéngig. Also existieren Ai,..., A\, € K*,
pe K, bi,...,b, € Bmit pv+ Y ", \iby = 0. Da B linear unabhéngig ist, muss p # 0 gelten.

Dies liefert
=—u! Z/\ b = Z —u"I\)bs € (B).
=1

Insgesamt ist V' = (B). O

Satz 4.11 (Basisergénzungssatz). Sei V' ein Vektorraum mit einem endlichen Erzeugendensystem
E C V. Dann lisst sich jede linear unabhingige Menge U C'V durch Hinzunahme von Elementen aus
E zu einer Basis von V' ergdnzen.

Beweis. Sei E' = {s1,...,s,}. Im Fall E C (U) ist V = (E) C (U), d.h. U ist bereits eine Basis. Sei
also £ ¢ (U) und 0.B.d.A. s; ¢ (U). Wie iiblich ist dann Uy := U U {s1} linear unabhéngig. Wir
konnen nun das Argument mit U; anstelle von U wiederholen. Im Fall E C (U;) ist U; eine Basis und
anderenfalls konnen wir sg ¢ (U;) annehmen. Dann ist Uy := Uy U {s2} linear unabhéngig usw. Da E
endlich ist, erhélt man nach endlich vielen Schritten eine Basis von V. O

Beispiel 4.12. Die linear unabhéngige Menge U := {(1,2,0 (2,1,0) } lasst sich mit dem
Standardbasisvektor ez zu einer Basis ergénzen (aber nicht mit e; oder eg).

Satz 4.13 (STEINITZer Austauschsatz). Sei V' ein Vektorraum mit Erzeugendensystem E. Fiir jede
linear unabhingige Teilmenge U C V' gilt dann |U| < |E|.

Beweis. O.B.d.A. sei E endlich, sagen wir E = {s1,...,s,}. Seien uy, ..., u, € U paarweise verschie-
den. Wir miissen m < n zeigen. Da U linear unabhéngig ist, gilt 0 # u; = Y ;" ; A;s;, wobei nicht alle
A1, .-, Ay € K verschwinden. Sei also 0. B.d. A. A\; # 0 und daher

51 =A] u1+z 1)\ )Si € (U1, 82,...,Sn)-

Folglich ist auch {uy,sa,...,s,} ein Erzeugendensystem mit n Elementen (wir haben s; gegen u;
ausgetauscht). Schreibe nun uy = puy + > o ptiS; mit pi, ..., pu, € K. Wegen ug ¢ (u1) muss
mindestens ein p; mit ¢ > 2 ungleich 0 sein. Sagen wir uo # 0. Wegen

-1 -1 -1
S2 = —fo H1Ul + fo U — E Mo " [iS; € (u1,u2,83,...,5n)
i=3

kann man ss auf die gleiche Weise gegen us austauschen. Wiederholt man diesen Prozess, so erhélt
man schliefslich das Erzeugendensystem {u1, ..., Un, Sm+1,--.,Sn} von V. Insbesondere ist m < n. [O
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Beispiel 4.14. Die Menge {(1,2,3,4),(-1,4,0,2),(0,5,2,1),(0,0,-7,1),(=3,4,1,0)} € R* muss
linear abhingig sein, da {eq, €2, €3, €4} ein Erzeugendensystem von R* ist (beachten Sie, dass man nichts
rechnen muss).

Satz 4.15. Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis und je zwei Basen sind
gleichmdchtig.

Beweis. Sei V' ein Vektorraum mit endlichem Erzeugendensystem E. Nach dem Basiserganzungssatz
kann man die linear unabhéngige Menge @ mit Elementen aus E zu einer Basis B von V ergénzen.
Insbesondere ist |B| < |E| < oo. Sei auch C' eine Basis von V. Nach dem Austauschsatz gilt |C| <
|B| < |C|, also |C| = |B|. Da B und C' endlich sind, miissen sie nach [Bemerkung 2.6(d )| gleichméchtig
sein. O

Folgerung 4.16. Jeder Unterraum U eines endlich erzeugten Vektorraums V' ist endlich erzeugt und
besitzt ein Komplement W <V d. h. es gilt V=U & W.

Beweis. Sei B eine Basis von V und S C U linear unabhéngig. Nach dem Austauschsatz gilt |S| <
|B| < co. Insbesondere besitzt U eine maximal linear unabhéngige Teilmenge C'. Nach ist
C eine (endliche) Basis von U. Also ist U endlich erzeugt. Nach dem Basisergianzungssatz liasst sich C
zu einer Basis D von V ergédnzen. Die zweite Behauptung folgt dann mit W := (D \ C). O

Bemerkung 4.17.

(a) In der Situation von [Folgerung 4.16|ist W im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel
gilt
R? = R(1,0) ® R(0,1) = R(1,0) ® R(1,1).

(b) Mit dem Auswahlaxiom (genauer mit ZORNs Lemma) kann man zeigen, dass jeder Vektorraum
eine (moglicherweise unendliche) Basis besitzt und je zwei Basen gleichméchtig sind. Zum Beispiel
hat R als Q-Vektorraum unendliche Basen, von denen man keine explizit angeben kann. Wir
iiberlegen uns in wie man Basen von endlich-erzeugten Vektorraumen effizient berechnet.

4.3 Dimension

Definition 4.18. Sei B eine Basis eines endlich erzeugten K-Vektorraums V. Dann nennt man
d =dimV := |B| € Ny die Dimension von V. Nach [Satz 4.15 héngt d nicht von der Wahl von B ab.
Anstatt ,endlich erzeugt” kann man nun endlich-dimensional oder genauer d-dimensional sagen.

Beispiel 4.19.

(a) Fiir jeden Kérper K und n > 1 hat K™ Dimension n (wéhle die Standardbasis). Der Unterraum
U:={(r,z) € K?:2 € K} < K? ist 1-dimensional mit Basis {(1,1)}.

(b) Sei V ein d-dimensionaler Fo-Vektorraum. Die Koordinatendarstellung bzgl. einer Basis zeigt

V| = |Fg| = |Fy x ... x Fy| = 2%
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Bemerkung 4.20.
(a) Aus den obigen Sétzen folgen einige niitzliche Fakten:

e Fir U <V gilt dimU < dim V' mit Gleichheit genau dann, wenn U = V' (ergénze eine Basis
von U zu einer Basis von V).

e Jedes Erzeugendensystem E von V enthélt eine Basis von V' (reduziere zu einem minimalen
Erzeugendensystem). Insbesondere ist |E| > dim V.

e d+ 1 Vektoren eines d-dimensionalen Vektorraums sind linear abhéngig.

(b) In der linearen Algebra stehen endlich-dimensionale Vektorrdume im Vordergrund, wihrend
unendlich-dimensionale Vektorraume Gegenstand der Funktionalanalysis sind.

(c) Die folgende Formel entspricht der Gleichung |A U B| = |A| + |B| — |A N B| fiir endliche Mengen
A und B (Lemma 1.12)).

Satz 4.21 (Dimensionsformel). Fir Unterriume U und W eines endlich-dimensionalen Vektorraums
V qult

| dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W). |
Ist die Summe direkt, so gilt dim(U & W) =dimU + dim W.

Beweis. Sei {b1,...,b,} eine Basis von U N W. Wir ergénzen zu einer Basis {b1,...,b,,c1,...,cs} von
U und einer Basis {b1,...,bn,d1,...,d;} von W. Da U + W aus den Elementen der Form u + w mit
u € U und w € W besteht, wird U + W von by,...,b,,c1,...,¢s,d1,...,d; erzeugt.

Fiir die lineare Unabhéngigkeit seien A1, ..., A, b1,y ths, P1, - - -, Pt € K mit

n s t
Z Aibi + Z wici + Z prdi = 0.
=1 7j=1 k=1
—_—— —\—
=w = =w

Dann ist v + u = —w € U N W. Also lasst sich v + u als Linearkombination von by, ..., b, ausdriicken.
Andererseits ist die Darstellung von v + u bzgl. der Basis {b1,...,by,c1,...,cs} eindeutig nach .
Dies zeigt 1 = ... = pus = 0. Nun ist v+w = 0 eine Linearkombination der Basis {b1, ..., by, d1,...,di}.
Dies geht nur falls A\ = ... =\, = p1 = ... = p, = 0. Daher ist {b1,...,bn,c1,...,¢s,d1,...,d;} linear
unabhéngig und folglich eine Basis von U 4+ W. Dies zeigt

dm(U+W)=n+s+t=(n+s)+(n+t)—n=dimU+dimW — dim(U N W).
Ist die Summe direkt, so gilt U N W = {0} und die zweite Behauptung folgt. O

Beispiel 4.22. Sei
U :=((1,1,0),(0,2,1)) <R3
W= ((1,1,1)) <R3
Offenbar gilt dimU = 2 und dim W = 1. Fiir v € U N W existieren A, i, p € R mit
v=A(1,1,0) 4 u(0,2,1) = p(1,1,1).

Es folgt (A, A+ 2u, 1) = (p, p, p). Ein Koeffizientenvergleich liefert A = p = p und 3p = A+ 2u = p. Dies
kann nur fiir p = 0 gelten. Also ist v = 0(1,1,1) = 0 und U N W = {0}. Man erhélt dim(U + W) =
dimU + dimW =2+ 1 = 3. Wegen U + W < R? ist daher R®* = U @ W.
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5 Matrizen

5.1 Der Matrizen-Vektorraum

Bemerkung 5.1. Sofern nichts Gegenteiliges gesagt wird, setzen wir von nun an stillschweigend voraus,
dass alle Vektorrdume endlich-dimensional sind. Eine Matrix ist ein Schema zur expliziten Berechnung
von Basen von Vektorrdumen und Losungen von linearen Gleichungssystemen. Matrizen treten auch als
eigenstindige Objekte in zahlreichen anderen Gebieten auf.

Definition 5.2. Sei K ein Korper und n,m € N. Eine (n x m-)Matriz iber K ist ein rechteckig
angeordnetes nm-Tupel

aip a2 -+ Aaim

a1 a2 - G2m
A = (aij)ij =

apl QAp2 - Gpm

mit a;; € K firi=1,...,nund j =1,... ,mE-I Die Menge der n x m-Matrizen iiber K bezeichnet
man mit K™*™, Im Fall n = m nennt man A quadratisch.

Beispiel 5.3.

(a) Die 1 x 1-Matrizen entsprechen genau den Elementen aus K. Die Vektoren aus K™ kann man
als 1 x n-Matrizen auffassen. Man spricht dann von Zeilenvektoren. Die m x 1-Matrizen heiflen
demnach Spaltenvektoren.

(b) Die n x m-Nullmatriz Opxm, = (0);; € K™ (wie iiblich lassen wir den Index n x m oft weg,
wenn Missverstdndnisse ausgeschlossen sind).

(c) Die (quadratische) n x n-Einheitsmatriz

1 0 0
0

ln = (613) = 0
o --- 0 1

Das Symbol 4;; nennt man das KRONECKER-Delta. Es gilt
1 falls i = j,
0j 1= o
0 falls i #j.
Die Zeilen von 1,, bilden die Standardbasis {ey,..., ey} von K.

(d) Fir Ay,..., A\, € K nennt man

AN 0 - 0

: 0 :
diag(A1, ..., An) i= (05 \i) =

: .0

0 -~ 0 A\,

eine Diagonalmatriz. Die Eintrédge A1, ..., A, bilden die Hauptdiagonale. Im Spezialfall \; = ... =
An spricht man von Skalarmatrizen.

21Streng genommen miisste man a;,; anstatt a;; schreiben.
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(e) Die n x m-Matrix Es mit einer 1 an Position (s,t) und sonst nur Nullen. Man nennt sie
Standardmatrizen. Mit dem Kronecker-Delta gilt Es = (0i505¢)i ;-

(f) Fir A € K™ ™ ist A" := (aj;);; € K™*" die zu A transponierte Matriz. Sie entsteht aus A durch
Spiegelung an der Hauptdiagonale:

1 2 3 1 4
A: —)At:25
45 6 3 6

Offensichtlich ist (A')* = A. Durch Transponieren werden Zeilenvektoren zur Spaltenvektoren
und umgekehrt.

Lemma 5.4. Mit komponentenweisen Verknipfungen wird K™*™ zu einem nm-dimensionalen K-
Vektorraum:

A+ B = (aij + bij)ij,
ANA= ()\aij)i,j

fir A = (ai;), B = (bij) € K™™ und A € K. Die Standardmatrizen Eg bilden eine Basis von K™,

Beweis. Die definierten Verkniipfungen auf K™*™ entsprechen genau den Verkniipfungen in K™
indem man die Vektoren aus K™ als n x m-Matrix anordnet. Da K™ ein Vektorraum ist, muss
auch K™*™ ein Vektorraum sein. Die Standardbasisvektoren e, ..., €,y von K™ entsprechen (bis auf
Reihenfolge) genau den Standardmatrizen. O

Beispiel 5.5. Achtung: Nur Matrizen vom gleichen Format kénnen addiert werden. Zum Beispiel:
1234_0—117114 2_12724
4 5 6 1 -2 2) \5 3 8 0 -3/ \0 -6

Die Skalarmatrizen sind genau die skalaren Vielfachen der Einheitsmatrix.

5.2 Matrizenmultiplikation

Definition 5.6. Fiir A = (a;;) € K™™ und B = (b;;) € K™** sei A- B := (c;;);; € K™ mit

m
Cij = E ailblj = ailblj + aigbgj + ...+ aimbmj.
=1

Bemerkung 5.7.

(a) Merkregel: ¢;; entsteht, indem man die i-Zeile von A mit der j-Spalte von B ,yverrechnet®:

%k ok , * *
a

* * * b/ _ % *

a b c , x aa + b + ¢
c

* % * k *
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(die Sterne bezeichnen beliebige Eintriage). Oft ist es hilfreich sich folgendes Schema vorzustellen:

4x3 |-13x2|=|4x2

(b) Die Multiplikation von Diagonalmatrizen ist einfach:

diag(A1, ..., Ap) - diag(u1, ..., pn) = diag( A per, -« ., Apfin)-

(c) Als Vektorraum ist (K™*™, +4) eine abelsche Gruppe. Das folgende Lemma zeigt, dass (K"™*"™, +,-)
einige, aber nicht alle Kérperaxiome erfﬁlltFE]

Lemma 5.8. Fir alle Matrizen A, B,C mit ,passendem® Format und A € K gilt

Alp,=A=1,- A, (AB)' = B* A", MAB) = (AM)B = A(\B),
A(BC) = (AB)C, A(B+C) = AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.

Beweis. Wie iiblich sei A = (a;5), B = (bi;) und C = (¢;5). Fiir eine beliebige Matrix M sei M;; der
Eintrag an Position (i,7). Dann gilt

(Alpm)ij =Y awdey = aij = »_ diparg = (1,A)ij,

k=1 k=1

((AB)Y)i; = Z ajkbri = Z(Bt)ik(At)kj = (B'AY);,
k=1 k=1

(MAB));j = /\Z airbr = Y _(Aair)brj = (M)B)ij = Y air(Abkj) = (A(AB))ij,

k=1 k=1

(A(BC))i; = Z a;(BO)y, Zazk Z bricrj = Z Zaikbklclj

k=1 k=1 k=1 1=1
= Z(Z aikbkl) cyj = Z(AB)ilClj = ((AB)C)y;,
=1 k=1 =1
(A(B+C))yj = Z aik(B+ Oy =Y ainlbij + crj) = D _(ainbrj + aixcrj)

k=1 k=1 k=1

= Z azkbkj + Z Ak Ckj = AB Z] (AC)Zja

((A + B)C)’Lj = Z(azk + bzk: Ck] Z Qi Ckj + Z bzk’ck’] AC Zj (Bc)l] O
k=1

Bemerkung 5.9.
(a) Fir A € K™*™ gilt selbstverstandlich Ogxy, - A = Ogxpm und A - Opyxx = Opx-

22Man nennt diese schwiichere Struktur einen Ring.
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(b) Fiir n > 2 ist Matrizenmultiplikation nicht kommutativ:

0 LY (1 0y _y (0 Ty_(1 0y (01
0 0/\0o o/ "7 \0o o0/ \o o0)\o o
Daher ist (K™*™, +,-) kein Korper. Wir sehen auch, dass nicht jede (von 0,,x, verschiedene)

Matrix ein Inverses bzgl. - besitzt (selbst die Kiirzungsregel gilt nicht fiir Matrizen).

c¢) Eine quadratische Matrix A € eilst invertierbar, falls eine Matrix B € mit
Ei dratische Matrix A € K™*™ heifs bar, falls eine Matrix B € K™*™ mi
AB=1,=BA

existiert@ Gilt auch AC =1, =CA, soist C =C1, = C(AB) = (CA)B = 1,B = B. Daher ist
B cindeutig bestimmt und man schreibt wie bei Gruppen A~! := B. Wir zeigen in [Lemma 5.15
dass aus AB = 1,, bereits die Invertierbarkeit folgt, d.h. BA = 1,, muss nicht gepriift werden.

(d) Ist A invertierbar, so auch A*, denn

A(AT = (AT A) =18 =1, = (A4 = (A1) A",

Man setzt daher | A=% := (A71)* = (4%~

Lemma 5.10. Die invertierbaren Matrizen in K™*™ bilden eine Gruppe GL(n, K) bzgl. Multiplikation.
Man nennt sie allgemeine lineare Gruppe vom Grad n dber K.

Beweis. Das neutrale Element 1,, ist offenbar invertierbar. Mit A ist auch A~! invertierbar. Fiir
invertierbare Matrizen A und B gilt

(AB)(B'A™Y)Y=ABB YAt =A1,A7 ' =447 =1,

und analog (B~!A71)(AB) = 1,. Dies zeigt, dass auch AB invertierbar ist mit (AB)~! = B~14~L.
Das Assoziativgesetz der Multiplikation folgt aus O

Beispiel 5.11. In GL(2,F3) gilt
L1y (0 1y _, (0 1)(11
1 o/\1 1) 2" \1 1/\1 0/

5.3 Der Rang einer Matrix

Satz 5.12. Seien z1,...,2, die Zeilen und s1, ..., Sy, die Spalten einer Matrix A € K™*™. Dann gilt
dim(zy,..., z,) = dim(si, ..., Sm).

Beweis. Nach [Bemerkung 4.20| existiert I C {1,...,n}, sodass {z; : i € I'} eine Basis von (z1,...,zy)
ist. Sei analog {s; : j € J} eine Basis von (si,...,sn) ist. Wir zeigen, dass die Zeilen der Matrix

B = (aij)ierjes € KHIXI| linear unabhéngig sind. Seien dazu \; € K mit > ier Aiagj = 0 fiir alle
j€J. Firke{l,...,m}\ J existieren p; € K mit sp = 3,y p;85, d.he aig =37, 5 pjaij fiir alle
i€{l,...,n}. Es folgt

Z )\iaik = Z )\z Z HiQ55 = Z Hj Z Aiaij =0.

il iel  jeJ jeJ i€l

Znvertierbare (bzw. nicht invertierbare) Matrizen nennt man auch reguldr (bzw. singuldr).
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Also gilt > ..y Njag; = 0 fiir alle j € {1,...,m}, d.h. 3 7,.; A\iz; = 0. Aus der linearen Unabhingigkeit
von {z; : i € I} folgt \; = 0 fiir ¢ € I. Daher sind die Zeilen von B linear unabhéngig. Da sie im
|J|-dimensionalen Vektorraum K| liegen, gilt |I| < |J|. Die Zeilen (bzw. Spalten) von A sind die
Spalten (bzw. Zeilen) von A*. Benutzt man das obige Argument mit A", so folgt |J| < |I|. Insgesamt
ist dim(z1,...,2,) = |I| = |J| = dim(s1, ..., 5m). O

Definition 5.13. In der Situation von [Satz 5.12{nennt man rk(A) := dim(z1, ..., z,) = dim(s1, ..., )
den Rang von A. Im Fall rk(A) = min{n, m} sagt man: A hat vollen Rang.

Beispiel 5.14.

(a) Die Einheitsmatrix 1,, hat (vollen) Rang n, denn ihre Zeilen bilden die Standardbasis. Es gilt
rk(} %) =1, denn die zweite Zeile ist das Doppelte der ersten. Wir iiberlegen uns in [Bemerkung 6.13|
wie man den Rang einer beliebigen Matrix effizient berechnet.

(b) Fiir jede Matrix A gilt rk(A) = rk(A") und rk(A4) =0 <= A =0.

Lemma 5.15.
(a) Fiir Matrizen A und B mit ,passendem® Format gilt rk(AB) < min{rk(A),rk(B)}.

(b) FEine quadratische Matriz ist genau dann invertierbar, wenn sie vollen Rang hat.

Beweis.

(a) Seien sq,..., sy, die Spalten von A und sei (A1,...,\y)" die i-te Spalte von B. Dann ist A;s; +
.o+ AmsSm die i-te Spalte von AB. Also sind die Spalten von AB Linearkombinationen der

Spalten von A. Dies zeigt rk(AB) < rk(A). Aus [Beispiel 5.14] folgt
tk(AB) = rk((AB)") = rk(B*A") < rk(B") = 1k(B).

(b) Ist A € K™ " invertierbar, so gilt

n =rk(l,) = rk(44™1) IZ%ﬂrk(A) < n,

d.h. A hat vollen Rang. Sei umgekehrt rk(A) = n. Dann lassen sich die Standardbasisvektoren

el, ..., el als Linearkombinationen der Spalten von A ausdriicken. Also existiert B € K™*" mit
AB = 1,,. Wegen rk(A") = rk(A) existiert auch ein C € K™ mit A'C = 1,, d.h. C*A =
(A'C) = 1! = 1,,. Wegen C* = C*(AB) = (C*A)B = B ist A invertierbar. O

6 Der Gauli-Algorithmus

6.1 Gleichungssysteme

Definition 6.1. Ein (lineares) Gleichungssystem ist eine Matrixgleichung der Form Az = b, wobei die
Koeffizientenmatriz A € K™ ™ und der Vektor b € K™*! gegeben sind. Gesucht ist die Lisungsmenge

L:={zxe K™ Az = b} C K™,

e Im Fall L # @ nennt man das Gleichungssystem [dsbar.
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e Im Fall b = 0 nennt man das Gleichungssystem homogen und anderenfalls inhomogen.

e Durch Anfiigen der Spalte b zu A erhiilt man die erweiterte Koeffizientenmatrix (Alb) € K> (m+1),

Beispiel 6.2. Das Gleichungssystem

entspricht der Matrixgleichung

mit genau einer Losung x = (-2, 3)*.
Bemerkung 6.3. Jedes homogene Gleichungssystem ist 16sbar, denn der Nullvektor ist eine Losung.

Satz 6.4 (KRONECKER—CAPELL@. Genau dann ist das Gleichungssystem Ax = b losbar, wenn
rk(A) = rk(A|b).

Beweis. Seien s, ..., s, die Spalten von A. Dann gilt
rk(A) = rk(A|b) <= dim(sy, ..., Spm) = dim(s1, ..., Sm,b) < (S1,...,8m) = (S1,.-.,5m, D)

<:>b€<31,...,sm><:>E|x1,...,:cmEK:b:insi@ElxeKm“:A:z::b. O
i=1

Bemerkung 6.5. Sei A € K™*™ mit vollem Rang n < m. Dann ist
rk(A) <rk(A]b) < min{n,m + 1} =n =rk(A)

und Az = b ist stets 16sbar. Im Fall n = m ist A invertierbar nach [Lemma 5.15 und z = A~1b ist die
einzige Losung. Im Fall n < m nennt man das Gleichungssystem Az = b unterbestimmt, d. h. es gibt
weniger Gleichungen als Unbekannte. Wir zeigen, dass es dann mehrere Losungen gibt.

Satz 6.6. Sei A € K™ ynd b € K™*L,

(a) Die Lisungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az = 0 ist ein Unterraum Lo von K™*!
der Dimension m — rk(A).

(b) Besitzt das Gleichungssystem Ax = b eine Losung T, so ist
T+ Lo:={r+y:y€ Lo}

die Lésungsmenge.

24 mitunter auch nach Rouché und Frobenius benannt
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Beweis.
(a) Wegen 0 € Ly ist Lo # @. Fiir x,y € Ly und A € K gilt
A(dz +y) = Nzx + Ay =0,

d.h. \x +y € Lg. Dies zeigt Ly < K™*! (]Bemerkung 3.12[). Sei by,...,b, eine Basis von
Lo. Wir ergiinzen zu einer Basis by, ..., b, von K™*! Die i-te Spalte von A ist Ae! mit dem
Standardbasisvektor e;. Da e! eine Linearkombination von by, ..., by, ist, liegt jede Spalte von
A in (Aby,..., Aby,). Insbesondere ist rk(A) = dim(Aby,..., Aby,). Aus by,...,b; € Lo folgt
Ablz...:Abkzound

rk(A) = dim(Abgt1, ..., Abp).
Es geniigt zu zeigen, dass die m — k Vektoren Abgyq,..., Ab,, linear unabhéngig sind, denn
dann ist tk(A) = m — k. Seien \; € K mit 31", | \;Ab; = 0. Dann ist auch A", A\ib; = 0,
d.h. D07 Aibi € Lo = (by,...,b). Da by, ..., by, eine Basis von K™ ist, erhilt man Ay =
... = Ay = 0 wie gewiinscht.

(b) Es gilt

Ar=b <= Az =AT <= Az —2)=0 <= 2 -2 €Ly < x €1+ L. O

Bemerkung 6.7.

(a) Hat A € K™ vollem Rang m < n, so besitzt das Gleichungssystem Az = b hochstens eine
Losung. Im Fall m < n spricht man von dberbestimmten Gleichungssystemen. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit der expliziten Konstruktion der Losungsmenge eines beliebigen Glei-
chungssystems.

(b) Da die Abbildung Ly — Z+ Lo, v — Z +v eine Bijektion ist, besitzt ein 1dsbares Gleichungssystem
genauso viele Losungen wie das entsprechende homogene Gleichungssystem. Ist K endlich (z. B.

K =TFy), so ist die Anzahl dieser Losungen eine Potenz von |K| (Satz 4.8)). Fiir unendliche Kérper
wie Q oder R besitzt jedes Gleichungssystem keine, genau eine oder unendlich viele Losungen.

6.2 Elementare Zeilenoperationen
Definition 6.8. Die folgenden Transformationen einer Matrix A € K"*™ werden (elementare) Zeilen-
operationen genannt:

e Multiplikation einer Zeile von A mit einem Skalar A € K*. Dies entspricht der Multiplikation mit
einer Elementarmatriz der Form

1s—1 0

von links an A.

e Vertauschen zweier Zeilen von A. Dies entspricht der Multiplikation mit einer Elementarmatrix
der Form

1t—s—1 = 1n - Ess - Ett + Est + Ets
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von links an A.

e Addieren eines Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile. Dies entspricht der Multiplikation
mit einer Elementarmatrix der Form

1t—5—1 = 1n + A-Eist (A € K7 S % t)

1n—t
von links an A.

Matrizen A und B heifsen zeilen-dquivalent, falls sich A durch endlich viele elementare Zeilenoperationen
in B iiberfithren ldsst. Ggf. schreiben wir A ~ B.

Bemerkung 6.9.

(a) Alle elementaren Zeilenoperationen sind umkehrbar. Aus A ~ B folgt somit B ~ A. Auferdem sind
die Elementarmatrizen invertierbar. Nach[Lemma 5.10]ist auch das Produkt von Elementarmatrizen
invertierbar. Aus A ~ B folgt daher die Existenz einer Matrix S € GL(n, K) mit SA = B.

(b) Analog definiert man (elementare) Spaltenoperationen. Diese entsprechen der Multiplikation von
Elementarmatrizen von rechts an A (probieren Sie es aus). Spaltenoperationen lassen sich auch
durch Zeilenoperation mit A' realisieren.

Satz 6.10 (GAUSS-Alorithmu@. Jede Matriz A € K™™ ist zeilen-dquivalent zu genau einer Matriz
Ain Zeilenstufenfor d.h.

0 0 [1 =« x
R 0 - .. 0
A= 10

Beweis. Der folgende Algorithmus tiberfiihrt A in A:
(1) Setze z :=1 (Zeilenindex).
(2) Fir s =1,...,m (Spaltenindex) tue:
e Falls 3i > 2z : a;5 # 0, dann:
— Tausche i-te mit z-ter Zeile. Anschlieffend gilt a,s # 0.
— Dividiere z-te Zeile durch a,s. Anschliefsend gilt a,s = 1.

— Firj=1,...,2—1,2+1,...,n subtrahiere das ajs-Fache der z-ten Zeile von der j-ten
Zeile. Anschliefend gilt aj, = 0.

— Erhohe z um 1.

Zauch Gauf-Elimination oder Gauf-Jordan-Algorithmus genannt
26 Jede von 0 verschiedene Zeile enthélt eine fiihrende Eins. Alle Eintrige links, ober- und unterhalb einer fiihrenden Eins
sind 0. Die fithrenden Einsen rutschen mit jeder Zeile weiter nach rechts. Nullzeilen (falls vorhanden) stehen unten.
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Fir die Eindeutigkeit von A seien B und C Matrizen in Zeilenstufenform mit A ~ B und A ~ C. Dann
ist auch B ~ C und es existiert S € GL(n, K) mit SB = C'. Sei b; (bzw. s;) die i-te Spalte von B (bzw.
S). Dann ist ¢; = Sb; die i-te Spalte von C. Sei eq, . . . , e, die Standardbasis von K™. Sei b; € (e, ..., e}).
Wir zeigen b; = ¢; und s; = e}, durch Induktion nach k. Im Fall k£ = 0 ist b; € (&) = {0}, also b; = 0.
Sicher ist dann auch ¢; = Sb; = 0. Sei nun die Behauptung bis & — 1 bereits bewiesen. Die erste Spalte
(von links) von B, die nicht in (e},... e} ;) liegt, ist b; = e}, wegen der Zeilenstufenform. Die Spalten
von S sind linear unabhéngig, da S invertierbar ist. Dies zeigt

c; = Sb; = Sej, = sp & (s1,...,56-1) = (e},...,et_1).
Also ist ¢; die erste Spalte von C, die nicht in (e},... e} ;) liegt, d.h. ¢; = e}, = s = b; (Zeilenstu-
fenform). Fiir jede weitere Spalte b; € (el, ..., el) gilt nun ¢; = Sb; = (e}, ..., €}, Skt1,...,5n)b; = b;.
Somit ist b; =¢; firi=1,...,m,d.h. B=C. OJ

Beispiel 6.11.

0 1 1 3 2 1 3 0\ |:2 1 12 3/2 0 -3
2 1 30 j] ~10 1 1 3 ~10 1 1 3)1
3 -1 21 3 -1 2 1 3 -1 2 1 +
1 12 32 0 + 1 0 1 -3
~10 1 1 3 j—1/2 52~ (0 11 3
0 —5/2 =52 1 <—J+ 0 0 0 172) | 172
101 -3 + 1010
~10 1 1 3 ﬂ ~10 11 0)
0 00 1 -3 J3/2 0 0 01

6.3 Anwendungen

Satz 6.12. Sei U := (uy,...,un) < K™. Sei A e K™™ die Matriz mit Zeilen uq, . . . Dann bilden
die von 0 verschiedenen Zezlen von A eine Basis von U. Insbesondere ist dim U = rk(A) =rk(A).

Beweis. Durch elementare Zeilenoperationen werden Zeilen von A durch Linearkombinationen von
Zeilen ersetzt. Die Zeilen von A erzeugen daher einen Unterraum W < U. Da alle Zeilenoperationen
umkehrbar sind, gilt sogar W = U und dim U = rk(4) = rk(ﬁ) Sei k die Anzahl der von 0 verschiedenen
Zeilen in A. Dann gilt rk(A) < k. Andererseits besitzt A die linear unabhéngigen Spalten e},. .., e}.
Dies zeigt rk(A) = k und die Behauptung folgt. O]

Bemerkung 6.13. Zur Ermittelung einer Basis von U muss man beim Gauf-Algorithmus keine
Nullen oberhalb der fithrenden Einsen erzeugen (die von 0 verschiedenen Zeilen sind trotzdem linear
unabhéngig, denn deren Anzahl bleibt gleich). Auferdem ist es ratsam Divisionen zu vermeiden, indem
man mit Zeilen tauscht, die bereits eine fiihrende Eins in der aktuellen Spalte haben. Ist man nur an
dimU (oder allgemeiner an rk(A)) interessiert, so darf man wegen rk(A4) = rk(A") auch elementare
Spaltenoperationen verwenden. Dies kann niitzlich sein, wenn A weniger Spalten als Zeilen besitzt (viele
Mobglichkeiten fithren zum Ziel).
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Beispiel 6.14. Eine Art Schach-Rétsel: Rang in zwei Ziigen!

+ -1 +

N 1
1 -1 0 1 00 1 00
2 0 2 2 2 2 2 20
3 -1 2 3 2 2 3 20
-1 2 1 -1 1 1 -1 1 0

Satz 6.15. Sei Az = b ein Gleichungssystem mit A € K™"™. Sei (Alc) die Zeilenstufenform von (Alb).
Dann gilt:

(a) Genau dann ist Az = b I5sbar, wenn emy1 keine Zeile von (A|c) ist.

Ggf. erhilt man die Lésungsmenge wie folgt: Seien (1,n1),...,(k,ny) die Positionen der fihrenden
Einsen in (A|c). Die n —k Nullzeilen werden gestrichen. Fir allei € {1,... ,m}\{ni,...,nx} figen wir
die Zeile —e; an Position i ein, sodass die resultierende Matriz M € K™D quf der Hauptdiagonale
nur Fintrage +1 besitzt.

(b) Die letzte Spalte T von M erfillt Az = b.

(¢) Die m — k Spalten von M, die nicht zu den Indizes ni,...,ny, gehdren, bilden eine Basis von
Lo = {x € K™*!: Az = 0}.

(d) Die Losungsmenge von Az =b ist T + L.
Beweis. Sei § € GL(n, K) mit (SA|Sb) = S(A|b) = (Alc). Fiir z € K™ gilt
Az =b < SAz=Sb «— Az =c.

Ist em41 eine Zeile von (ﬁ\c), so erhélt man in der Gleichung Az = ¢ den Widerspruch 0 =1, d.h. es
gibt keine Losung.

Sei nun e,,+1 keine Zeile von (A\]c) Wir verifizieren die Behauptungen an folgendem Beispiel

-1 .
I ag . ax|c . 1 a1 . as |1
A)=1. . . 1 azl|e M = e |
1 asz | C2
—1

(hier steht . fiir 0 zur besseren Ubersicht). Man sieht leicht, dass Az =c gilt. Somit gilt auch Az = b.
Damit sind @ und @ bewiesen. Genauso sieht man, dass die (rot markierten) Spalten s, s3 und
s5 von M in Ly liegen. Die verschiedenen Positionen der Eintrage —1 in s; implizieren die lineare
Unabhéngigkeit von {s1, s3, s5}. Nach [Satz 6.6| und [Bemerkung 6.13|ist andererseits

dim Lo = m — rk(A) = m — tk(A) = m — k = 3.

Dies zeigt [(c)} Aus folgt [(d)} O
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Beispiel 6.16.

-1 3 1 1 O 11
-2 1 -3 2 —4)lzxz=1|-6
0O 1 1 0 O 4
-1 3 1 1 0 11 10 2 -1 0 1
(Ab)=1-2 1 -3 2 —4|-6]|~ ~[10 1 1 0 0 4
0 1 1 0 0 4 0O 00 0 1 2
1 0 -1 0 1
01 1 0 0 4
M=]10 0 -1 0 0 O
00 0 -1 00
0 0 O 0 1 2
1 2 -1
4 1 0
L=Z+Lo=0+(|-1|,]1 0 |)
0 0 -1
2 0 0
Kontrolle:
1
-13 1 1 0 4 11
Az=|-2 1 -3 2 —4 O=1-6]=0b
0O 1 1 0 O 0 4
2

Satz 6.17 (Matrizeninversion). Fir A € K™*" sei (A|B) die Zeilenstufenform von (A|l,) € K™<n.
Genau dann ist A invertierbar, wenn A = 1,,. Ggf. ist A= = B.

Beweis. Es gilt

A invertierbar 223 tk(A) =n £z rk(/Al) =n <<= A=1,.

Sei nun S € GL(n, K) mit R
(SA[S) = 5(Al1n) = (A|B) = (1| B).

Dann ist B= S = S(4471) = (SA) At =1,4"1 = A~L. O

Folgerung 6.18. Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Fir A € GL(n, K) gilt A ~ 1,, nach [Satz 6.17] O

Beispiel 6.19.

1 0 —-1|10 0 1 0 —1|10 0
(Alg)=|-1 =1 1|0 1 0 ]+ ~l0 -1 0|1 10 z]
-1 1 —2(0 0 1 + 0 1 =310 1
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1 0 —-1|1 0 10 -1|1 0 0
~10 1 =3|1 0 1 ~ (0 1 =-3|11 0 1
0—10110]+ 00 —=3/2 1 1) |:(-3)
1 0 -1| 1 0 0 + 1 0 0 /3 =13 —1/3
~10 1 =3 1 0 1 jJr ~10 1 0f -1 -1 0
0 0 1 [-23 —1/3 —1/3 3 0 0 1]-23 —1/3 —1/3
1 1 -1 -1
/rlzg -3 -3 0
-2 -1 -1

Bemerkung 6.20. Ergibt sich wihrend des Gauf-Algorithmus ein ,Versatz* der Zeilen

1

so muss die Zeilenstufenform eine Nullzeile aufweisen. Die Matrix kann dann nicht invertierbar sein
und man kann den Algorithmus vorzeitig abbrechen.

Satz 6.21 (ZASSENHAUS-Algorithmus). Seien U := (uq,...,us) < K™ und W = (wy,...,w) < K™,
Sei

b1 *
ton by *
0 C1
A= Us Us c K(s+t)x2n’ A\ _ : ’
w1 0 )
w0 0 O
0 O

wobei by, ..., bg,c1,...,c; € K™ mit by, # 0 # ¢;. Dann ist {b1,...,b;} eine Basis von U + W und
{c1,..., ¢} ist eine Basis von UNW.

Beweis. Wegen U + W = (uy,...,us,wy,... ,w/t\> ist {b1,...,bx} eine Basis von U + W nach [Satz 6.12|
Aufserdem ist jede Zeile der Form (0, ¢,,) von A eine Linearkombination der Zeilen von A, sagen wir

t

(0,em) =Y Ailus, us) + Y pj(wy,0)
=1

Jj=1

mit Ay, ..., g, f1, ..., 4t € K. Dies zeigt

s t
cm:Z)\iui = fz,ujwj ceUnNw
i=1 j=1
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fir m =1,...,1. Aufgrund der Zeilenstufenform ist {ci,..., ¢} linear unabhéngig. Durch elementare

Spaltenoperationen iiberfithrt man A zu
0 (3]

0 ug

Wt 0

Aus [Bemerkung 6.13| folgt nun leicht rk(A) = dim U + dim W. Die Dimensionsformel liefert daher

o~

dim(U N W) = dim U + dim W — dim(U + W) = rk(A) — k = tk(A) — k = L.

Also ist {c1,...,¢} eine Basis von U NW. O

Beispiel 6.22. Sei U := ((1,1,1,0),(0,—4,1,5)) und W := ((0, -2, 1,2), (1, —1, 1, 3)). Wie iiblich muss
man nicht alle Schritte des Gauf-Algorithmus durchfithren:

1 1. 101 1 10 1 110 1 1 1 0
0 -4 150 415 0212 0 0 0 0
02120 0 00 ]0o 415 0 -4 1 5
1 -1 130 0 00 0 -2 03 -1 -1 -1 0
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
0 -2 1 2 0 0 0 0 -2 1 2 0 0 0 0
“1lo 0o -1 1 0 -4 1 57 7]lo 0 =11 0 -4 1 5
00 -1 1 -1 -1 —1 0 00 0 0 -1 3 -2 -5

Es folgt U + W = ((1,1,1,0), (0,-2,1,2),(0,0,—1,1)) und U N W = ((—1,3, -2, —5)).

7 Lineare Abbildungen

7.1 Definitionen und Beispiele

Bemerkung 7.1. Um verschiedene Vektorraume V' und W in Beziehung zu setzen, studieren wir
Abbildungen V' — W, die Addition und Skalarmultiplikation ,respektieren®. Es wird sich zeigen, dass
solche Abbildungen durch Matrizen beschrieben werden kénnen.

Definition 7.2. Eine Abbildung f: V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W heiftt linear oder
Homomorphismus, falls fiir alle u,v € V und A € K gilt:

[fQut0) = Af(u) + f(v).]

Die Menge der linearen Abbildungen V' — W wird mit Hom(V, W) bezeichnet. Ist f linear und bijektiv,
so nennt man f einen Isomorphismus. Ggf. nennt man V und W isomorph und schreibt V = W.

Bemerkung 7.3.

(a) Eine Abbildung f: V — W ist genau dann linear, wenn

flutw) = f(u)+ f(v),
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fAu) = Af(u)

fiir alle u,v € V und A € K gilt (setze A = 1 bzw. v = 0 in |Definition 7.2; vgl. [Bemerkung 3.12)).

Isomorphe Vektorrdaume unterscheiden sich daher nur durch die Benennung ihrer Elemente.

(b) Fiir f € Hom(V, W) gilt

f(Ov) = f(0k - Ov) = Ok f(Ov) = Ow.

Beispiel 7.4.

(a) Die Nullabbildung 0: V. — W, v — O ist stets linear. Die Identitéit idy: V — V ist ein
Isomorphismus.

(b) Fiir f € Hom(V, W) und U <V ist die Einschrénkung f|;; linear. Insbesondere ist die Inklusions-
abbildung U — V als Einschrankung von idy linear.

(¢) Fir n < m ist die Projektion K™ — K", (x1,...,Zm) — (21,...,2,) ein surjektiver Homomor-
phismus. Die Projektion R? — R? reduziert ein 3-dimensionales Objekt auf seinen ,Schatten®:

QD =

(d) Sei f: R — R linear und a := f(1). Fiir x € R gilt f(z) = f(21) = 2f(1) = azx. Der Graph von
f beschreibt daher eine Gerade durch den Koordinatenursprung. Achtung: In der Schulmathe-

matik werden mitunter auch Funktionen der Form f(x) = ax + b als ,linear” bezeichnet (solche
Abbildungen heifen affin”7).

(e) Fiir A € K™ ™ ist die Abbildung K™*! — K™*! 2+ Ax nach linear. Wir zeigen in
Satz 7.16, dass jede lineare Abbildung (nach Basiswahl) diese Form besitzt.

(f) Die Transposition K™ — K™ A — A® ist ein Isomorphismus.

Lemma 7.5. Fir f € Hom(V,W), V;

) Vound Wy < W st f(Vi) < W und f~1(Wy) < V.
Insbesondere ist f(V) < W und Ker(f) :=

<
fHop) < v

Beweis. Wegen 0 = f(0) € f(V4)ist f(V1) # @. Fiiru,v € Vi und X € Kgilt A (u)+f(v) = f(/\u—HJ) €
f(V1). Dies zeigt f(V1) < W (Bemerkung 3.12). Wegen 0 € f~1({0}) C f~1(W}) ist auch f_ (W) # 2.
Fiir u,w € f~}(W1) und A € K gilt f(Ou+w) = Af(u) + f(w) € Wi, d.h. Au+w € f~1(W;). Dies
zeigt f~H(W) < V. O

Definition 7.6. In der Situation von nennt man Ker(f) den Kern von f und

rk(f) := dim f(V)

den Rang von f. Fiir A € K™™ sei Ker(A) := {x € K™*!: Az = 0} der Kern von A.

*"Ein Beispiel ist die Umrechnung von Grad Celsius nach Fahrenheit: f(z) = 2z 4 32.

40



Lemma 7.7. Genau dann ist f € Hom(V, W) injektiv, wenn Ker(f) = {0}. Ggf. ist V. — f(V),

v f(v) ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f injektiv und v € Ker(f). Aus f(v) = 0 = f(0) folgt v = 0, d.h. Ker(f) = {0}. Sei
umgekehrt Ker(f) = {0} und u,v € V mit f(u) = f(v). Dann ist f(u —v) = f(u) — f(v) = 0, also

u—v € Ker(f) = {0}. Daher ist u = v und f ist injektiv. Die zweite Aussage ist trivial.

O

Satz 7.8. Seien V und W Vektorraume. Sei by,...,b, eine Basis von V und seien c1,...,c, € W
beliebig. Dann existiert genau eine lineare Abbildung f: V — W mit f(b;) = ¢; firi=1,...,n. Dabei

qilt:
(a) f ist injektiv, genau dann wenn ci,...,c, linear unabhdngig sind.
(b) f ist surjektiv, genau dann wenn W = (c1,...,¢p).
(c) f ist ein Isomorphismus, genau dann wenn ci,...,c, eine Basis von W ist.

Beweis. Jedes u € V lisst sich eindeutig in der Form u = »" ;| A\;b; schreiben. Wir definieren
n
flu) = Z)‘ici ew.
i=1

Firv=>"", ub; und p € K gilt

n n n

flpu+v) = f(Z(p)\i + Mi)bi> = Z(P)\i + pi)ei = PZ Aici + ZMM = pf(u) + f(v).

=1 =1 =1 =1

Also ist f linear mit f(b;) = ¢; fir i = 1,...,n. Ist auch g € Hom(V, W) mit g(b;) = ¢; fiir i = 1,. ..

so gilt
g(u) =Y Nig(bs) =D Xici = Y Aif(bi) = f(u)
i=1 i=1 i=1

fiir alle w € V. Also ist g = f und f ist eindeutig bestimmt.
(a) Sei f injektiv und > 7" | Aic; = 0 fiir A; € K. Dann ist

f(Z; )\ibi> - Z; Aici = 0.

Aus folgt >, Aibi € Ker(f) = {0}. Da by,...,b, linecar unabhéngig sind, erhélt

man Ay =... = A\, = 0. Also sind ¢, ..., ¢, linear unabhéngig. Seien nun umgekehrt cy, ..

-y Cn

linear unabhéngig und w := )" | \;b; € Ker(f). Dann ist ) ;" ; A\j¢; = f(u) = 0 und man erhélt

Al =...= A, =0. Daher ist v = 0 und Ker(f) = {0}. Nach ist f injektiv.
(b) Sei f surjektiv und w € W. Dann existiert ein v = " | A\;b; € V mit f(v) = w. Es folgt

w= f(v) = Z)‘ici €(c1y...,Cn).
i=1

Sei umgekehrt W = (c1,...,¢,) und w € W. Dann existieren A\; € K mit w = > " | Ai¢;. Fiir

vi=y"  \b; € Vogilt dann f(v) = w, d.h. f ist surjektiv.
(¢) Folgt aus [(a)] und [(b)]
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Bemerkung 7.9. Sei f € Hom(V, W). Im Fall dim V' < dim W ist f nicht surjektiv, denn das Bild
einer Basis von V kann kein Erzeugendensystem von W sein. Im Fall dim V' > dim W ist f nicht
injektiv, denn das Bild einer Basis kann nicht linear unabhéngig sein. Fiir dim V' = dim W erhélt man

f injektiv <= f surjektiv <= f bijektiv

(vgl. Bemerkung 2.6(d))).

Satz 7.10. Zwei K-Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben.
Insbesondere ist jeder n-dimensionale K -Vektorraum zu K™ isomorph.

Beweis. Sei f: V — W ein Isomorphismus von Vektorrdumen und B eine Basis von V. Nach
ist f(B) eine Basis von W. Also gilt dimV = |B| = |f(B)| = dim W. Haben umgekehrt V' und W
die gleiche Dimension, so gibt es Basen {b;,...,b,} und {c1,...,¢,} von V bzw. W. Nach

existiert ein Isomorphismus f: V' — W mit f(b;) = ¢; fir i = 1,...,n. Die zweite Behauptung folgt aus
dim K" = n. Einen expliziten Isomorphismus erhélt man durch die Koordinatendarstellung V' — K",
v — plv] (sie bildet B auf die Standardbasis von K™ ab). O

Beispiel 7.11. Obwohl Q und Q? gleichméchtig sind, gilt Q 2 Q2 nach [Satz 7.10|

7.2 Darstellungsmatrizen
Satz 7.12. Fir K-Vektorraume V und W ist auch Hom(V, W) ein K-Vektorraum via
(f +9)(w) = fv) + g(v),
(Af)(v) == Af(v)
frge Hom(V,\W), A€ K undv € V.

Beweis. Der Beweis benutzt nur die Vektorraumaxiome von W. Seien f, g, h € Hom(V, W), u,v € V
und A, p € K. Wir miissen zuerst zeigen, dass die angegebenen Verkniipfungen wohldefiniert sind.
Wegen

(f +9)(pu+v) = f(pu+v) + g(pu +v) = pf(u) + f(v) + pg(u) + g(v) = p(f + g)(u) + (f + g)(v),
(AN (pu+v) = M (pu +v) = Muf(u) + f(v) = pAf(u) + Af(v) = p(Af)(w) + (Af)(v)

sind f 4+ g und Af in der Tat linear. Auferdem gilt

(f+(g+h)(w) = f(v)+ (g+h)(v) = f(v) + (9(v) + h(v)) = (f(v) + g(v)) + h(v)
= (f+9)(w) + h(v) = ((f +9) + h)(v).
Dies zeigt f+ (¢ +h) = (f + g) + h. Die Nullabbildung ist das neutrale Element bzgl. +. Die Abbildung

—f:=(—1)f ist invers zu f bzgl. +. Schlieflich gilt offenbar auch f+¢g = g+ f. Somit ist (Hom(V, W), +)
eine abelsche Gruppe. Die Regeln der Skalarmultiplikation iiberpriift man ebenso leicht. 0

Definition 7.13. Seien V und W Vektorraume mit Basen B = {b1,...,b,} bzw. C = {c1,..., ¢}
Sei f € Hom(V,W) und f(b;) = >_i_; ajicj mit aj; € K firi=1,...,m.

(a) Man nennt ¢[f]p := (a;;) € K™™ die Darstellungsmatriz von f bzgl. B und C.
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(b) Im Fall V=W und f = idy nennt man ¢Ap = ¢[idy|p die Basiswechselmatriz bzgl. B und C.

(c) Sind B und C die Standardbasen von V' = K™ und W = K", so setzt man [f] = ¢|[f]B.
Merkregel: Die Spalten von [f] sind die Bilder der Standardbasis.

Bemerkung 7.14. In der Situation von gilt pAp = 1.

Beispiel 7.15. Die Abbildung
f:R? 5 R3, (z,y) — (2 — y,y, —3x)

ist linear mit Matrix

2 -1
/=10 1
-3 0

Offenbar sind B := {(1, —-1), (0,2)} und C := {(1, 1,1),(0,—1,1), (1,0, 1)} Basen von R? bzw. R3.
Wegen

f(1,-1)=(3,-1,-3) = —7(1,1,1) — 6(0, —1,1) + 10(1, 0, 1),
£(0,2) = (=2,2,0) = 4(1,1,1) + 2(0, —1,1) — 6(1,0,1)

ergibt sich

-7 4
clfle=1-6 2
10 -6

(im Zweifel miissen Sie die Eintrage durch ein Gleichungssystem bestimmen).

Satz 7.16. Sei V ein m-dimensionaler Vektorraum mit Basis B und sei W ein n-dimensionaler
Vektorraum mit Basis C. Dann ist die Abbildung

cl]p: Hom(V,W) — K™, f=clflB

ein Isomorphismus mit

|4 w

clf()' = clflppl) 5[] ol

Km N KTL

clfls

fir alle v € V. Insbesondere ist tk(f) = rk(c[f]B).
Beweis. Sei B = {b1,...,bp} und C = {c1,...,c,}. Nach ist ¢[.|p eine Bijektion. Seien
f,9 € Hom(V, W) mit ¢[f]g = (a;j) und ¢[g]lp = (b;;). Firi =1,...,m und A € K gilt

n

Af +9)(bi) = Af(bi) + g(bi) = XY ajicj + > bjici = Y _(Aaji + bji)e;.
j=1 j=1

=1

43



Dies zeigt ¢[Af + gl = Ac|fls + clg]B. Also ist ¢[.]p ein Isomorphismus. Sei v = )" | v;b;. Dann ist

F@)=> wif(bs) = vy ajic; = Z<Z ajivi)cj
i1 i=1 j=1 j=1 =1

und es folgt
clflsslv]' = (Z aji“i); = clf()]".
i=1

Offenbar ist g[b;] = e; der i-te Standardbasisvektor. Also ist ¢[f(b;)] = ¢[f]Bp[bi]" die i-te Spalte von
clf]lB- Da ¢].] ein Isomorphismus ist, gilt

rk(f) = dim(f(b1), ..., f(bm)) = dim(c[f(b1)],- .., c[f(bm)]) = rk(c[f]B)- O

Bemerkung 7.17. Fiir V =W und f = idy erhélt man ¢[v]' = cAgp[v]'. Fir f: K™ — K™ gilt
f(v)* = [f]v* bzgl. der Standardbasen.

Beispiel 7.18. Seien f, B und C wie in [Beispiel 7.15| Fiir v := (2,4) = 2(1, —1) + 3(0,2) € R? gilt

Kontrolle: —2(1,1,1) — 6(0,—1,1) +2(1,0,1) = (0,4, —6) = f(v).

Satz 7.19. Seien U, V und W Vektorrdume mit Basen B, C bzw. D. Seien f € Hom(U,V) und
g € Hom(V,W). Dann ist go f € Hom(U, W) mit

[plgo f5 = plgleclfls |

Beweis. Fiir u,u’ € U und \ € K gilt

(g0 /)u+u) =g\ f(w) + f(u) = Ag(f(w)) + g(f(u)) = Mg o f)(u) + (g0 f)(u),

d.h. gof € Hom(U,W). Sei B = {b1,...,bp}, C ={c1,...,cp}und D = {dy,...,d}. Sei ¢[f]p = (aij)
und plg]c = (bi;). Dann gilt

n n n k k n
(g o f)(bz) = g(Z ajicj) = Zaﬂg(cj) = Z ajj Zbljdl = Z(Z blj(lji>dl.
j=1 j=1 j=1 =1 =1 j=1
Darin ist 377, bjjaj; der Eintrag von plglcc(f]p an Position (I,i) wie gewiinscht. O

Bemerkung 7.20. Merkregel: Die Komposition von linearen Abbildungen entspricht der Multiplikation
von Matrizen.
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Beispiel 7.21. Seien f, B und C wie in [Beispiel 7.15| Sei ¢ € Hom(R?,R?) mit Matrix glg]c =
—(‘rf 1(/)2 %) Dann gilt
3 0 2\( -2 :
Blgo flp = Blglcclfle = - |4 s 1 —6 2 | =1y = glidge]s,
10 —6
d.h. go f = idp2. Umgekehrt ist f o g # idgs, denn f kann nicht surjektiv sein.

Folgerung 7.22. Sei f: V — W ein Isomorphismus zwischen Vektorrdumen V und W mit Basen
B bazw. C. Dann ist f~': W — V ein Isomorphismus mit | g[f ‘|c = c[f]g" | Im Fall V.= W ist

cAL' = pAc.
Beweis. Fir u,w € W und A € K gilt

FHOu+w) = fTHA(FH W) + F(FH(w)
=T ) + 7 w) = A (W) + T (w),

d.h. f~t € Hom(W, V). Aus [Satz 7.19| folgt

clflsslf e = clidwle = cAc =1,
und g[f Yo = c[f]gl. Die zweite Aussage folgt mit f = idy. O]
Bemerkung 7.23. Die Isomorphismen f: V — V bilden die allgemeine lineare Gruppe GL(V'). Sie

entsprechen genau den invertierbaren Matrizen, d. h. g[.]p: GL(V) — GL(n, K) ist ein Isomorphismus
von Gruppen (anstatt von Vektorrdumen).

Folgerung 7.24 (Basiswechsel). Seien B, B' Basen von'V und C,C’ Basen von W. Fiir f € Hom(V, W)
qgilt

‘C’[f]B’ = cAcclflspAp:. ‘

Im FallV =W ist

' fl = B AsslflEp AL

Beweis. Aus folgt
cAcclflppAp = crlidw]cclflpalidv]s = clidw]cclfle = c[f]B-

Fir V=W, C = B und C' = B’ erhilt man B’[f]B’ = B’ABB[]C]BBAB’ = B/ABB[f]BB’Agl mit
Folgerung 7.22 [

Beispiel 7.25. Sei wieder f: R? — R? wie in|Beispiel 7.15 Wir ersetzen die Basis B = {(1,—1),(0,2)}

durch B’ := {(0,1),(1,1)}. Wegen (0,1) = 0(1,—1) + 5(0,2) und (1,1) = (1,—1) + (0,2

(0,2) gilt
7 4 2 -3
0 1 0 1
pAp = <1/2 1) - clflp =clflsAs = I(? —26 <1/2 1> ) —13 44) |
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Bemerkung 7.26. Mit den obigen Sitzen kann abstrakte lineare Abbildungen durch konkrete Matrizen
ersetzen, indem man geeignete Basen wéhlt. Im néchsten Semester konstruieren wir spezielle Basen,
sodass die Darstellungsmatrizen moglichst ,einfache” Gestalt haben (zum Beispiel Diagonalmatrizen).
Dies beschleunigt Berechnungen.

Satz 7.27 (Rangsatz). Fir f € Hom(V,W) gilt

‘dimV =rk(f) —i—dimKer(f).‘

Beweis. Seien B und C' Basen von V bzw. W mit |B| = m und |C| = n. Nach [Satz 7.16|ist rk(f) =
rk(¢|[f]B) und

Ker(f) ={veV: f(v) =0} ={veV:cflppl] =0} = {z € K™ : c[f]pz = 0}.

Aus[Satz 6.6 folgt dim Ker(f) = m — rk(¢[f]5) = dim V — rk(f). O

Definition 7.28. Fiir A = (aj;);; € K™ nennen wir tr(A) := )" ; a;; die Spur von A. Dies ist die
Summe der Hauptdiagonaleintrige.

Lemma 7.29. Die Abbildung tr: K™" — K st linear mit tr(A*) = tr(A) und tr(AB) = tr(BA) fir
A, B e K=,

Beweis. Fir A = (ai;), B = (bj;) und A € K gilt
tI"()\A + B) = tr(()\aij + bij)i,j) = Z(/\au + b“) =\ Z Qi + Z by = )\tr(A) + tr(B).
i=1 i=1 i=1
Also ist tr linear. Da eine Spiegelung an der Hauptdiagonale diese selbst nicht #ndert, gilt tr(A®) = tr(A).
Auflerdem gilt
tI‘(AB) = Z Z aijbji = Z Z bjiaij = tI‘(BA) O

i=1 j=1 j=1i=1

Bemerkung 7.30. Sei V' ein Vektorraum mit Basis B und f € Hom(V,V). Dann nennen wir
tr(f) := tr(g[f]B) die Spur von f. Dies hingt nicht von der Wahl von B ab, denn ist auch B’ eine
Basis von V', so gilt

tr(p [f]B) tr((B’ABB[f]B)B’Al_gl) tr(BfAE;1 (gApalflB)) = tr(s[f]B).

Aufgaben
Die folgenden Aufgaben ergénzen die Vorlesungsinhalte und sind von den Hausiibungen unabhéngig.

Aufgabe 1. Welche der folgenden Aussagen sind wahr (bezogen auf das Jahr 2021)7
(a) Es gibt einen Monat mit 28 Tagen.
(b) Es gibt einen Monat mit genau 28 Tagen.
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(c) Es gibt genau einen Monat mit 28 Tagen.

(d) Es gibt genau einen Monat mit genau 28 Tagen.

Aufgabe 2. Seien 1 < a < b < 9 natiirliche Zahlen. Der Logiker (S)iegfried kennt nur die Summe a + b,
wihrend sein Kollege (P)etrus nur das Produkt ab kennt. Die beiden fiihren folgenden Dialog:

. ,Ich kenne a und b nicht.“ P:  Ich kenne a und b nicht.“
. ,JJch kenne a und b nicht.“ P: ,Ich kenne a und b nicht.*
: ,Ich kenne @ und b nicht.“ P:  Ich kenne a und b nicht.“
. ,Ich kenne a und b nicht.“ P:  Ich kenne @ und b nicht.“
: ,Ich kenne a und b nicht.“ P:  Jetzt kenne ich a und b!*

w2 U W

Bestimmen Sie daraus a und b.

Aufgabe 3. Fiir endliche Mengen A und B gilt |AU B| = |A| +|B| — |AN B| nach [Lemma 1.12| Finden

und beweisen Sie eine analoge Gleichung fiir drei endliche Mengen.

Aufgabe 4. Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion: Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist

n?.

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass N und N x N gleichméchtig sind.

Aufgabe 6. Die Potenzmenge einer Menge M ist definiert durch
P(M):={N:NC M}.

(a) Konstruieren Sie eine injektive Abbildung M — P(M).

(b) Zeigen Sie, dass |P(M)| = 21| gilt, falls M endlich ist.

(c) Zeigen Sie, dass M und P(M) nicht gleichméchtig sind (d.h. P(M) ist ,,grofker als M).
Hinweis: Nehmen Sie an, dass eine Bijektion f: M — P(M) existiert und betrachten Sie
A={xeM:xz¢ f(x)}.

Aufgabe 7. Sei U := {22+ 1: 2z € Z} U{0}. Untersuchen Sie, ob (U, +) eine Gruppe ist.

Aufgabe 8. Seien (G, x) und (H,o) Gruppen. Zeigen Sie, dass G x H mit der Verkniipfung

(g1,h1) - (92, h2) == (g1 * g2, h1 0 ha)

zu einer Gruppe wird.

Aufgabe 9. Konstruieren Sie einen Koérper mit drei Elementen.
Hinweis: Was ist 1 + 17

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass eine nichtleere Teilmenge U eines K-Vektorraums V genau dann ein
Unterraum ist, wenn fiir alle u,v € U und A € K gilt: A\u +v € U.
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Aufgabe 11. (DEDEKIND-Identitdt) Seien X,Y,Z Unterrdume eines Vektorraums V mit X C Z.
Zeigen Sie: (X +Y)NZ =X+ (Y NZ).
Aufgabe 12. Sei V ein Vektorraum, S CV und U, W < V. Zeigen Sie:

(a) (S) ist der Durchschnitt aller Unterraume von V', die S enthalten.

(b) U+W = (UUW).

() UUW <V <= UUW € {UW}.

Aufgabe 13. Seien u, v, w Vektoren eines Vektorraums V. Beweisen oder widerlegen Sie: Genau dann
ist {u, v, w} linear unabhéngig, wenn {u, v}, {u,w} und {v, w} linear unabhéngig sind.

Aufgabe 14. Offenbar ist R ein Q-Vektorraum, in dem die Skalarmultiplikation mit der iiblichen
Multiplikation in R {ibereinstimmt (dies miissen Sie nicht priifen). Zeigen Sie:

(a) 1 und /2 sind linear unabhiingig iiber Q.

(b) Q(v2) := (1,v/2) = Q + Qv/2 ist ein Korper mit den gleichen Verkniipfungen wie in R.

Aufgabe 15. Die direkte Berechnung eines Produkts zweier n x n-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;)
erfordert n® Multiplikationen von Kérperelementen (nimlich a;iby; fiir 1 < 4,7,k < n). STRASSEN fand
einen Weg wie man mit weniger Multiplikationen auskommt. Wir betrachten dafiir den Fall n = 2 und
die folgenden sieben Produkte:

c1 = (a1 + ag2)(bi1 + ba2), c2 = (a1 + a2)bi1, c3 = ay1(bi2 — ba2),
¢4 := aga(bar — b11), s = (a11 + a12)bag, ¢ = (a1 — a11)(bi1 + bi2),

cr = (a12 — azz)(b21 + b22).
(a) Der erste Eintrag von AB lasst sich in der Form
anbin +agbor =c1+ca — s+ o7

darstellen. Schreiben Sie auch die drei verbleibenden Eintridge von AB als Summen /Differenzen

von ¢y, ..., cr. Gegeniiber der direkten Matrizenmultiplikation hat man also eine Multiplikation
eingespart. Die Addition von Korperelementen ist aus computertheoretischer Sicht vernachlassig-
bar.

(b) Sei nun n = 2k. Fiihren Sie die Multiplikation AB auf sieben Matrixprodukte vom Format k x k
zuriick.

(c) Wie kénnte man vorgehen, wenn n ungerade ist?

Optimierungen des Strassen-Algorithmus fiir n x n-Matrizen bendtigen nur noch ca. n?31552 Multipli-
kationen von Korperelementen ]

Aufgabe 16. Seien A € K™™ B € K™% und C € K**!. Zur Berechnung von ABC kann man
entweder (AB)C oder A(BC) benutzen. Bestimmen Sie fiir beide Klammerungen die Anzahl der
benotigten Multiplikationen in Abhéngigkeit von n,m, k,l (ohne Beriicksichtigung von .
Welche Variante ist zu bevorzugen, wenn % + % < % + %?

28siehe |Quanta Magazine, 07.03.2024
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Aufgabe 17. Zeigen Sie:

(a) Das Vertauschen von zwei Zeilen einer Matrix lésst sich auch durch die beiden anderen elementaren
Zeilenoperationen realisieren.

(b) Durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen lésst sich jede Matrix A € K™*™ in die Form

( 1, Orx(mfr) ) )
O(nfr)xr O(nfr)x(mfr)

tiberfithren. Dabei ist r = rk(A).

(c) Jede n x n-Matrix ist ein Produkt von Matrizen der Form 1, + AE;; mit A € K und 1 <i,5 <n
(der Fall ¢ = j ist zugelassen).

Aufgabe 18. Seien A € Q"™ C R™™ und b € Q™*! C R"*!. Begriinden Sie:
(a) Der Rang von A tiber Q ist der Rang von A tiber R.
(b) Ist A iiber R invertierbar, so auch tiber Q.

(c) Besitzt das Gleichungssystem Ax = b eine Losung in R™*! so existiert auch eine Losung in

mel.

(d) Geben Sie ein Beispiel, in dem die Losungsmengen von Az = b tiber Q und R unterschiedlich sind.

Aufgabe 19. Seien f: U -V, g: V — W und h: W — X lineare Abbildungen.

(a) Zeigen Sie rk(g o f) 4+ rk(hog) <rk(g) +rk(h o go f) (FROBENIUS-Ungleichung).
Hinweis: Fiir g(V) = g(f(U)) @Y gilt h(g(V)) = h(g(f(U))) + h(Y).

(b) Folgern Sie [Lemma 5.15(a)| aus Teil [(a)]
(c) Zeigen Sie 1k(A) +1k(B) < rk(AB) +n fir A € K™ und B € K™% (SYLVESTER-Ungleichung).

Aufgabe 20. Zeigen Sie:

(a) Die Summe und das Produkt von oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen sind wieder obere (bzw.

untere) Dreiecksmatrizen (siehe [Definition 8.14]).

(b) Die Menge der invertierbaren oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen ist eine Gruppe bzgl.
Multiplikation.

Aufgabe 21. Zeigen Sie, dass A € K™*™ genau dann eine Skalarmatrix ist, wenn AB = BA fiir alle
B e K™*™ gilt.

Aufgabe 22. Sei A € GL(n, K). Zeigen Sie, dass man die Matrix ({}) € K?"*" durch elementare
Spaltenoperationen in die Form (15) iiberfithren kann. Dabei ist B = A1

Aufgabe 23. Seien U und W Unterrdume eines Vektorraums V mit U N W = {0}. Konstruieren Sie
einen Isomorphismus U x W — U ® W.

Aufgabe 24. Seien V und W Vektorrdume und f € Hom(V, W) injektiv. Zeigen Sie, dass eine
Abbildung g € Hom(W, V') mit g o f = idy existiert. Ist g eindeutig bestimmt?
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Aufgabe 25. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis by, . . ., b,. Man nennt V* := Hom(V, K') den Dualraum
von V. Firi =1,...,n sei b € V* mit b} (bj) = 0;;. Zeigen Sie:

(a) by,...,b} ist eine Basis von V*. Man sie duale Basis bzgl. by, ..., by,.

(b) Fir f € Hom(V,W) sei f*: W* — V* ¢ +— o f die zu f duale Abbildung. Dann gilt
f* € Hom(W*, V*) und g«[f*]c+ = ¢[f]%, wobei B* und C* die zu B bzw. C' dualen Basen sind.
Bemerkung: Dies ist eine mogliche Interpretation der transponierten Matrix.
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Lineare Algebra Il

8 Eigenwerte und Eigenvektoren

8.1 Definitionen und Beispiele

Bemerkung 8.1. Im vergangenen Semester haben wir lineare Abbildungen f: V' — W zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorraumen V und W studiert. In diesem Semester nehmen wir stets V= W an.
Man spricht dann von Endomorphismen anstatt Homomorphismen und schreibt End(V') := Hom(V, V).
Durch Wahl einer geeigneten Basis B von V werden wir erreichen, dass p[f]p moglichst einfache Gestalt
hat [

Definition 8.2. Sei V' ein K-Vektorraum und f € End(V). Man nennt A € K einen Figenwert von f,
falls der Figenraum

BA(f) = {v € V: f(v) = M}

nicht der Nullraum ist. Ggf. nennt man dim F)(f) die geometrische Vielfachheit von \. Die Vektoren
v € Ex(f)\ {0} heifen Eigenvektoren zum Eigenwert A.

Bemerkung 8.3.
(a) Fir v e V und X € K gilt

fw) = <= f(v)=X=0 < (f—Aid)(v) =0 < v € Ker(f — Aid).

Daher ist der Eigenraum E)(f) = Ker(f — Aid) tatséchlich ein Unterraum von V. Nach dem
Rangsatz ist dim V' — rk(f — Aid) die geometrische Vielfachheit von .

(b) Sei B eine Basis von V, x := g[v]' € K™ und A := g[f]z. Dann gilt
f(v)=Xv B0 fpr=xr = (A—Al,)z=0.

Daher ldsst sich Ey(f) durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A — Al,,)z = 0 berechnen.
Wir sprechen dann auch von Eigenwerten, Eigenrdumen und Eigenvektoren von A.

(¢) Aus|Lemma 7.7| und [Bemerkung 7.9 folgt: f € End(V) ist genau dann ein Isomorphismus, wenn 0
kein Eigenwert von f ist.

Beispiel 8.4. Sei f € End(R?) mit

'Man findet stets Basen B,C von V, sodass ¢[f]s = diag(1,...,1,0,...,0) gilt. Das Produkt solcher Matrizen lisst
sich allerdings nicht sinnvoll interpretieren.
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Zieht man A\ = 1 auf der Hauptdiagonale ab, so erhélt man eine Matrix vom Rang 1 mit drei identischen
Zeilen. Offenbar bilden by := (1,0, —1) und be := (0,1, —1) eine Basis von E;(f). Insbesondere hat
A = 1 geometrische Vielfachheit 2. Da die Zeilensummen von A konstant sind, ist b3 := (1,1,1) ein
Eigenvektor zum Eigenwert A = 4. Nun ist B := {b1, ba, b3} eine Basis von R3 mit g[f]p = diag(1,1,4).
Damit berechnet man leicht g[f o f o f]p = p[f]} = diag(1,1,4)3 = diag(1,1,64).

8.2 Diagonalisierbarkeit

Definition 8.5. Man nennt f € End(V') diagonalisierbar, falls eine Basis B von V' existiert, sodass g[f]n
eine Diagonalmatrix ist. Eine Matrix A € K™*" heift diagonalisierbar, falls eine Matrix S € GL(n, K)
existiert, sodass S~'AS eine Diagonalmatrix ist.

Bemerkung 8.6. Offenbar ist f € End(V) genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus
Eigenvektoren von f besitzt. Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn die entsprechende

lineare Abbildung f: K™ — K™*! z — Az diagonalisierbar ist (Folgerung 7.24)).

Beispiel 8.7.
(a) Die Abbildung aus [Beispiel 8.4|ist diagonalisierbar.
(b) Diagonalmatrizen sind offensichtlich diagonalisierbar (wéhle S = 1,).

(c) Sei A:=(J}) e K**2. Da A— Al fiir A # 0 vollen Rang hat, ist A = 0 der einzige Eigenwert von
A. Wegen Ey(A) = ((1,0)) existiert keine Basis aus Eigenvektoren und A ist nicht diagonalisierbar.

(d) Sei A:=(92) € Q*? und A € Q. Dann ist
- 2 + 0 2— )2
A_M2_<1 —/\> T, ”(1 —A )

Wegen /2 ¢ Q (Beispiel 1.11)) ist 2 — A2 # 0. Also besitzt A keinen Eigenwert iiber Q und kann
nicht diagonalisierbar sein. Andererseits ist A als R?*?-Matrix diagonalisierbar (Beispiel 8.13)).

Definition 8.8. Wir haben in |Definition 4.2 die (direkte) Summe U + W (bzw. U & W) von zwei
Unterrdumen U, W <V eingefiihrt. Fiir Uy, ...,U, <V definiert man induktiv

U+..4U,=U1+...4Up-1)+ U, < V.

Offenbar besteht Uy + ... + U, aus den Elementen der Form uq + ...+ u, mit u; € U; firi =1,...,n.
Wir nennen die Summe direkt und schreiben Uy & ... ® U, fallsUy + ...+ U, 1 =U1® ... U,_1
und (Uy + ...+ Up—1) N U, = {0}. Handlicher ist die folgende Charakterisierung.

Lemma 8.9. Fir Unterriaume Uy, ..., U, eines Vektorraums V sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Uy +..4U0,=U1@...0U,.
(2) dim(U; + ...+ Uy) = dim(Uy) + ... + dim(U,).

(3) Jedes Element u € Uy + ...+ U, ldsst sich eindeutig in der Form uw = uy + ...+ u, mit u; € U;
firi=1,...,n schreiben.

(4) Istuy + ... +up =0 mitu; € U; firi=1,...,n, so folgt uy = ... =u, =0.
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Beweis.

(1)=(2): Fiir n =1 ist (2) trivial. Induktiv diirfen wir annehmen, dass (2) bereits fiir n — 1 gilt. Aus
dem Dimensionssatz folgt dann

dim(Uy + ...+ Uy,) =dim(Ui + ... + Up—1) + dim(U,) = dim(Uy) + . .. + dim(Uy,).
(2)=-(3): Sei B; eine Basis von Uj fiir i = 1,...,n. Dann ist B := By U...U B, ein Erzeugendensystem
von Uy + ...+ U,. Wegen

1B < |Bi| + ...+ |Bu| = &im(U1) + ... + dim(Uy) 2 dim(Uy + ... + Uy) < | B|

muss B auch eine Basis von Uj + ... + U, sein. Insbesondere ist jedes u € Uy + ... + U, eine
eindeutige Linearkombination von Elementen aus B. Daraus folgt auch die Eindeutigkeit der
Zerlegung v = uy + ... + u, mit u; € Uj;.

(3)=(4): Die beiden Zerlegungen des Nullvektors uj + ...+ u, = 04 ...+ 0 miissen nach (3) identisch
sein, d.h. uy =...=u, =0.

(4)=(1): Fir n = 1 ist nichts zu zeigen. Induktiv kénnen wir Uy + ... + Up—1 = U1 & ... ® U,—1
annehmen, denn die Voraussetzung (4) tibertréagt sich auf Uy, ..., Up—1. Seinun u = uj+.. . 4up—1 €
(U1 + ...+ Up—1) NU,. Dann ist

O=u1+...+uUp1—uvelh+...+U,

und (4) zeigt u = 0. Also gilt (1). O

Satz 8.10. Seien \1,..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte von f € End(V). Dann gilt

Ex,(f)+...+E\ () =Ex(H®...® E\(f) < V. (8.1)

Insbesondere ist k < dim V.

Beweis. Induktion nach k: Fir £ = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also £ > 2 und (8.1) fiir £ — 1 bereits
bewiesen. Seien v; € Ej, (f) mit v; + ... + vy = 0. Dann gilt

0=f(or+...4vk) = Meg(vr+ ...+ oK) = Ao + .o+ AU — AU — oo — AUk
= (A1 —=Ap)v1 4+ .o+ (A1 — Ap)vk—1 € By, (fHie...® EAk,l(f)‘
Aus [Lemma 8.9 folgt (A; — Ag)v; =0 fiiri =1,...,k— 1. Wegen \; # A\, gilt v1 = ... = vp_1 = 0.
Schliefslich ist auch vy = v1 + ...+ vx = 0. Nun ergibt sich (8.1) aus Die letzte Behauptung
folgt aus dim E)y,(f) > 1 firi =1,...,k. O

Bemerkung 8.11. Merkregel: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

Folgerung 8.12. Besitzt A € K™*™ genau n verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar.

Beweis. Fiir die verschiedenen Eigenwerte A1,..., A, von A gilt
dim(Ey, (A) @ ... ® Ey, (A)) = dim(Ey, (A)) + ... +dim(Ey, (A)) > n = dim K™*!

nach [Satz 8.10] Dies zeigt Ey,(A) @ ... ® E),(A) = K™ Insbesondere besitzt K™*! eine Basis aus
Eigenvektoren von A. O
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Beispiel 8.13.

(a) Die Einheitsmatrix zeigt, dass die Umkehrung von [Folgerung 8.12| falsch ist. Wir leiten spéter
eine genaue Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit her (Satz 10.28]).

(b) Die Matrix A := (93) € R**? aus [Beispiel 8.7 besitzt die Eigenwerte +£1/2 und ist daher

diagonalisierbar. Wir zeigen iiber den Umweg der Determinante, dass die Eigenwerte jeder Matrix
Nullstellen von Polynomen mit Koeffizienten in K sind (Satz 10.26]).

Definition 8.14. Man nennt A = (a;;) € K™ eine (obereED Dreiecksmatriz, falls alle Eintrage
unterhalb der Hauptdiagonalen verschwinden, d.h. a;; = 0 fiir alle > j:

A=

Beispiel 8.15. Sei A = (a;;) € K"*" eine obere Dreiecksmatrix. Fiir A € {a11,...,an,} hat A — A1,
nicht vollen Rang, denn beim Gauf-Algorithmus tritt ein Versatz der Zeilen auf (Bemerkung 6.20)).
Ist andererseits A ¢ {ai1,...,ann}, so sind die Hauptdiagonaleintrage von A — A1,, alle ungleich 0.
Daher hat A — A1,, vollen Rang. Dies zeigt, dass die Eigenwerte von A genau die Eintrage auf der
Hauptdiagonale sind. Insbesondere ist A diagonalisierbar, wenn a1, ..., a,, paarweise verschieden sind.

9 Determinanten

9.1 Rekursive Definition

Bemerkung 9.1.

(a) Mathematiker versuchen oft komplizierte Objekte (wie f € End(V')) durch einfachere (wie rk(f)
oder tr(f)) zu ersetzen, um wesentliche Informationen sichtbar zu machen. So haben wir in
Lemma 5.15| gesehen, dass rk(f) Riickschluss iiber die Bijektivitat von f liefert, sofern man dim V'
kennt. Man nennt solche Gréfen Invarianten, wenn sie unter ,natiirlichen Umformungen (wie
Basiswechsel) unverandert bleiben. Wir definieren in diesem Abschnitt als weitere Invariante
die Determinante det(f). Wir zeigen, dass f genau dann bijektiv ist, wenn det(f) # 0 gilt (im
Gegensatz zu rk(f) héngt diese Kriterium nicht mehr von dim(V') abEI)

(b) In der Maftheorie versucht man moglichst vielen Mengen S C R™ ein ,Volumen“ vol(S) € R>
zuzuordnen. Sei f: R™ — R" linear. Die in |(a)| beschriebene Zahl det(f) misst wie sehr sich das
Volumen durch Anwenden von f verdndert, d. h. es gilt vol(f(S)) = |det(f)| vol(S) sofern vol(S)
definiert ist. Dem n-dimensionalen Hyperwiirfel

H = {(ml,...,xn) ER”:Vi:ngigl}
wird das Volumen vol(H) = 1 zugewiesen. Daraus folgt

|det(f)| = vol(f(H)).

Das Vorzeichen von det(f) beschreibt, ob f orientierungserhaltend (Beispiel: Drehung) oder
orientierungsumkehrend (Beispiel: Spiegelung) ist. Mehr dazu in [Beispiel 11.21]

2 Analog definiert man untere Dreiecksmatrizen.
3Aus dem realen Leben: Wenn Sie Probleme haben sich das Alter einer Person zu merken, merken Sie sich stattdessen
das Geburtsjahr, denn diese Invariante &ndert sich nicht jedes Jahr.
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b) und w = f(e2) = (¢,d), d.h. [f] = (£ 3)-

Beispiel 9.2. Sei f: R? — R2 mit v := f(e1) = (a, g
) 0 < z,y < 1} ist das von den Vektoren v und w

1)
Das Bild des (roten) Quadrats H = {(x,y) € R? :
(H)

aufgespannte (blaue) Parallelogramm f

Die Flache von f(H) ist
vol(f(H)) = (a+¢)(b+ d) — 2bc — ab — cd = ad — be.

Die Fléche ist genau dann 0, wenn v und w auf einer Geraden liegen, also linear abhingig sind. Dies ist
dquivalent zu rk(f) < 1.

Definition 9.3. Sei A = (a;5) € K™*" und 1 < s,¢t < n. Durch Streichen der s-ten Zeile und ¢-ten
Spalte von A entsteht die Matrix Ay € K™~ D*(=1) Die Determmant von A ist rekursiv definiert:

ai falls n =1,
det(A) = n )
A Z(_l)HlCLiI det(A;1) falls n > 2.
i=1

Beispiel 9.4.

(a) Fiir n = 2 erhalt man

det <Cb‘ 2) = adet(Ay;) — bdet(As) = ad — be

(vgl. |Beispiel 9.2)).

(b) Fiir jede obere Dreiecksmatrix A = (aj;) gilt det(A) = ai1...any. Dies ist klar fiir n = 1. Sei
induktiv die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Da A1; auch eine obere Dreiecksmatrix ist,
folgt

n

det(A) = Z(—l)“‘laﬂ det(Aﬂ) = a1l det(AH) = a11a22 ...0anpn-
i=1
Da man mit dem Gaufs-Algorithmus jede Matrix in eine obere Dreiecksmatrix iiberfiihren kann,
sollten wir untersuchen wie sich die Determinante bei elementaren Zeilenoperationen veréndert.

Lemma 9.5. Die Abbildung det: K™*"™ — K ist linear in jeder Zeile, d. h. fir ai,...,a,,b € K™,
AeEK und 1l <k<n gilt
ay ai ai

det | dap +b| =Xdet | ap | +det | b

Gn Gn an

*In manchen Biichern schreibt man |A| anstelle von det(A). Das kann aber mit einer Matrixnorm verwechselt werden.
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Beweis. Sei a; = (aj1,...,a;n) und b = (by,...,b,). Fir ¢ € K™ sei M(c) die Matrix mit Zeilen
GlyeeeyQl—1,C0ft1,...,0n. Firn=11ist k =1 und

det (M()\Cn + b)) = Aaj1 + by = Adet(M(ay)) + det(M (b))

wie behauptet. Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Streichen der k-ten Zeile
ergibt
M()\ak + b)kl = M(ak)kl = M(b)kl

Es folgt
det (M (Xag + b)) = (—=1)* T (Aags + b1) det (M (Aay, + b)g1) + Y _(—1)" i det (M (Aag + b)ir)
ik
= A(=1)*"tag; det(M(ag)p1) + (—1)*T1by det(M(b)g1)
+) (=1 i (A det(M (ag)ir) + det(M(b)i1))

ik

=AY (=1 ai det(M(ap)i) + (1) by det (M (b)g1) + > _(=1)"azy det(M(b)i1)
i=1 1#k

= Adet(M (ay,)) + det(M(b)). O

Satz 9.6. Fir A € K™*" gilt:
(a) Durch Multiplikation einer Zeile von A mit X € K wird auch det(A) mit A multipliziert.
(b) Vertauschen von zwei Zeilen von A dndert das Vorzeichen von det(A).

(c) Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile von A dndert det(A) nicht.

Beweis.

(a) Setzt man zunédchst A = 1 und b = 0 in [Lemma 9.5 so sicht man, dass die Determinante
verschwindet, wenn A eine Nullzeile besitzt. Die Behauptung folgt nun, indem man A beliebig

und b = 0 in [Cemma 9.5 wihlt.

(b) Hier ist n > 2. Seien ay,...,a, die Zeilen von A und s < t. Vertauschen von as und a; liefert die
Matrix A’. Fir n = 2 ist (s,t) = (1,2) und

a a
det(A’) = det < = 22) = a21a12 — ag20a11 = —(a11a22 — a12a21) = — det(A)
ailr a2

nach [Beispiel 9.4] Sei nun die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Fiir s # i # t entsteht A},
durch Zeilentausch aus A;;. Also ist det(Af;) = —det(A;1). Andererseits entsteht A%, aus Ap
durch die Vertauschungen as <> asy1 <> asy2 <> ... <> ay—1:

a Qg1 .
As+1 j :
a :
A 1= . ~ s+2 ~ ~ = /
t ce at—1 sl
a1 s
at—1 at+1
a+1 a
t+1
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Dies zeigt det(A%;) = (—1)!"*"!det(Ayn). Analog ist det(A};) = (—1)""5"det(As1). Wegen
(=)7L = (=1)*7t! ergibt sich

det(A") = (=1)*tay det(ALy) 4+ (—1)"ag det(A};) + Z (—1)"a;; det(AL)
i¢{s,t}
= (—1)an det(Ap) + (—1)%aq det(Aq) + > (—1)'ai det(A;)
1¢{s,t}

- Zn:(—l)”lau det(Ai1) = —det(A).
i=1

(c) Wir addieren Aay zu Zeile a; mit k # [ und erhalten

ai
: ak
det | a; + Aag det(A) + Adet
: a

an

Es gentigt also det(A) = 0 zu zeigen, falls A zwei identische Zeilen besitztE] Fiir n = 2 gilt

a b

det(A) = det (a b) =ab—ba=0.

Sei nun n > 3. Nach @ konnen wir annehmen, dass die ersten beiden Zeilen von A identisch
sind. Dann hat A;; fiir i > 3 ebenfalls zwei identische Zeilen. Mit Induktion nach n folgt

n

det(A) = Z(—l)i+1ail det(Aﬂ) = all det(An) — a21 det(Agl) =0. O
=1
Beispiel 9.7.
—4 -2 =2\ |:(=2) 2 1 1 —3 44 2 1 1
det | 6 3 2 =—2det |6 3 2 ]-‘r =—2det |0 0 -1 2

8 7 6 8 7 6 + 03 2

2 1 1 -
=2det [0 3 2 |12

0 0 -1

Bemerkung 9.8. Fiir A € K™" und X\ € K gilt ’det()\A) = A\'det(A),
mit A multipliziert.

denn jede der n Zeilen wird

SFir K = Q folgt dies sofort aus aber nicht fir K = Fo.
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9.2 Eigenschaften

Satz 9.9. Fir A € K™*™ gilt

A invertierbar <= tk(A) =n <= det(A) #0.
Beweis. Die erste Aquivalenz stammt aus [Lemma 5.15, Da die Zeilenstufenform A eine obere Dreiecks-
matrix ist, gilt

det(A) #0 Z& get(A) 20 EL A=1, — 1k(A4) = 1k(A) = n. O

Satz 9.10 (Determinantensatz). Fir A, B € K™*" gz’lt‘det(AB) = det(A) det(B).‘

Beweis. Ist det(A) = 0, so folgt rk(AB) < rk(A) < n aus [Lemma 5.15] Dann ist auch det(AB) = 0
nach Wir koénnen also A € GL(n, K) annehmen. Nach [Folgerung 6.18] ist A ein Produkt
von Elementarmatrizen, sagen wir A = Ay ... Ag. Sei M € K"*" beliebig. Fiir die drei Arten von
elementaren Zeilenoperationen gilt jeweils

Adet(M)
det(A;M) = ¢ —det(M) » = det(A4;1,,) det(M) = det(A;) det(M)
det (M)
nach Insgesamt folgt
det(AB) = det(A1 - AkB) = det(Al) det(AQ - AkB) =...= det(A1> - det(Ak) det(B)
=...=det(A1)det(As... Ag)det(B) = det(A) det(B). O

Folgerung 9.11.

(a) Fir A€ K™ gilt |det(A") = det(A).

(b) Fiir A € GL(n, K) gilt | det(A™') = det(A4)~".

Bewezs.

(a) Wegen rk(A) = rk(A") kénnen wir annehmen, dass A invertierbar ist (anderenfalls ist det(A) =
0 = det(A")). Wieder ist A ein Produkt von Elementarmatrizen A = A ... Aj. Fiir die ersten
beiden Zeilenoperationen gilt AY = A;. Fiir die dritte Zeilenoperation ist det(4;) =1 = det(A}).

Dies zeigt
det(A) B det(AL ... AY) = det(AL) ... det(AY) = det(Ay) . .. det(A;)
= det(Al) - det(Ak) = det(Al - Ak) = det(A).
(b) Die Behauptung folgt aus det(A)det(A™!) = det(AA™!) = det(1,,) = 1. O

Bemerkung 9.12. Wegen det(A") = det(A) darf man bei der Berechnung von det(A) auch elementare
Spaltenoperationen benutzen.

Definition 9.13. Sei B eine Basis des K-Vektorraums V. Fiir f € End(V') definieren wir die Determi-
nante von f durch det(f) := det(5[f]5). Dies hangt nicht von der Wahl von B ab, denn ist auch B’
eine Basis von V, so gilt

det(p[ /1) det(p ApplflppAp ") = det(pAp) det(5[f]5) det(m Ap) ™" = det(p[f]p)-
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9.3 Laplace-Entwicklung

Satz 9.14 (LAPLACE-Entwicklung). Sein > 2 und A € K™". Fir 1 <k <mn gilt

n n

det(A) = (=) Fay det(Aix) =D (—1)"Fay; det(Ag,).
i=1 =1

Beweis. Seien ay,...,a, die Spalten von A. Nach [Bemerkung 9.12] gilt

det(~-- ap—1 Qg ) :—det(~-- p_o A Qp_1 ) =...
= (—1)FMdet (ax a1 - ag1 agpr o) = (DY (1) agp det(Aig).
i=1
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten, indem man det(A*) = det(A) benutzt. O

Bemerkung 9.15. Die Gleichungen in [Satz 9.14| nennt man Entwicklung nach der k-ten Spalte/Zeile.
Die Vorzeichen (—1)"* verteilen sich schachbrettartig:

Beispiel 9.16. Wie die meisten rekursiven Verfahren ist auch die Laplace-Entwicklung in der Regel
ineffizient. Sie eignet sich jedoch fiir sogenannte dinnbesetzte Matrizen, d. h. viele Eintrage sind 0. Wir
entwickeln zuerst nach der dritten Zeile und anschlieffend nach der zweiten Spalte:

1 2 -3 0
-2 0 1 2 120 -2 2
det =det| -2 0 2| =—2det =—-2-4=-8
0O 0 1 0 90 0 -2 0
-2 0 1 0

Definition 9.17. Fiir A € K™ " nennt man

T {11 falls n=1, ..

(=1) det(Aji))ij falls n > 1

die zu A komplementdire Matrix[f]

Satz 9.18. Fiir alle A € K™*" gilt ‘ AA = det(A)1, = AA. ‘ Insbesondere ist | A™! = falls

det(A) A,

A e GL(n, K).

Sauch Adjunkte genannt; Verwechslungsgefahr mit der adjungierten Matriz
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Beweis. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Sei also n > 2. Sei By; die Matrix, die aus A entsteht,
indem man die [-te Zeile durch die k-te Zeile ersetzt. Fiir k # [ hat By zwei identische Zeilen und es
folgt det(By;) = 0. Andererseits ist B = A. Sei AA = (¢;5). Entwicklung nach der [-ten Zeile von By,
ergibt

Okl det(A) = det Bkl Z (Ik z+l det(Alz) = Ckl-

Dies zeigt AA = det(A)1,,. Die Gleichung AA = det(A)1,, zeigt man analog durch Entwicklung nach
einer Spalte. O

Beispiel 9.19. Fiir jede invertierbare 2 x 2-Matrix A := (CCL g) erhalt man

1 -~ 1 d —b
Al = A= :
det(A) ad — bc <—c a >

Bemerkung 9.20. Die Formel A=! = I t( )A hat fiir ,,groke” n mehr theoretische als praktische

Bedeutung (nutzen Sie zur Berechnung von A~1!). Ist beispielsweise A € Z™*", so ist
auch det(A)A~! = A € Z"™*". Insbesondere ist A=1 € Z"*", falls det(A) = +1. Aus dem Gauf-
Algorithmus ist diese Beobachtung nicht ersichtlich. Der néchste Satz liefert eine &hnliche Aussage fiir
Gleichungssysteme.

Satz 9.21 (CrRAMERsche Regel). Sei A € GL(n,K) und b € K™, Fiir k = 1,...,n sei A, die

Matriz, die aus A entsteht, indem man die k-te Spalte durch b ersetzt. Fiir die eindeutige Losung

= (x1,...,7,)" des Gleichungssystems Az = b gilt dann zp = ‘g’;‘:" firk=1,...,n

Beweis. Wir benutzen und entwickeln Ay nach der k-ten Spalte:

(det Ap,)x = (;(—1)i+k det(Aik)bi)k = Ab = AAz = det(A)z = (det(A)zy)s. O

9.4 Die Leibniz-Formel

Bemerkung 9.22. Fiihrt man die Laplace-Entwicklung fiir n x n-Matrizen bis auf 1 x 1-Matrizen
zuriick, so erhélt man die Determinante als Summe von n(n—1)-...-2-1 = n! Termen. Wir bestimmen
diese Terme explizit.

Definition 9.23. Sei n € Nund N := {1,...,n}. Eine Bijektion der Form N — N heifst Permutation
von N. Die Menge der Permutationen von N wird mit S,, bezeichnet. Fir ¢ € S,, nennt man

Py = (510 ])) ann

die Permutationsmatriz von o. Auferdem heiflt sgn(o) := det(P,) das Signum oder Vorzeichen von o.

Bemerkung 9.24.

(a) Analog zu GL(V) ist auch S,, eine Gruppe bzgl. Komposition von Abbildungen. Man nennt S,
die symmetrische Gruppe von Grad n.
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(b) Sei o € S,. Fiir die Wahl von o(1) € {1,...,n} gibt es n Moglichkeiten. Da o injektiv ist, gilt
0(2) # o(1). Fiir die Wahl von o(2) verbleiben also noch n — 1 Moglichkeiten usw. Insgesamt hat
man n! Moglichkeiten eine Permutation zu definieren, d. h. |S,| = nl.

(c) Die Permutationsmatrix von o entsteht, indem man die Zeilen der Einheitsmatrix (also die
Standardbasis eq, ..., e,) gemik o permutiert. Mit dem Gaufs-Algorithmus ldsst sich diese Permu-
tation durch endlich viele Zeilenvertauschungen realisieren (das entspricht dem Sortieralgorithmus
Selectionsort). Wegen det(1,) = 1 ist also sgn(o) € {1} tatséchlich ein ,Vorzeichen".

Beispiel 9.25. Wir geben die 3! = 6 Elemente aus S3 in der Form o(1)0(2)0(3) an:

o id =123 132 213 231 312 321
1 00 010 0 01 01 0 01
P, 13 0 01 1 00 1 00 0 01 010
010 0 01 010 1 00 1 00

sgn(o) 1 -1 -1 1 1 -1

Satz 9.26. Firo,7 € S, gilt Pyor = P,Pr und ‘ sgn(o o 1) = sgn(o) sgn(r). ‘

Beweis. Der Eintrag von P, P, an Position (i, j) ist

n
D> Giow)Fir(i) = dia(r(s)) = Fitoor)(i)
k=1
Dies zeigt die erste Gleichung. Die zweite folgt aus dem Determinantensatz. O

Beispiel 9.27. Eine Permutation, die nur zwei Ziffern vertauscht und alle anderen festldsst, nennt man
Transposition. Die entsprechende Permutationsmatrix ist genau die Elementarmatrix zur Vertauschung
von Zeilen einer Matrix. Insbesondere hat jede Transposition Signum —1. Nach dem Gauf-Algorithmus
ist jede Permutation ein Produkt von Transpositionen, die allerdings nicht eindeutig bestimmt sind.
Nach ist das Produkt einer geraden Anzahl an Transpositionen niemals ein Produkt einer
ungeraden Anzahl an Transpositionen.

Satz 9.28 (LEiBNIZ-Formel). Fir A = (a;;) € K™" gilt

det(A) = Z sgN(0)1(1)020(2) - - - Ano(n)-

ocESH
Beweis. Die Zeilen aq,...,a, von A lassen sich als Linearkombination der Standardbasis ausdriicken:
a; = >y ajjej. Da det in jeder Zeile linear ist 1} gilt
€iy €i,
n as n n ei,
det(A) =Y adet | | = an, Y asdet | o0 = ...
i1=1 : i1=1 ia=1 )
an
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€1

= E A14y - - - Angy, det

1<y, in<n e;

n

Existieren s # t mit i, = 44, so verschwindet die entsprechende Determinante. Man muss also nur iiber

die Tupel (i1,...,4,) mit paarweise verschiedenen Eintrdgen summieren. Jedes solche Tupel beschreibt
eine Permutation o € S,, mit o(j) = i; mit j = 1,...,n. Es folgt
det(A) = Z A10(1) - - - Ono(n) det P, = Z Sgn(a)ala(l) e Oy (n)- O
ogESh oc€Sh

Folgerung 9.29 (SARRUS-Regel). Fiir 3 x 3-Matrizen gilt

a b c
det |d e f]| =aei+bfg+ cdh —gec— hfa—idb.
g h i
Beweis. Man benutze die Leibniz-Formel mit O

Bemerkung 9.30.

(a) Man kann sich die Sarrus-Regel mit folgendem Schema merken:
a b c\a p
d e fld e
9 h @/ 9 h

(b) Achtung: Die Sarrus-Regel gilt nur fiir 3 x 3-Matrizen (fiir 4 x 4-Matrizen braucht man 4! = 24
Summanden).

(c) Sei A € K™ mit Eigenwert \. Dann ist F)\(A) = Ker(A — A1,) # {0} und det(4 — A1) = 0.
Nach der Leibniz-Formel ist det(A — A1,) ein Polynom in A. Auf diese Weise werden wir alle
Eigenwerte von A berechnen.

Beispiel 9.31. Das folgende Schiebepuzzle besteht aus 15 beweglichen Quadraten und einem leeren

Feld. Ein Quadrat, welches horizontal oder vertikal an das leere Feld grenzt, darf auf dieses geschoben
werden (vgl. Cover):
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Sam Loyd bot ein Preisgeld von 1000 $, wem es gelingt die folgende Konfiguration in den Ausgangszustand
zu iiberfiihren{’]

Jeder Zug entspricht einer Transposition in Sig. Legt man ein Schachbrettmuster zugrunde, so wandert
das leere Feld bei jedem Zug von schwarz nach weifs oder umgekehrt. Da das leere Feld in Loyds
Konfiguration in der Ausgangsstellung liegt, benttigt man zur Losung eine gerade Anzahl an Ziigen.
Andererseits unterscheidet sich Loyds Konfiguration nur um eine Transposition vom Ausgangszustand.
Nach ist diese Konfiguration also unlésbar und Loyd musste das Preisgeld nie auszahlen.

10 Polynome

10.1 Der Vektorraum der Polynome

Definition 10.1. Ein Polynom {iber einem Kérper K in der Variablen X ist eine Summe der Form

d
a=Zaka=ao+a1X+...+adXd
k=0

mit Koeffizienten ag,...,aq € KEl
e Man nennt ag das Absolutglied von a.

e Sofern nicht alle Koeffizienten 0 sind, nennt man deg(«) := max{d € Ny : ag # 0} den Grad von
a und ag den fithrenden Koefﬁzientenﬂ Im Fall agy = 1 heilst o normiert.

e Fiir das Nullpolynom (alle Koeffizienten sind 0) setzt man deg(0) := —oo.

e Die Menge aller Polynome iiber K wird mit K[X]| bezeichnet.

Bemerkung 10.2.

(a) Kennt man den Grad von o € K|[X] nicht, so schreibt man o = Y 52 ap X* =Y ax X* unter der
Annahme, dass nur endlich viele Koeffizienten ungleich 0 sind.

(b) Polynome werden als gleich angesehen, wenn sie die gleichen Koeffizienten haben, d. h.

k=0
siche [Slocum und Sonneveld, The 15 puzzle, The Slocum Puzzle Foundation, Beverly Hills, 2006]
8Formal: Ein Polynom ist eine Abbildung Ng — K, k — aj, mit |{k € Ny : ax # 0}| < oo.
Sauch Leitkoeffizient genannt

Zaka - Zka’“ < Vk eNy:ay = by.
k=0
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(c) Die Kérperelemente A € K werden mit den konstanten Polynomen AX° € K[X] identifiziert. Dies
sind genau die Polynome vom Grad < 0. Insbesondere gilt 0,1 € K C K[X].

Beispiel 10.3. Das Polynom o = X2 — 3X + 1 € Q[X] ist normiert vom Grad 2 mit Absolutglied 1.

Satz 10.4. Mit den Verkniipfungen

> apXF 4> b XP = (g + br) XF,
A apXF = (ag) X*

wird K[X] ein unendlich-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis 1, X, X2, .. ..

Beweis. Seien a = Y a; X* und 8 = > b X* mit d := deg(a) > deg(3). Man kann (ao, .. .,aq) und
(bo, . . .,bq) als Vektoren in K%' ansehen. Die Verkniipfungen in K[X] entsprechen genau denen in
KL Daher erfiillt K[X] die Vektorraumaxiome. Nach Definition ist jedes Polynom eine endliche Li-
nearkombination von 1, X, X2,... d.h. K[X] = (1, X, X2,...). Aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten
(Bemerkung 10.2)) folgt die lineare Unabhingigkeit von {1, X, X2 ...}. O]

Bemerkung 10.5.

(a) Fir o, 8 € K[X] und X € K gilt offenbar deg(a + ) < max{deg(«a),deg(5)} und deg(Aa) <
deg(a). Daher bilden die Polynome vom Grad kleiner d einen d-dimensionalen Unterraum mit
Basis 1, X, ..., X% 1.

(b) Sie wissen vermutlich, dass man Polynome auch multiplizieren kann, z. B.
(2X3 — X2 45X —1)(4X?+3) =8X° —4X? + (6 +20) X3 + (-3 —4) X2+ 15X -3
=8X° —4X* +26X3 ~7X? +15X — 3

Dies lasst sich wie folgt formalisieren.

Satz 10.6. Fiir Polynome o =Y ap X", = > b XF* ist

a-f= i(i albk,l>Xk

k=0 (=0

ein Polynom vom Grad deg(a) + deg(B). Es gelten folgende Rechenregeln:
aff = Ba, a(f+7)=af+ay, a(By) = (af)y.

Beweis. Im Fall @« = 0 oder = 0 ist o = 0 und deg(af) = —oco = deg(a) + deg(/). Sei also
d := deg(a) > 0 und e := deg(8) > 0. Fiir k > d + e ist Zf:o a;bg—; = 0 und deg(af) < d + e. Fiir
k=d+ e ist Zf:o arbg—; = agbe # 0. Dies zeigt deg(af) = d + e. Insbesondere ist af € K[X]. Fiir
v = XF gilt

aff = i(zk: albk_l>Xk = i(i blak_l)Xk = fa

k=0 1=0 k=0 1=0

64



a(f+7v) = i(i ay(bg—; + ck_l))Xk = i(zk: albk_l)Xk + i(zk: alck_l)Xk =af + ay.
k=0 [=0

k=0 1=0 k=0 1=0

Der Koeffizient von X* in a(37) ist

k k-l k l
Z ay Z binCk—1—m = Z arbscy = Z(Z ambl—m> Chk—1-
=0 m=0 r,s,tENg =0 m=0
r+s+t=k
Dies ist auch der Koeffizient von X* in (3)y. Also ist a(f7) = (a3)7. O

Bemerkung 10.7. Im Gegensatz zur Matrizenmultiplikation ist die Multiplikation von Polynomen
kommutativ. Das einzige Korperaxiom, welches K [X] nicht erfiillt, ist die Existenz von Inversen. Zum
Beispiel existiert kein o € K[X] mit X - @ = 1. Dennoch gilt die Kiirzungsregel: aff = ay = = 7,
falls a # 0. Dies folgt aus

deg(f —7) < deg(a) + deg(f — ) = deg(a(8 — 7)) = deg(0) = —oc.
Man kann in K[X] also wie in Z rechnen.
Satz 10.8 (Division mit Rest). Fir o, 8 € K[X] mit 5 # 0 existieren eindeutig bestimmte Polynome
7,0 € K[X] mit a = By + 9 und degd < deg 5.
Beweis. Eristenz: Wéhle v € K[X], sodass
) ::a—ﬁfy:adXd+ad_1Xd_1 +...+ap
moglichst kleinen Grad d € Ny U {—oc} hat. Sei 8 = b X+ ...+ by und e := deg 8. Gilt d > e, so ist
agh; ' X8 = agh M (b X+ b 1 XUV 4 4 0o X = ag X+ ..

und es folgt
deg(a = B(7 + agb; ' X)) = deg(é — agb; ' X*7°B) < d.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von . Also ist d < e und a = By + 4.
Eindeutigkeit: Sei nun o = 85 + 6 mit 7,6 € K[X] und degd < e. Nach [Satz 10.6|ist

e+ deg(y — ) = deg(B) + deg(§ — 7) = deg(B(7 — 7)) = deg(6 — 8) < max{deg(6),deg())} < e
und es folgt deg(y — v) = —oo = deg(d — 5) Dies zeigt ¥ = v und § = 4. O
Definition 10.9. In der Situation von nennt man ¢ den Rest bei der Division von « durch f.

Im Fall 6 = 0 nennt man [ einen Teiler von « und schreibt 3 | . Ggf. sagt man auch 3 teilt o oder
.« ist durch B teilbar®.

Beispiel 10.10.

(2x3 —X? 45X +1):(XZ+3)=2X—-1=:v
—(2x3 +6X)
-X?2 -X 41
—(-x? —3)
-X +4 =0

Alsoa =2X3 - X2 4+5X +1=(X2+3)2X —1) - X +4=By+ I mit degd =1 < 2 = deg 3.
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Bemerkung 10.11. Die Division durch normierte Polynome vom Grad 1 lasst sich mit dem HORNER-
SchemaET] effizient gestalten. Sei dazu o = a, X" 4+ a,_1 X" '+ ...+ ap und S = X — b. Wir berechnen

cn =0, c; :=agy1 +bcpyr firk=n—1,...,0 und d := ag + beg:
an, Ap—1 Ap—2 e agp
+ 0 an_l bcn_g cee bCo

Cpn—1 Cpn—2 e co d

Fiir v 1= ¢,1 X" ' + ... + ¢ gilt nun

By4+d=cp 1 X"+ (chno—ben 1) X" 14 ...+ (co —be)) X —beg +d
=apn X"+ an 1 X" 4. +ap = a.

Beispiel 10.12. Fiir o = 2X3 — X2 4+ 3X + 1 und 8 = X — 2 erhélt man:

2 -1 3 1
+ 0 4 6 18
2 3 919

Dies zeigt a = 3(2X?% +3X +9) + 19.

10.2 Nullstellen

Definition 10.13. Sei o = Zi:o apX* € K[X]. Man kann ein Element z € K fiir X in o einsetzen:

Man nennt x eine Nullstelle von «, falls a(z) =

Lemma 10.14. Fir o, € K[X] und z € K gilt

(a+B)(z) = a(z) + B(x),
(aB)(z) = a(x)(z).

Beweis. Seien o = 3" ax X* und B = 3 b, X*. Dann gilt
(@+B) (@) =D (ar+bp)a" =D aa’ + > ba = a(z) + Bx),
(af)(z) = Z Z agby_pz" = Z Z(akmk)(bn_kazn_k) = Z apa® Z bpe® = a(x)B(z). O

n=0 k=0 n=0 k=0

Bemerkung 10.15. Merkregel: Es ist egal, ob Sie erst addieren/multiplizieren und danach einsetzen oder
erst einsetzen und danach addieren/multiplizieren. Achtung: Im Allgemeinen ist a(x +y) # a(x) + a(y)
und a(zy) # a(x)a(y) fir o € K[X] und z,y € K.

Lemma 10.16. Genau dann ist x € K eine Nullstelle von o, wenn (X —z) | a.

O Auch Ruffinis Regel genannt
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Beweis. Division mit Rest liefert v,d € K[X]| mit o = (X — )y + ¢ und degd < deg(X — ) =1,
d.h. 6 € K. Nun ist

5 =6(x) = (o — (X — 2)7)(@) = a(z) - (z — 2)v(x) = o). O

Definition 10.17. Sei x € K eine Nullstelle von . Man nennt X — x einen Linearfaktor von «. Die
grofste Zahl e € N mit (X — x)€ | @ nennt man die algebraische Vielfachheit der Nullstelle x.

Lemma 10.18. Seien x1,...,z, € K. Dann hat jeder normierte Teiler von (X —z1) ... (X —xzy,) € K[X]
die Form (X —z,) ... (X — @) mit 1 < iy < ... <1, <n.

Beweis. Im Fall n = 1 sind 1 (das leere Produkt mit £ = 0) und X — z; die einzigen normierten
Teiler. Sei also n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Seien «, € K[X] mit
(X —z1)...(X —2p,) = af. Dann ist a(z,)8(z,) = (af)(x,) = 0, 0.B.d. A. sei a(x,) = 0. Nach
gilt o = (X — xy )y fiir ein v € K[X]. Nach |Bemerkung 10.7 darf man X — z,, kiirzen
und erhélt (X —x1)...(X —2,-1) = 78. Die Behauptung folgt nun durch Induktion. O

Beispiel 10.19.
(a) Sei @ = X3+ X? —5X + 3 € R[X]. Eine Nullstelle # € R ist eine Losung der Gleichung
3+ 2% —5r+3=0.

Auch wenn es Losungsformeln fiir solche Gleichungen (dritten und vierten Grades) gibt, sind diese
in der Praxis aufwendig. Wir werden unsere Beispiele (und Ubungsaufgaben) daher so wihlen,
dass man ,kleine* ganzzahlige Nullstellen erraten kann. Angenommen es gibt eine Nullstelle x € Z.
Wegen x(x? +x —5) = —3 ist = ein Teiler von 3, d. h. € {£1,4+3}. Man priift leicht, dass 1 = 1
tatsichlich eine Nullstelle ist (13 4+ 12 — 5.1+ 3 = 0). Polynomdivision (zum Beispiel mit dem
Horner-Schema) ergibt

(X34+X?2-5X+3):(X-1)=X2+2X-3=1.

Fiir jede Nullstelle y € R von ~ gilt nun a(y) = (y — 1)y(y) = 0, d. h. y ist auch eine Nullstelle von
a. Mit der p-g-Formel %(—p + +/p? — 4q) fiir quadratische Gleichungen erhélt man die Nullstellen
von :

1 1
rp=5(24VA+12) =1, m3=g(-2-Vi+12)=-3

Daher ist 7 = x93 = 1 eine Nullstelle von a mit algebraischer Vielfachheit 2 (eine doppelte
Nullstelle). Aukerdem zerféllt o in Linearfaktoren o = (X — 1)3(X + 3).

(b) Offensichtlich ist «(0) das Absolutglied von o € K[X]. Also ist x = 0 genau dann eine Nullstelle
von «, wenn das Absolutglied von « verschwindet.

(c) Bekanntlich besitzt X2 + 1 € R[X] keine Nullstelle. Wir konstruieren spiter einen ,gréferen”
Korper, iiber dem auch dieses Polynom in Linearfaktoren zerféllt (Lemma 11.26)).

(d) Das Polynom X2+ X + 1 € Fo[X] hat keine Nullstelle in Fy, denn es kommen nur 0 und 1 in
Frage.

Bemerkung 10.20. In der Analysis identifiziert man Polynome a € R[X] mit ihren Funktionen R — R,
z + a(r) (Aufgabe 33). Uber endlichen Kérpern K (anstelle von R) wiirde man dabei Information

verlieren, denn es gibt nur endlich viele Abbildungen K — K, aber unendlich viele Polynome. Zum
Beispiel entsprechen die Polynome X, X2, ... € Fo[X] alle der Identitit idp,.
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10.3 Charakteristische Polynome

Bemerkung 10.21. Im Folgenden betrachten wir Matrizen mit Eintrdgen in K[X]. Aufgrund der
Rechenregeln fiir Polynome (Satz 10.6|) tiberlegt man sich leicht, dass die gewohnten Rechenregeln
fiir Matrizen auch in K[X]"*™ gelten. Schlieklich kann man sogar die Definition der
Determinante auf Matrizen in K[X]"*" anwenden (dabei werden Matrixeintrage nur addiert und
multipliziert, aber niemals dividiert). Ebenso bleiben der Determinantensatz, die Laplace-Entwicklung,
die Leibniz-Formel und der iiber die komplementéire Matrix in dieser groferen Allgemeinheit
richtig. Andererseits funktioniert der Gauf-Algorithmus in K[X]"*" nicht, denn hier muss dividiert
werden.

Definition 10.22. Fiir A = (a;;) € K™*" betrachten wir die Matrix

X —ain  —an —a1n
—a9n1 X — ago .
X1, - A= EK[X]”XH.
: ’ ’ —Qp—1.n
—Qnl tet —Qp.n—1 X —ann

Man nennt x 4 := det(X1,, — A) € K[X] das charakteristische Polynom von AE
Bemerkung 10.23. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B. Fiir f € End(V') definiert
man x ¢ := det(X1, — g[f]B). Dies hingt wegen

det(Xln — B/ [f]B’) = det(Xln — B’ABB[f]BB’AB_l) = det(B/AB(Xln — B[f]B)B’AB_l)
= det(p'Ap) det(X1,, — g[f]B) det(B/AB)_l = det(X1,, — B[f]|B)

nicht von der Wahl von B ab. In den nachfolgenden Satzen kann man Matrizen also durch Endomor-
phismen ersetzen (und umgekehrt).
Beispiel 10.24. Das charakteristische Polynom von A := (1 %) € Q[X] ist
X-1 =2 2 2
x4 = det s x4 =X -1DX—-4) —(-2)(-3)=X*—-5X —2=X"—tr(A)X + det(A).

Lemma 10.25. Fiir A € K™" gilt x4 = X" —tr(A)X" ! +... + (=1)"det A. Insbesondere ist x a
normiert vom Grad n.
Beweis. Sei A = (a;;). Nach der Leibniz-Formel gilt

x4 =det(X1, — A) = (X —a1)(X —az)...(X —ann)

+ ) sgn(0) (1o)X = a1o1) - - Cnom)X = Gno(n))-
seSm\fid}

Fir 0 € S, \ {id} existiert ein k € {1,...,n} mit [ := o(k) # k. Da o injektiv ist, gilt o (1) # o(k) = L.
Daher ist dxox) = 0 = 0j5(;) und

(O10)X — a10(1)) - - - Cnom)X — Ano(n))

"1n manchen Biichern definiert man x4 durch det(A—X1,) = (—1)™ det(X 1, — A). Das macht keinen grofen Unterschied,
aber bringt den Nachteil, dass x4 nicht normiert ist, wenn n ungerade ist.
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ist ein Polynom vom Grad < n — 2. Insgesamt ist
XA = (X — an)(X — CLQQ) (X — ann) + o
mit deg(a) < n—2. Ausmultiplizieren zeigt x4 = X" —(a11+. . .+ apn) X" ... = X —tr(A) X T4

Zur Berechnung des Absolutglieds setzt man X = 0 und erhélt x4(0) I:EEZldet(—A) = (—1)"det A aus
[Bemerkung 9.8 O

Satz 10.26. Die Eigenwerte von A € K™*™ sind die Nullstellen von x 4.

Beweis. Es gilt
Ker(A — M) # {0} <= det(A—A,) =0 & det(A1, —A) =0 Z& ) =0. O

Lemma 10.27. Sei A € K ein Eigenwert von f € End(V'). Dann ist die geometrische Vielfachheit von
A héchstens so grof$ wie die algebraische Vielfachheit von X als Nullstelle von x.

Beweis. Man ergénze eine Basis by, ..., b. von E\(f) zu einer Basis B := {b1,...,b,} von V. Dann gilt

Xs = det(X1, — plf]p) = det <(X W I) '

Wiederholte Laplace-Entwicklung nach der ersten Spalte zeigt
X5 = (X —A)det <(X _8\)1671 :) =...=(X-XN°g

fiir ein f € K[X]. Also ist die algebraische Vielfachheit von X als Nullstelle von x s mindestens e. [

Satz 10.28. Genau dann ist f € End(V') diagonalisierbar, wenn x ¢ in Linearfaktoren zerfdllt und fir
jede Nullstelle von x ¢ die algebraische Vielfachheit mit der geometrischen Vielfachheit iibereinstimmit.

Beweis. Seien A1, ..., \; € K die verschiedenen Nullstellen von x y mit algebraischen Vielfachheiten
mi, ..., my. Dann existiert ein o € K[X| mit xy = (X —A1)™ ... (X —Ag)" a. Sei m; die geometrische
Vielfachheit von \; als Eigenwert von f. Nach gilt

mi+ ...+ m <my+...+my+ deg(a) deg((X —A)™ (X = M) ™a) = deg(xy) = dim V.

Nach [Satz 8.10] besitzt V' genau dann eine Basis aus Eigenvektoren, wenn m) + ...+ mj, = dim V. Dies
gilt genau dann, wenn x in Linearfaktoren zerfallt (d.h. a = 1) und die algebraischen Vielfachheiten
mit den geometrischen Vielfachheiten tibereinstimmen (d.h. m; = m] fir ¢ = 1,... k). O
Bemerkung 10.29. Zerfillt x4 in Linearfaktoren, so gilt

XAa=(X =) (X =2) = X" — M+ A X)X (D) A A

Ein Vergleich mit [Lemma 10.25| zeigt:

tr(A)
det(A) =

AL+ o+ A,
.

d. h. die Spur ist die Summe der Eigenwerte und die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte (sofern
diese existieren). Hat man bereits Aq, ..., A,—1 bestimmt, so erhélt man A\, = tr(A) —A\; —... — A\p_1.
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Beispiel 10.30. Die FIBONACCI-Zahlen F}, sind rekursiv definiert:

F,:=k (k=0,1)  Fpp:=F,+F,1 (k>1).

n|0123456 7 8 9 10
F.[01 1235 8 13 21 34 55

Wir suchen eine explizite Formel fiir Fy. Fiir 4 := (] }) € R**? gilt

Fri1 F, 2 <Fk1> k (F1> k <1)
— A — A — . =A — Ak (1)
( F > (Fk;—l) Fr—o Foy 0

Um AF zu berechnen, diagonalisieren wir A. Wegen y4 = (X —1)X —1 = X2 — X — 1 hat A die
Eigenwerte ¢ := 1+—2‘/5 und ¢ = 1_—2‘/5 (man nennt ¢ ~ 1.618 den goldenen Schnitt). Man berechnet

Bo(4) = Kex(a = 12) = (7))

Fiir S := (Sla ?) gilt also S™'AS = diag(p, ) und

AF = (S diag(p,1)S™ ) = S diag(p, v)*S™! = S diag(p*, v¥)S71.

Nach ist

e §=1(1 _1/’).
~1 o

Insgesamt erhalt man

b b ke 1 P ¢k+1)<1 _¢>_1< * *>
A —Sdlag(¢a¢ )S _\/5(90k d}k -1 o _\/5 (pk—wk *

und

F, = \}5( b k) (BINET-Formel?))

Wegen [1)*| ~ 0.618% — 0 gilt F, ~ %(pk, d.h. Fj wichst exponentiell.

10.4 Minimalpolynome

Bemerkung 10.31. Wir haben bereits Polynome in Matrizen eingesetzt. Wir setzen nun umgekehrt
Matrizen in Polynome ein. Fiir « = Zzzo apX* € K[X] und A € K™ " definieren wir

d
alA) = ZakAk e K™,
k=0

Die Regeln aus [Lemma 10.14] gelten auch in dieser Allgemeinheit.

12Man kann die Formel auch durch Induktion beweisen, sofern man sie zuvor erraten hat.

70



Satz 10.32. Fir A € K™*" existiert genau ein normiertes Polynom pa € K[X]\{0} mit pa(A) = Opxn
und deg(pa) minimal.

Beweis. Wegen dim K™*" = n? sind die Potenzen 1,, = A%, A, A2, ... ,A”2 linear abhéngig
in K™*™. Also existieren ag, ...,a,2 € K (nicht alle 0) mit 222:0 apA¥ = 0. Fiir a = 3 ap, X* € K[X]
gilt somit a(A) = 0. Indem man durch den fithrenden Koeffizienten von « teilt, kann man annehmen,
dass a normiert ist. Dies zeigt, dass pa existiert. Sei auch i € K[X] normiert mit i(A) = 0 und
deg(f1) = deg(p4) minimal. Dann ist (pua — )(A) = pa(A4) — £(A) = 0 und deg(pa — 1) < deg(pa).
Die Minimalitat von deg(ua) zeigt pa — i = 0, d.h. p4 ist eindeutig bestimmt. O

Definition 10.33. Man nennt p4 das Minimalpolynom von A.

Beispiel 10.34. Sei A := (2 ) € Q?*2. Da A keine Skalarmatrix ist, gilt deg 4 > 2. Wir machen

den Ansatz
9 (-1 -1 1 -1 10y (00
A +xA+y12—<2 _2>+x(2 0>+y(0 1) = <0 0)

mit z,y € Q. Ein Vergleich der Matrixeintrédge an Position (1,2) zeigt x = —1. Tatséchlich gilt die
Gleichung nun fiir y = 2. Daher ist pq = X? — X + 2.

Lemma 10.35. Sei A € K™*" und o € K[X] mit a(A) = 0. Dann gilt pa | «.

Beweis. Wir dividieren mit Rest: @ = pay + d mit 7,0 € K[X] und deg(d) < deg(pa). Dann ist
0(A) = (a— pavy)(A) = a(A) — pa(A)y(A) = 0. Aus der Minimalitdt von deg(u4) folgt 6 = 0 und
pa | a. O
Bemerkung 10.36.

(a) Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B. Fiir f € End(V) sei wie iiblich py := p14),. Wegen

> arslflh =0 = B’AB<ZakB )B'AB =0 < Y apApslflipAs ' =0
= Y a(plpslflpds ) =0 = Y awlfl =0

hangt p1y nicht von der Wahl von B ab. Die folgenden Sétze iiber Matrizen gelten sinngemfs
auch fiir Endomorphismen.

(b) Aus dem Beweis von [Satz 10.32|erhélt man deg(u4) < n?. Der niichste Satz impliziert deg(ps) < n
Satz 10.37 (CAYLEY-HAMILTON). Fir A € K™ gilt xao(A) =0 und pa | xa.

Beweis. Sei B := X1, — A € K[X]"*" und B € K[X]™*" die zu B komplementire Matrix. Aus jedem
Eintrag von B extrahieren wir den Koeffizienten von X* und bilden daraus die Matrix B € K™" Es
gilt nun

B= Z BiX*,
k=0
wobei nur endlich viele der By, ungleich 0 sind. Sei x4 = >_ ax X*. Nach [Satz 9.18 gilt

oo oo o
> aplnXF = x4l = det(B)l, = BB=Y» BiX"(X1, - A) =) (Bi1 - BrA)X
k=0 k=0 k=0
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wobel B_1 := 0,x,. Ein Koeffizientenvergleich ergibt a;l, = By_1 — By A fiir kK =0,1,.... Daher ist

[e%s) ) 0o o
XA(A) = ZakAk = Z(Bk—lAk - BkAk+1) = Z Bk;_lAk — ZBkAk+1 — O
k=0 k=0 0 P
Die zweite Behauptung folgt aus [Lemma 10.35] -

Beispiel 10.38.
(a) Fiir A € K2*2 gilt A% — tr(A)A + det(A)1y = 0 nach [Lemma 10.25
(b) Sei A € GL(n, K) mit x4 = pa7y fiir ein v € K[X]. Nach [Lemma 10.25| gilt
14(0)7(0) = x4(0) = det(A) # 0.

Also hat p 4 die Form py = X4 a1 X% 4+ ...+ ap mit ag # 0. Man kann nun die Gleichung
A% 4+ a4 1A + .+ agl, = 0 auf beiden Seiten mit A~! multiplizieren und erhilt A4 +
ag—1A%2 + ..+ a1l, + apA~1 = 0. Dies liefert eine Formel fiir die Inverse

1
Al = —Q—(Adfl + ad,1Ad72 +...+ alln)-
0

Speziell fir n = 2:

(vgl. [Beispiel 9.19)).

Satz 10.39. Die Eigenwerte von A € K™*" sind die Nullstellen von jia, d.h. x4 und ps haben die
gleichen Nullstellen (nicht unbedingt mit den gleichen Vielfachheiten).

Beweis. Nach Cayley-Hamilton ist jede Nullstelle von p4 auch eine Nullstelle von x4 und damit ein
Eigenwert von A (Satz 10.26)). Sei umgekehrt A € K ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v € K™*!,

Fiir k € Ny ist A*v = A¥=1 v = ... = XFu. Sei pg = Y ap X*. Dann gilt
0=pa(A)v = ZakAkv = Zak)\kv = pua(A)v.
Wegen v # 0 ist pa(A) =0, d.h. X ist eine Nullstelle von j4. O

Bemerkung 10.40. Wegen deg 14 < deg x4 vereinfacht [Satz 10.39| die Berechnung der Eigenwerte.
Andererseits ist nicht klar, wie man p 4 effizient berechnet. Der néichste Satz verbessert

Satz 10.41. Genau dann ist A € K™*" diagonalisierbar, wenn w4 in paarweise verschiedene Linear-
faktoren zerfillt.

Beweis. Sei A € K™ " diagonalisierbar. Dann existiert S € GL(n, K) mit S~1AS = diag(A1,..., \n).
Die \; lassen sich sortieren, indem man die Spalten von S (d.h. die Eigenvektoren von A) entsprechend
anordnet. Wie in [Bemerkung 10.36] zeigt man auferdem pg-149 = pa. Wir kdnnen also

ALy, 0
A= -
0 Aeln,
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annehmen, wobei n =ny + ... +n, und A\; # \j fiir i # j. Dann gilt (A — A\1,)... (A — A\l,) =0,
denn

diag(0,...,0,%,...,%)diag(*,...,*,0,...,0,%,...,%)...diag(x,...,*,0,...,0) = 0.
——— ——— ——

ni ng ng

Nach |Lemma 10.35|ist pz4 ein Teiler von (X — A1) ... (X — Ag). Andererseits sind A1, ..., A\, Eigenwerte
und damit Nullstellen von g 4. Dies zeigt pa = (X — A1) ... (X — Ag).

Nehmen wir nun umgekehrt g4 = (X — A1) ... (X — A\;) mit paarweise verschiedenen Aq, ..., Ay an.
Sei Py der k-dimensionale Vektorraum aller Polynome vom Grad kleiner £ (Bemerkung 10.5)). Fiir
1=1,...,k sei

Yi = (X — )\1) (X — )\ifl)(X — )\i+1) (X — )\k) € Py.
Seien ai,...,ar € K mit a;y1 + ... 4+ apyr = 0. Dann gilt

ai(Ni — A1) oo (N = M) (N — A1) - (N — M) = aivi(N) = (e + .-+ apye) (M) =0

und es folgt a; =0 fir i = 1,..., k. Also sind 7y, ...,7% linear unabhéngig in P.. Wegen dim P, = k
bilden sie sogar eine Basis. Insbesondere existieren by, ...,b; € K mit v := by + ...+ bpyr = X? = 1.
Fiir v € K™ gilt

(A = Ailn)yi(A)v = pa(A)v =0,

d.h. v;(A)v liegt in E),(A). Andererseits ist

v =10 =A% = y(A)(v) = b1y (A) (V) + ... + bpye(A) (v).

Dies zeigt K™*! = E) (A) + ...+ E), (A). Also ist A diagonalisierbar nach [Bemerkung 8.6} O

Beispiel 10.42. Sei A € K™*™ mit genau zwei verschiedenen Eigenwerten. Angenommen wir finden
einen Vektor v € K™*!, sodass v, Av, A?v linear unabhéingig sind. Dann sind auch 1,, A, A? linear
unabhéngig. Dies zeigt deg 14 > 3. Nach [Satz 10.41] ist A nicht diagonalisierbar.

11 Euklidische Geometrie

11.1 Skalarprodukte

Bemerkung 11.1. Wir betrachten in diesem Kapitel K = R. Im Gegensatz zu beliebigen Korpern
kann man R in positive und negative Zahlen unterteilen. Fiir z € R sei wie {iblich

2] T falls x > 0,
x| =
—x fallsx <0

der Betrag von z. Wir benutzen aufserdem, dass jede positive reelle Zahl genau eine positive Quadrat-
wurzel besitzt. Es gilt also |z| = Va2 fiir alle x € R.

Definition 11.2. Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung V x V. — R, (v,w) — [v,w] heift
Skalarpmdukﬂ, falls folgende Bedingungen fiir alle u,v,w € V und A € R gelten:

e [v,v] > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0 (positiv definit),

13Die Schreibweise [v,w] ist in der Literatur nicht einheitlich. Man findet auch (v, w) (Verwechslung mit Spann), (v | w)
u. 4. Ebenso findet man ||v|| anstatt |v|.
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o [v,w] = [w,v] (symmetrisch),
o [\u+v,w] = Au,w] + [v,w] (bilinear).

Zusammen mit einem Skalarprodukt wird V' ein euklidischer Raum. Vektoren v, w € V heifen orthogonal,
falls [v, w] = 0. Man nennt |v| := y/[v,v] > 0 die Norm von v. Im Fall |v| = 1 nennt man v normiert.

Bemerkung 11.3.
(a) Die Symmetrie des Skalarprodukts zeigt

[u, \v + w]| = [Av + w, u] = A[v,u] + [w, u] = AMu, v] + [u, w]

fir alle u,v,w € V und X € R. Fiir ein festes € V sind also die Abbildungen V' — R, v — [v, z]
und V' — R, v — [z, v] linear (dies erklért den Begriff bilinear). Insbesondere ist [v,0] = 0 = [0, v]
fiir alle v € V. Dennoch ist die Abbildung V x V — R, (v,w) — [v,w] nicht linear (z.B.
[v,v] >0 =[0,v] + [v,0] fiir v # 0).

(b) Jeder Unterraum eines euklidischen Raums ist selbst ein euklidischer Raum mit dem eingeschrénk-
ten Skalarprodukt.

Beispiel 11.4. Das wichtigste Beispiel eines euklidischen Raums ist V' = R" mit dem Standardskalar-
produkt

n
[:E?y] = J:yt = Z:L‘Zyl (‘Thy € Rn)
i=1

Man iiberpriift leicht die drei Eigenschaften (positiv definit, symmetrisch und bilinear). Im Fall n =1
ist |z| = /a7 der gewdhnliche Betrag (dies rechtfertigt die Verwendung der Betragsstriche). Nach dem
Satz des Pythagoraﬁ entspricht die Norm |y — 2| im R? dem geometrischen Abstand zwischen x und y:

Yy
Ai’ﬂ_@ ly —z| = /(y1 — 21)2 + (y2 — 2)2
X

Yy — 1

Sind z und y orthogonal, so erhélt man
o —yl* = [z —y, 2 —y] = [w,2] = 2[z,y] + [y y] = |2 + |y

Nach der Umkehrung vom Satz des Pythagoras bilden x und y einen rechten Winkel, d. h. sie stehen
senkrecht aufeinander (man schreibt z L y):

|z — |

Y T
!y\< ;le

0

Man kénnte auch den Abstand zwischen 2 und y durch |y — x| definieren und damit den Satz des Pythagoras beweisen.
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Im Allgemeinen gilt die Parallelogrammgleichung:

2+ y|* + |z — y|* = 2[z* + 2|y[*.

Lemma 11.5. Sei V ein euklidischer Raum, v,w € V und A € R. Dann gilt:
(a) [Av| = |A||v] (Homogenitét).

(b) |[v,w]] < |v||lw| (CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung) mit Gleichheit genau dann, wenn v und w
linear abhdingig sind.

(c) ||v| = |w|| < v+ w| < |v| + |w| (Dreiecksungleichung).

Beweis.

(2) (Mo = /Do, 2] = /A2[v,0] = VA2 /o, o] = [A[Jo].
(b) O.B.d.A. sei w# 0. Sei A := Vv Nach den Eigenschaften des Skalarprodukts gilt

[ww]

[v, w]?

0= o=l = [0 = dw,v = X = [o,0] = 20[o,w] + N, w] = ol = 52

Es folgt [v,w]? < |v|*|w|? und |[v,w]| < |v||w|. Gleichheit impliziert v = A\w, d.h. v und w sind
linear abhéngig. Sind umgekehrt v und w linear abhéngig gegeben, dann existiert ein u € R mit

(@)
v = pw und [[v, w]| = |ulJw]* = |pw||w] = [v]jw].
(¢) Zunéchst ist

[®)
v+ wl* = [v+w,v+w] = [v,0] + 2[v, w] + [w,w] < Jof* + 2vlfw| + [w]* = (Jv] + w])?
und |v + w| < |v| + |w|. Daraus folgt |v| = [v + w — w| < |[v 4+ w| + |w| und |v| — |w| < |v + w].
Vertauschen von v und w liefert —(|v| — |w|) = |w| — |v| < |v 4+ w], also ||v] — |w|] < |[v+w|. O
Bemerkung 11.6.

(a) Sind v,w € R" linear unabhéngig, so bilden 0, v und v + w ein Dreieck mit Seiten |v|, |w| und
|v + w|. Die Dreiecksungleichung besagt, dass die Summe von je zwei Seiten grofer ist als die
dritte Seite.

(b) Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung impliziert —1 < (%%} < 1 fiir v,w € V' \ {0}. Dieser Bruch

[vflw] —
verdndert sich durch positive Skalierung von v und w nicht:

o] Mplow] o
= = (A > 0)
(Aol [l Al ol [w] o] |w]

Seien also v und w normiert. Dann definiert man den Winkel ¢ (im Bogenmak) zwischen v und
w als die Lange des Bogens auf dem Einheitskreiﬁ zwischen v und w:

5in der Ebene (v, w)
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Die Lange des Halbkreisbogens nennt man 7 und berechnet 7 = 3.14 (Aufgabe 46)). Der Kosinus
von ¢ wird durch cos ¢ = [v, w] deﬁniertm Es gilt

cos0 = [e1,e1] =1, cos(7/2) = [e1, ea] =0, cosT = [e1,—e1] = —1.

Durch cos(p + 2km) = cose fiir k € Z setzt sich cos periodisch auf ganz R fort. Dabei gilt
cos(—¢p) = cos ¢ und cos(m — ¢) = — cos . Die ,yerschobene Funktion

sin ¢ := cos(p — 7/2) = cos(7/2 — )

fiir ¢ € R nennt man den Sinus von . Fiir einen beliebigen normierten Vektor v = (z,y) gilt
x = [v,e1] = cosp und y = [v, ea] = cos(7/2 — ) = sin p:

/2 -

11.2 Orthonormalbasen

Definition 11.7. Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Raum. Vektoren b1, ..., b, bilden eine Ortho-
normalbasis von V, falls sie normiert und paarweise orthogonal sind, d.h. [b;, b;] = 6;; fiir 1 < 4,5 < n.

Bemerkung 11.8. Eine Orthonormalbasis b1, ..., b, von V ist tatsdchlich eine Basis. Dafiir geniigt es
die lineare Unabhéngigkeit zu priifen. Seien A1,..., A, € R mit A\1by + ... + A\yby, = 0. Dann gilt

Ni= 30 Ailbisbi) = [ D2 Agbs | = [0.6] =0
s =1
firi=1,...,n.

Beispiel 11.9. Die Standardbasis eq,..., e, € R™ ist eine Orthonormalbasis bzgl. des Standardskalar-
produkts. Jede Permutation einer Orthonormalbasis ist wieder eine Orthonormalbasis.

Satz 11.10 (GRAM-SCHMIDT-Verfahren). Seien vy,...,vy € V linear unabhdingig. Wir definieren
rekursiv:

s—1 [’U b}

e Sy Ve . _
bs._vs—z[bi’bi]b, (s=1,...,k).

=1
Dann sind by, ..., b paarweise orthogonal mit (vy,...,vg) = (b1,...,bg). Folglich ist ﬁbl, ce ﬁbk
eine Orthonormalbasis von (v, ..., vE).

Beweis. Induktion nach k: Fiir £ = 1 ist by = v1 # 0. Sei nun k£ > 2 und die Behauptung fiir £ — 1
bereits bewiesen, d.h. (vq,...,v5—1) = (b1,...,bp—1) und [b;,b;] = 0 fiir 1 <i < j <k —1. Wegen

Iy [{Z,ké’]] bi € (b1,...,bp_1) gilt

<Ul,.. .,’Uk> = <b1,...,bk,1,’l)k> = <b1,...,bk>.

16Man kann zeigen, dass diese Definition mit der analytischen Definition als Potenzreihe iibereinstimmt.




Firi=1,...,k —1 ist aulserdem

Ea

-1

Uk, b
< (b, by]

[bk, bz] = [Uk;, bz] — [bj, bz] = [Uk, bz] — [Uk, bz] = 0.

.
Il

Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Wegen ]ﬁbil = |b1.| |b;| = 1 folgt die zweite Behauptung. [

Folgerung 11.11. Jeder euklidische Raum besitzt (mindestens) eine Orthonormalbasis.
Beweis. Man wende das Gram-Schmidt-Verfahren auf eine beliebige Basis an. O

Beispiel 11.12. Seien vy := (1,0,1), v2 := (0,1,1) und vz := (—1,2,0) linear unabhingig in R3.
Beziiglich des Standardskalarprodukts erhélt man

b1 =11 = (1,0, ),

[Ug,bl] 1 1
by 1= — b1 =(0,1.1) — =(1,0,1) = =(—1.2.1
9 = V2 b (0,1,1) 2(,7) 2( ,2,1),
[vs, b1] [vs, ba] 1 5 1
bs 1= — b1 — by =(—1.2.0 —(1.0,1) — =(—1,2,1) = =(1,1,—1).
3 s (b1, b1] ! [b2, ba] 2= (=12, )—i_Q(7 1) 6( 2 1) 3(’ =1

Man beachte, dass Skalierungsfaktoren in dieser Rechnung keine Rolle spielen. Man kann b3 also etwas

bequemer mit by = (—1,2,1) ausrechnen. Nach Normierung ist %(1, 0,1), %(—1, 2,1), %(17 1,-1)

eine Orthonormalbasis von R?. Um die Eintrige der Vektoren zu minimieren, kann es niitzlich sein
zuerst den Gauf-Algorithmus anzuwenden, bevor man das Gram-Schmidt-Verfahren startet. In diesem
Beispiel wiirde man am Ende die Standardbasis von R? erhalten.

Definition 11.13. Sei V ein euklidischer Raum und S C V. Dann nennt man
St = {veV:VseS:[v,s]=0}

das orthogonale Komplement von S in V.

Bemerkung 11.14. Fiir v,w € S* und A € R gilt [Av 4+ w, s] = A[v,s] + [w, s] = 0 fiir alle s € S,
d.h. A4+ w € S*. Daher ist S+ ein Unterraum, selbst wenn S nur eine Teilmenge ist. Aufierdem gilt
St = (S)*.
Lemma 11.15. Fir Unterrdume U, W eines euklidischen Raums V qult

(a) V=U®®U" und dimV = dim U + dim U~*.

() UHt =T

(c) UCW <= W+ CcU*t.
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Beweis.

(a) Fiirve UNU* gilt [v]?2 = [v,0] =0 und v = 0. Also ist UNU+ = {0} und U + U+ =U @ U+.

(b)

()

Wir kénnen eine Basis vq,...,v; von U zu einer Basis v1,...,v, von V erginzen. Das Gram-
Schmidt-Verfahren liefert eine Orthonormalbasis by, ..., b, von V mit (vi,...,vx) = (b1,...,bg).
Daher ist byy1,...,b, € U+ und

n=k+(n—k) <dmU + dim U+ 2 dim(U @ U4) < dim V = n.

Dies zeigt V =U @ U™,

Nach Definition ist U C (U1)*. Nach [(a)| ist dim(U+)* = dimV — dim U+ = dimU. Also ist
U= (U4t

Nach Definition gilt

UQW:WLQUL@U:(UHLQ(WL)LZW. O

Beispiel 11.16.

(a)

In V' = R" lasst sich ein orthogonales Komplement von U < V bzgl. des Standardskalarprodukts
mit dem Gaufs-Algorithmus bestimmen: Man schreibt die Vektoren eines Erzeugendensystems von
U als Zeilen in eine Matrix A € RF*™. Die Losungsmenge Ly des homogenen Gleichungssystems

Az = 0 ist U+, denn nach gilt dim Lo = n — 1k(A) =n — dimU = dim U .
Fiir v = (2,y) € R*\ {0} gilt (v)* = ((y, —2)).

Seien v, w € R3 linear unabhingig. Wir ergénzen zu einer Basis u, v, w von R?, sodass die Matrix

u; Uz U3
A=|vy vy w3
wp w2 w3

Determinante 1 hat (das geht immer, indem man u geeignet skaliert). Es gibt genau einen Vektor
r € (v,w)* mit Az' = e} und zwar

1 o~ 1 det(Au) VW3 — V3W2
=410 A o) =1- det(Alg) = | vsw; —viwz | =:v X w.
0 0 det(Alg) V1w — V2W1

Man nennt v x w das Kreuzprodukt von v und w. Nach Konstruktion gilt (v, w)* = (v x w). Die
Richtung von v x w lésst sich mit der Rechte-Hand-Regel bestimmen: Zeigt v in Richtung Daumen
und w in Richtung Zeigefinger, so zeigt v X w in Richtung des Mittelfingers (der rechten Hand).

11.3 Symmetrische und orthogonale Abbildungen

Definition 11.17. Sei V ein euklidischer Raum und f € End(V). Man nennt f

symmetrisch['| falls [f(v),w] = [v, f(w)] fiir alle v,w € V.
orthogonal,ﬁ falls [f(v), f(w)] = [v,w] fiir alle v,w € V.

Yoder selbstadjungiert
Boder isometrisch
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Bemerkung 11.18.

(a) Die Nullabbildung ist symmetrisch. Sind f, g € End(V') symmetrisch und A € R, dann ist offenbar
auch Af + ¢g symmetrisch. Die symmetrischen Abbildungen bilden also einen Unterraum von
End(V).

(b) Orthogonale Abbildungen f € End(V) sind Isomorphismen, denn aus v € Ker(f) folgt |v|> =
[v,v] = [f(v), f(v)] =0, also v = 0. Wegen |f(v —w)| = |v — w| und

[f (), f(w)] _ [v,w]

f)If )] |vf|w]
erhélt f Abstéande und Winkel (Bemerkung 11.6)). Insbesondere bildet f Orthonormalbasen auf
Orthonormalbasen ab. Mit f, g sind auch f o g und f~! orthogonal. Die Menge der orthogonalen
Abbildungen bildet daher eine Gruppe O(V') bzgl. Komposition (aber keinen Unterraum, da die
Nullabbildung nicht orthogonal ist). Man nennt O(V') die orthogonale Gruppe von V.

Lemma 11.19. Sei V' euklidisch mit Orthonormalbasis B, f € End(V) und A := g[f]|p. Dann gilt:
(a) f symmetrisch < A'= A.
(b) f orthogonal <= A*'= A~1

Beweis. Sei B = {b1,...,by} und A = (a;;). Dann ist f(b;) = > ajb; firi=1,...,n.

a) Ist f symmetrisch, so gilt a;; = [f(b;),b;] = [bi, f(b;)] = a;; fiir 1 <4,j < n. Also ist A = A*. Sei
J J j J
umgekehrt A = A*. Dann folgt [f(b;),b;] = [bi, f(bj)] fiir 1 < 4,5 < n. Fiir beliebige v = Y A\;b;
und w = > p;ib; in V gilt

[F(0)sw] = > Xaa[F(0i),b5] = D Namslbi, f(b5)] = [v, f (w)].
ij=1 i,j=1
Also ist f symmetrisch.
(b) Ist f orthogonal, so gilt

Zakiakj = [Z akibk,zakjbk] = [f(bi), f(bj)] = [bs, bj] = dsj.
=1 =1 p

Dies zeigt A*A = 1,, und A®* = A~L. Ist umgekehrt A*A = 1,,, so gilt [f(b;), f(b;)] = 6ij = [bs, bj].
Wie in [(a)] folgt [f(v), f(w)] = [v,w] fiir alle v,w € V, d.h. f ist orthogonal. O]
Bemerkung 11.20.
(a) Quadratische Matrizen A mit A® = A (bzw. A' = A1) heiken symmetrisch (bzw. orthogonal).

(b) Fiir orthogonale Matrizen A gilt A*A = 1,, = AA". Dies bedeutet, dass die Spalten (bzw. Zeilen)
von A eine Orthonormalbasis von R"™ bzgl. des Standardskalarprodukts bilden. Wegen

det(A)2 B dot (A) det (AY) = det(AAY) = det(1,) = 1
gilt det(A) = £1. Sei v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € R. Dann gilt
Jv|? = v'v = 0P A'Av = (Av)*(Av) = N2oto = N2
und A = £1.
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(c) Die orthogonalen Matrizen bilden die Gruppe O(n,R) bzgl. Matrizenmultiplikation. Sie entspricht
O(V') durch Basiswahl (so wie sich GL(V) und GL(n, K) entsprechen).

Beispiel 11.21.

(a) Jede Permutationsmatrix ist orthogonal, denn die Zeilen bilden eine Orthonormalbasis (nédmlich
eine Permutation der Standardbasis).

(b) Fir A € O(2,R) gilt
_ (T FYy
A= <y ifc)
mit 22 + y? = 1 = £ det(A) (vgl. [Beispiel 11.16)).
e Im Fall det(A) = 1 beschreibt A eine Drehung um den Winkel ¢ zwischen e; und (z,y):
1

(—y,l‘) (x,y)
Mg"

1

Es gilt dann

. . [cosp —singp
A=Dlp):= (singp Ccos > '

Fiir zwei Winkel ¢ und ¢ erhdlt man D(¢ + ) = D(¢)D(¢), woraus die bekannten
Additionstheoreme folgen:

cos(p +4) = cos(p) cos(¢) — sin(i) sin(¢)),
sin(y + 1) = sin(p) cos(1)) + sin()) cos(yp).

Offenbar besitzt D(p) nur dann (reelle) Eigenwerte, wenn ¢ € {0, 7}, d.h. D(0) = 12 und
D(rm) = —1a.

e Im Fall det(A) = —1 beschreibt A eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden zwischen e;
und (z,y):

Es gilt dann

siny —cosp

A= S(p) = (Cosgo sin >

Die Spiegelachse wird von einem Eigenvektor zum Eigenwert 1 aufgespannt. Orthogonal dazu
steht ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 (beachte: det(A) ist das Produkt der Eigenwerte).

Nach ist S(¢) diagonalisierbar. Tatséchlich ist
. 10
D&/ 1 S(0) D) = D451 = 50) = (3 5.
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Fiir spezielle Winkel erhélt man (vgl. |[Aufgabe 45]):

Damit ldsst sich auch
D(w/12) = D(n/3 — 7/a) = D(/3)D(v/4)~" = D(r/3)D(/4)"

berechnen.

Bemerkung 11.22. Um zu zeigen, dass symmetrische Endomorphismen diagonalisierbar sind, miissen
wir die reellen Zahlen voriibergehend verlassen.

11.4 Komplexe Zahlen

Lemma 11.23. Der R-Vektorraum C := R? wird durch die Multiplikation
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc) (a,b,c,d € R)

zu einem Korper.

Beweis. Als Vektorraum ist (C, +) bereits eine abelsche Gruppe. Die Multiplikation in C fiithren wir
auf die Matrizenmultiplikation zuriick.@ Dafiir betrachten wir die injektive Abbildung

P: C — R2*2, z:(a,b)>—>P(z):<Z _ab>.

Fiir z,y,z € C gilt P(x) + P(y) = P(r +y) und P(x)P(y) = P(x - y) (nachrechnen). Aus
folgt

Pla(yz)) = P(x)P(yz) = P(x)(P(y)P(2)) = (P(z)P(y)) P(2) = P(zy)P(z) = P((xy)2)

und z(yz) = (zy)z, da P injektiv ist. Analog beweist man das Kommutativ- und Distributivgesetz.
Wegen P(1,0) = 15 ist (1,0) das Einselement in C. Es bleibt zu zeigen, dass z # 0 invertierbar ist. Es
gilt det(P(z)) = a® + b* > 0 und

o3 1 —— 1 a b a —b
P "B Py = — P . 0
(2) T A A <a2+b2’a2+b2>

Definition 11.24. Man nennt C den Korper der komplexen Zahlen.

e Mittels der Abbildung R — C, a — (a,0) werden wir R als Teilmenge von C auffassen. Die
Verkniipfungen in R entsprechen genau denen in C mit den gleichen neutralen Elementen.

¥Man kann die Axiome auch direkt mit der Definition nachrechnen.
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e Man nennt i := (0,1) € C\ R die 4magindre Einheit. Es gilt i> = (—1,0) = —1. Da 1,i eine Basis
von C bilden, lasst sich jede komplexe Zahl eindeutig in der Form z = a + bi schreiben, wobei
Re(z) := a € R der Realteil und Im(z) := b € R der Imagindrteil von z ist.

e Man nennt |z| := y/Re(2)2 + Im(2)2 > 0 den Betrag von z (dies entspricht der Norm in R?).

Bemerkung 11.25. Im Gegensatz zu R lassen sich komplexe Zahlen nicht sinnvoll anordnen, denn
wegen i2 = (—i)? = —1 < 0 kann weder i > 0 noch —i >0 geltenm

Lemma 11.26. Fir z € C\{0} undn € N ezistieren paarweise verschiedene n-te Wurzeln (i, ..., ¢, € C
mit (' =...=( =z.

Beweis. Sei zp := ﬁz € Cund P(z) = (Z _ab) € R?*? wie im Beweis von [Lemma 11.23] Wegen
a? +b% = |z|? = 1 ist P(29) = D(p) € O(2,R) fiir einen Winkel ¢ mit a = cos p und b = sin . Wir
definieren ¢y, 1= %2]” fir k=1,...,n. Dann gilt

D(gr)" = D(ner) = D(p + 2km) = D(p) = P(z0).

Die Zahlen z;, := cos ¢y, + ising, € C erfiillen also 2! = z9. Wegen |z| > 0 existiert W € Ry
(Analysis). Fiir ¢, = {/]z]z erhilt man ¢ = |2/20 = z fiir k = 1,...,n. Sei nun ¢ = ¢ fiir
1 < k <1 < n. Dann unterscheiden sich ¢, und ¢; nur um ein Vielfaches von 27w. Dies zeigt
27(l — k) = 2men fiir ein ¢ € Ng. Aus 0 <1 —k < n folgt k = [. Daher sind die n-ten Wurzeln (i, ..., ¢,
paarweise verschieden. O

Beispiel 11.27. Die (n-ten) Wurzeln aus 1 nennt man Einheitswurzeln. Sie entsprechen Drehungen
um 27k/n mit k € Z. Die vierten Einheitswurzeln sind 1, i, —1, —i.

Folgerung 11.28. Sei A € C™™ und k € N mit A¥ = A. Dann ist A diagonalisierbar.
Beweis. Das Minimalpolynom g4 teilt X* — X = X (X*~! — 1) nach [Lemma 10.35l Die Nullstellen

von X* — X sind die (k — 1)-ten Einheitswurzeln und 0. Nach [Lemma 10.18|zerfillt 114 in paarweise
verschiedene Linearfaktoren. Die Behauptung folgt nun aus O

Beispiel 11.29. Sei & € N und A := D(27/k). Wegen A1 = AAF = AD(2n) = A ist A iiber C
diagonalisierbar, aber nicht unbedingt iiber R.

Definition 11.30. Die Abbildung C — C, a + bi — a — bi =: a + bi heillt komplere Konjugation.

+w und zw =z - w.

|

Lemma 11.31. Fir z,w € C gilt |2|? = 22, z T w =

Beweis. Fir z = a + bi und w = ¢+ di gilt
|2 = a® + b% = (a + bi)(a — bi) = 2%,

z+tw=a+c—(b+di=a—-bi+c—di=zZ+w,
zZw = ac — bd — (ad + be)i = (a — bi)(c — di) = Z - w. O

20 sinnvoll* wére die Eigenschaft: a,b > 0 => ab > 0
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Bemerkung 11.32.

(a) Fiir Matrizen A = (a;;) € C™*™ definieren wir A := (@;) € C™™. Fiir B = (b;;) € C™*¥ gilt
- (o), (), (S, - 17
=1 =1 =1

(b) Nach hat das Polynom X" — z fiir jedes z € C eine Nullstelle (insbesondere ist i
eine Nullstelle von X2 + 1). Erstaunlicherweise besitzt aber sogar jedes nicht-konstante Polynom
in C[X] eine Nullstelle@ Der Beweis benutzt Analysis (genauer die Vollstandigkeit von R) und
ist fiir diese Vorlesung zu schwierig.

Satz 11.33 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom o € C[X]\ C besitzt eine Nullstelle in C.
Folgerung 11.34. Jedes normierte Polynom o € C[X|\ C zerfillt in Linearfaktoren.

Beweis. Induktion nach d := deg(a) > 1. Im Fall d = 1 ist « selbst ein Linearfaktor, da o normiert ist.
Sei nun d > 2. Nach dem Fundamentalsatz besitzt a eine Nullstelle z € C. Nach existiert
ein f € C[X] mit « = (X — )8 und deg(8) = d — 1. Da « normiert ist, muss auch § normiert sein.
Nach Induktion zerféllt 8 in Linearfaktoren und damit auch c. O

Beispiel 11.35. Sei a € R[X]| mit ungeradem Grad. Um zu zeigen, dass « eine Nullstelle hat, konnen
wir annehmen, dass « normiert ist. Dann gilt lim,_, 1+~ a(x) = £00. Nach dem Zwischenwertsatz der
Analysis besitzt die stetige Funktion R — R, x — «(x) eine reelle Nullstelle. In der Praxis lasst sich
eine solche Nullstelle allerdings nur niherungsweise berechnen. Sei konkret a := X® —4X 4+ 2. Anhand
des Graphen von a vermuten wir eine Nullstelle in der Nihe von zp := 0.5. Sei o/ = 5X* — 4 die
Ableitung von « (Analysis). Beim Newton- Verfahren berechnet man die rekursive Folge

Tpi1 = Tp — (n>0),

also x1 = 0.50847..., x9 = 0.50849948 ... usw. Ist zg (so wie hier) ,gut* gewahlt, so konvergiert die
Folge (x,)n quadratisch gegen eine Nullstelle, d. h. mit jeder Iteration verdoppelt sich die Anzahl der
korrekten Dezimalstellen. Tatséchlich sind bereits alle angegebenen Dezimalstellen von xo korrekt.

Bemerkung 11.36. Sei 2 € C eine Nullstelle von o = 3~ a, X* € C[X]. Wir definieren @ := " az X* €
C[X]. Es gilt dann

a@) =) aph=alz)=0=0,

d.h. 7 ist eine Nullstelle von @&. Im Fall a € R[X] gilt also: a(z) =0 <= «a(T) = 0. Ggf. ist
(X —2)(X -7%) = X?— (2 +7)X +27 = X* — 2Re(2) X + |z* € R[X]

ein Teiler von «.

2!Man sagt: C ist algebraisch abgeschlossen.
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11.5 Der Spektralsatz

Satz 11.37 (Spektralsatﬂ. Sei V' ein euklidischer Raum und f € End(V). Genau dann ist f
symmetrisch, wenn V eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von f besitzt. Insbesondere sind
symmetrische Endomorphismen diagonalisierbar.

Beweis. Sei B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f. Dann ist p[f]s eine Diagonalmatrix
und daher symmetrisch. Nach ist f symmetrisch. Sei nun umgekehrt f symmetrisch.
Wir argumentieren durch Induktion nach n := dim V. Im Fall n = 1 kann jeder normierte Vektor fiir
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren verwendet werden. Sei also n > 2 und die Behauptung fiir
n — 1 bereits bewiesen. Sei zunéchst B eine beliebige Orthonormalbasis von V. Dann kénnen wir die
symmetrische Matrix A := p[f]p auch als komplexe Matrix auffassen. Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra besitzt x4 € C[X]\ C eine Nullstelle A € C. Also ist A ein Eigenwert von A. Sei
v=(v1,...,u,)" € C"*! ein entsprechender Eigenvektor. Wegen

A Z lv;|? = X\o'v = 7' Av = (T°Av)® = v' AT = v' AT = v' Av = M'T = XZ |vg]?
i=1 1=1

ist A =X € R. Nun ist A auch ein Eigenwert von f und wir konnen einen entsprechenden Eigenvektor
by € V wihlen. Nach Normierung ist |b;| = 1. Fiir U := (by)* gilt V = (b;) ® U nach
Fir uw € U gilt [f(u),b1] = [u, f(b1)] = A[u,b1] = 0, d.h. f(u) € U. Daher liegt die Einschrénkung
g = fir in End(U). Offenbar ist g auch symmetrisch. Wegen dim U = n — 1 besitzt U nach Induktion
eine Orthonormalbasis b, ...,b, € U aus Eigenvektoren von g. Wegen f(b;) = g(b;) sind ba, ..., b,
auch Figenvektoren von f. Insgesamt ist by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren
von f. O

Bemerkung 11.38.

(a) Die Matrix-Version des Spektralsatzes lautet: Genau dann ist A € R™"™ symmetrisch, wenn
eine Matrix S € O(n,R) mit S*AS = diag(A1,...,\,) existiert. Eine komplexe Version des
Spektralsatzes besagt, dass Matrizen A € C™*" mit AA'* = A'A diagonalisierbar sind (ohne
Beweis).

(b) Sei f € End(V) symmetrisch. Seien v, w € V' Eigenvektoren von f zu verschiedenen Eigenwerten
A bzw. p. Dann gilt A[v, w] = [f(v),w] = [v, f(w)] = p[v,w] und es folgt [v, w] = 0. Merkregel:
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Man kann die gesuchte Orthonor-
malbasis von V also berechnen, indem man das Gram-Schmidt-Verfahren auf jeden Eigenraum
anwendet.

Beispiel 11.39. In [Beispiel 8.4 hatten wir die Abbildung f € End(R?) mit symmetrischer Matrix
2 11
A=[fl=11 2 1
1 1 2

untersucht. Es gilt

22Dije Menge der Eigenwerte einer Matrix bezeichnet man als Spektrum.
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(beachte: tr(A) =6 =14 1+ 4). Das Gram-Schmidt-Verfahren fir F;(A) liefert
1 1
by = (17 0, _1)> by = (Oa 1, _1) - 5(17 0, _1) = 5(_17 2, _1)'

Der Eigenvektor zum Eigenwert 4 muss nur normiert werden. Insgesamt erhélt man die Orthonormalbasis

%(1,07 —-1), %(—1,2, -1), %(1, 1,1) aus Eigenvektoren von f. Fiir die orthogonale Matrix

v =1\ 1/v3

S=( 0o 2s yus
13 —1/\G 1/y3

gilt S*AS = S~1AS = diag(1,1,4). Man kann das Ergebnis nutzen, um Wurzeln von Matrizen zu
ziehen. Fiir v/A := S diag(1,1,2)S" gilt ndmlich

VA = Sdiag(1,1,2)5°S diag(1, 1,2)St = Sdiag(1, 1,2)25" = S diag(1, 1,4)S* = A.

Satz 11.40 (EULER). Sei V ein 3-dimensionaler euklidischer Raum und f € O(V). Dann existiert
eine Orthonormalbasis B von V und ein Winkel @ mit

o= (5 i)

Beweis. Da 3 ungerade ist, besitzt x; eine Nullstelle A € R nach [Beispiel 11.35, Nach [Bemerkung 11.20|
ist A € {#1}. Sei by ein entsprechender normierter Eigenvektor und U := (b1)~*. Fiir u € U gilt

[F(u), b1] = [f(u), A2b1] = A[f (), f(b1)] = Afu, br] = 0

und f(u) € U. Daher liegt die Einschriinkung g := fi;; in O(U). Fiir eine Orthonormalbasis C' := {b2, b3 }

von U ist ¢[g]c € O(2,R) nach [Lemma 11.19 Im Fall det(g) = 1 ist ¢[g]c = D(p) nach |Beispiel 11.21

und die Behauptung folgt mit B := {b1,be,b3}. Sei nun det(g) = —1. Nach [Beispiel 11.21]ist g eine
Spiegelung mit Eigenwerten 1 und —1. Da dies auch Eigenwerte von f sind, kénnen wir A durch

— A ersetzen und by entsprechend wéhlen. Anschliefsend ist det(g) = 1 und die Behauptung folgt wie
ZUvor. O

Bemerkung 11.41. Die Matrizen in [Satz 11.40] mit Determinante 1 (also von der Form diag(1, D(¢)))
entsprechen Drehungen um den Winkel ¢, wobei die Drehachse vom ersten Basisvektor aufgespannt
wird. Nach dem Determinantensatz ist die Komposition von Drehungen wieder eine Drehung (im
2-dimensionalen Raum ist dies klar wegen D(p)D(v)) = D(¢ + 1)). Achtung: Die orthogonalen
Abbildungen mit Determinante —1 sind nicht unbedingt Spiegelungen. Es gibt auch sogenannte
Drehspiegelungen, d. h. Kompositionen einer Drehung mit einer Spiegelung. Man kann zeigen, dass im
n-dimensionalen Raum jede orthogonale Abbildung eine Komposition von héchstens n Spiegelungen
(an Hyperebenen) ist.

Beispiel 11.42. Wéhrend eines Fuliballspiels gibt es einen Punkt auf der Oberflache des Fufsballs, der
sich zu zwei verschiedenen Zeitpunkten exakt am gleichen Ort befindet. Begriindung: Der Mittelpunkt
des Fufsballs liegt zu Beginn der ersten und zweiten Halbzeit auf dem Anstofspunkt. Dazwischen fiihrt
der Ball mit jedem Schuss eine Drehung (und Translation) aus. Da die Komposition von Drehungen
wieder eine Drehung ist, wird auch die Transformation auf dem Anstofspunkt durch eine Drehung f
beschrieben. Die Drehachse von f schneidet die Oberflache des Balls an zwei Punkten. Diese bleiben
also fest.
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12 Die Jordansche Normalform

12.1 Hauptraume
Bemerkung 12.1. Nach [Satz 10.28| gibt es zwei Griinde, warum ein Endomorphismus nicht diagonali-
sierbar ist:

e Das charakteristische Polynom zerféllt nicht in Linearfaktoren.

e Die Eigenrdume sind zu ,klein“, d. h. die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist kleiner als
die entsprechende algebraische Vielfachheit.

Uber K = C tritt das erste Problem nach dem Fundamentalsatz der Algebra nicht auf. Um das zweite
Problem zu umgehen, ersetzen wir Eigenrdume durch grofere Unterrdume.

Definition 12.2. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V).
e Ein Unterraum U < V heifst f-invariant, falls f(U) C U gilt.

e Fiir einen Eigenwert A € K von f nennt man
Hy(f) :=Ker((f — Xidy)") <V

den Hauptraum von f zu A. Ist A Eigenwert einer Matrix A € K™*", so definiert man analog
H(A) :=Ker((A — A1,)").

Beispiel 12.3.

(a) Fir f € End(V) sind Ker(f) und f(V) stets f-invariante Unterrdume, denn f(Ker(f)) = {0} C
Ker(f) und f(f(V)) € £(V).

(b) Sei f € End(K?) mit A := [f] = ({1). Dann ist Ei(f) = (e1). Wegen (A — 12)? = 0 ist
Hi(f) = K2, d.h. der Hauptraum ist grofer als der Eigenraum.

Bemerkung 12.4.

(a) Sei U <V ein f-invarianter Unterraum. Wir ergénzen eine Basis von U zu einer Basis B von V.

Dann ist g[f]p = (’3 g ), wobei A die Darstellungsmatrix der Einschrinkung f);; ist. Besitzt U ein

f-invariantes Komplement W (d.h. V =U @ W), so kann man C' = 0 durch geeignete Basiswahl
erreichen. Wir versuchen daher V' in moglichst kleine f-invariante Unterrdume zu zerlegen.

(b) Fiir v € E\(f) gilt
(f = Xidy)™(v) = (f = Aidy)" 1 ((f = Aidy)(v)) = (f = Aidy)" ' (0) = 0.

Dies zeigt Ex(f) € Hx(f). Offenbar ist f mit f —Aid und (f —Aid)™ vertauschbar. Fir v € H)(f)
gilt daher

(f = Aidy)"(f(v)) = ((f = Aidv)" o ) (v) = f((f — Aidv)"(v)) = £(0) = 0.

Also ist f(v) € Hy(f) und Hy(f) ist f-invariant. Wir zeigen als Néchstes, dass H)(f) ein
f-invariantes Komplement besitzt.
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Lemma 12.5 (FITTING). Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum und f € End(V'). Dann ist

V= f"(V) @ Ker(f")]

eine Zerlegung in f-invariante Unterrdume.

Beweis. Fiir v € Ker(f*) gilt f*1(v) = f(f*(v)) = f(0) = 0. Dies zeigt Ker(f) < Ker(f?) <.... Da
die Dimension dieser Unterrdume durch n beschriinkt ist, existiert ein & < n mit Ker(f*) = Ker(f*+1).
Fiir v € Ker(f*2) gilt f*+1(f(v)) = f*2(w) = 0, also f(v) € Ker(f*1) = Ker(f*). Dies zeigt
A1 (v) = 0 und v € Ker(f*1). Induktiv erhilt man

Ker(f*) = Ker(f**1) = ... = Ker(f") = Ker(f"H = .. ..

Fiir v € Ker(f™) N f*(V) existiert ein w € V mit v = f*(w). Wegen f?"(w) = f*(v) = 0 ist w €
Ker(f?") = Ker(f™) und es folgt v = f*(w) = 0. Also ist Ker(f™)N f*(V) = {0} und der Rangsatz zeigt
V = Ker(f") @ f*(V). Wegen f(Ker(f")) € Ker(f"~!) € Ker(f") und f(f™(V)) = f*(f(V)) € f"(V)
sind beide Unterrdume f-invariant. O

Beispiel 12.6. Seien A\, \' € K verschiedene Eigenwerte von f € End(V). Fiir U := H)(f)NHy (f) gilt
(f = Aid)™(U) = {0} = (f — N'id)"(U). Das Minimalpolynom der Einschrinkung g := fj € End(U)
teilt daher (X — X)™ und (X — X')™ nach [Lemma 10.35| Aus|Lemma 10.18|folgt p1y = 1 und U = {0}.

Satz 12.7 (Hauptraumzerlegung). Sei V' ein K-Vektorraum und f € End(V'), sodass jiy (oder xs) in
Linearfaktoren zerfdllt. Dann gilt

V=Hy(f)®...®Hy(f)

fiir die verschiedenen Eigenwerte A1,..., \x € K von f.

Beweis. Zerfallt x; in Linearfaktoren, so auch py nach Cayley-Hamilton und Wir
argumentieren durch Induktion nach n := dim V. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei also n > 2 und die
Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Da i in Linearfaktoren zerféllt, besitzt f einen Eigenwert

A = A1 € K nach [Satz 10.39] Fiir die Abbildung ¢ := f — Aidy gilt
V =g"(V) @ Ker(g") = ¢"(V) ® H\(f)

nach Fitting. Fir U := ¢"(V) gilt f(U) = (¢ + Aid)(U) C g(U)+ U C U, d.h. U ist f-invariant. Wir
betrachten nun die Einschrinkung h := fi;; € End(U). Nach ist pp, | oy und pyp, zerfallt
in Linearfaktoren (Lemma 10.18). Wegen dim H,(f) > dim E\(f) > 1 ist dimU < n. Nach Induktion
gilt daher

U= H)\Q(h) bD... @H)\k(h)

fir die verschiedenen Eigenwerte Aa, ..., A\x, von h. Wir wollen H)y,(h) = Hy,(f) fir i = 2,..., k zeigen.
Wegen Ejy, (h) C Ey,(f) sind Mg, ..., A\; auch Eigenwerte von f. Wegen Ey, (h) N Hx(f) < UNH)\(f) =
{0} ist A # X\ fur e =2,..., k. Sei v € Hy,(f) fiir ein ¢ > 2. Dann existieren v € U und w € Hy(f) mit
v =u+ w. Es folgt

0=(f—XNid)"(v) = (f — \id)"(u) + (f — N id)"(w) € U & Hx(f).

Aus erhélt man (f — A\;id)"(u) = 0 = (f — A;id)"(w). Nach ist w €
Hy(f)NHy,(f) ={0} und v =wu € Hy,(f) NU = Hy,(h). Dies zeigt

V=Hy\(f)®U = H\(f)® Hy,(h) ® ... ® Hy, (h) = Hy,(f) ® ... ® Hy, (f). O
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Beispiel 12.8. Sei

1 11
o 11 . 4x4
A= 111 e Fy"".
11

Da 0 und 1 die einzig moglichen Eigenwerte sind, berechnen wir probeweise

. 1111 1
S B 1.1 . .

2 _ _1.)2 — —

A=y (A—14) 1111 1. ..
111 1 1111

Man sieht (0,0,0,1),(1,0,1,0) € Hy(A) und (0,1,1,0),(0,1,0,1) € Hi(A). Aus Dimensionsgriinden
folgt
F3 = Ho(A) @ Hi(A) = ((0,0,0,1),(1,0,1,0)) @ ((0,1,1,0),(0,1,0,1)).

12.2 Jordanblocke

Bemerkung 12.9. Nach der Hauptraumzerlegung interessieren wir uns fiir Basen von Hauptraumen.

Definition 12.10. Fir A € K und n > 1 nennt man

A 0
R 1 nxn
Jn(N) = e K
0 1 A

einen Jordanblock =)

Bemerkung 12.11. Offenbar hat A := J,,(\) das charakteristisches Polynom y4 = (X — A)”, d.h. A
hat algebraische Vielfachheit n. Andererseits hat A geometrische Vielfachheit dim E)(A) = 1. Somit ist
A besonders weit davon entfernt diagonalisierbar zu sein (Satz 10.28)). Fiir den Standardbasisvektor
e1 € K" gilt Ae} = (x,1,0,...,0)" und induktiv

AFel = A(AFTel) = A%, ..., %,1,0,...,0)" = (%,...,%,1,0,...,0)".
N——

——
k—1 k
Also sind et Ael, ..., A" 1e! linear unabhingig. Daher miissen auch die Matrizen 1, 4, ..., A"~! linear

unabhéngig sein. Dies zeigt deg s > n. Aus Cayley-Hamilton folgt a4 = xa = (X — A)™

Satz 12.12. Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V) mit f™ =0 fir ein m € N@ Dann existiert
eine Basis B von V', sodass

%Tn manchen Biichern benutzt man J,()\)'. Das macht keinen wesentlichen Unterschied (Aufgabe 54)).
24 Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennt man nilpotent.
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Die Zahlen nq > ... > ng > 1 sind durch die Gleichungen

{1 <i<s:m >k} =rk(fFh) — k(%) (k=1,...,m) (12.1)

eindeutig bestimmt. Insbesondere ist s = dim Ker(f).

Beweis. O.B.d.A. sei f™~1 # 0. Fiir k € N gilt f(Ker(f*)) € Ker(f*!). Nach [Folgerung 4.16|
existieren Unterrdume Uy, ..., U, mit

V = Ker(f™) = Ker(f™ ') @ Uy,
Ker(f™ 1) = (Ker(f™ ) + f(Uh)) & Us,

Ker(f) = (f" 1) + ...+ f(Un-1)) ® Up,.

Wir zeigen, dass alle Summen direkt sind. Dies ist fiir die erste Summe gegeben. Sei induktiv bereits
gezeigt:
Ker(f™ ") = Ker(f™ *) & fFH(th) @ fF2(h) ® ... & f(Up-1) ® Us. (12.2)

Sei w+ fF(u1) + ...+ f(ug) = 0 mit w € Ker(f™*~1) und u; € Uj; fiir i = 1,..., k. Dann folgt
PR ) ) = T ) o ()
= N w + )+ fug)) = fEH0) =0

und
P )+ w € Ker(f™9) 0 (P10 @ .. @ f(U) @ U) 22 (0},

Dies zeigt f*1(u1) = ... =u =0 und es folgt w = 0. Also ist
Ker(f™™*) = Ker(f" " e f{(th) @ [ (U2) &... & [(Ur) & Upa
wie gewlinscht.
Insgesamt ist
V=Ueafl)e..ef" U)ol fU)®...8 f"2U)&...® Un.

Sei bi1, ..., bk, eine Basis von U; fiir i = 1,...,m (der Fall U; = {0} mit k; = 0 ist zugelassen). Wegen
Ker(f7) N U; = {0} ist die Einschrinkung f‘JU_ fir j =1,...,m — i injektiv (Lemma 7.7). Insbesondere
ist f7(bi1), ..., f7(bi,) eine Basis von f7(U;). Also ist

m  k;
5= (U b 00,70

i=1j=1

eine Basis von V. Wegen U; C Ker(f™ 1) ist fm=i*1(b;;) = 0. Somit entsprechen die Elemente
bij, f(bij), -, fm_i(bij) dem Jordanblock Jy,—i+1(0) in g[f]p. Insgesamt hat p[f]p nun die gewiinschte
Form. Aulerdem ist

ki+ ...+ k=din(fH) e 20 @ ... 0 U) = dimKer(f™ ) — dim Ker(f™ )
rh(f7) k(7

die Anzahl der Jordanblocke J,, (0) mit n; > m — [+ 1. Indem man m — [ + 1 durch k ersetzt, folgt
(12.1). Die letzte Behauptung erhdlt man mit & =1 in (12.1)). O
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Bemerkung 12.13. In der Situation von [Satz 12.12] gilt
{1<i<s:ini=k}=|{1<i<s:n >k} - |[{1<i<s:n; >k+1}
= rk(f*7) + k() — 21k(f5)

fiir k = 1,...,n. Insbesondere ist 2rk(f*) < rk(f**+1) +1k(f*~1), d. h. die Folge rk(f), rk(f?),... kann

nicht zu ,schnell* fallen.

Beispiel 12.14. Sei f € End(R%) mit

2 -3 -1 -1 2
1 -2 0 0 1
A=3plflz=[0 2 -1 -1 0
1 -4 1 1 1
0 -1 1 1 0

Man berechnet

0 0 00 0
0 0 00 O
A2=|1 -2 00 1], A% =o0.
-1 2 00 -1
0 0 00 O

Also ist 1k(f?) = 1. Wie im Beweis von [Satz 12.12| kénnen wir by := e; ¢ Ker(f?) und U; := (b1) mit
R® = Ker(f?2) @ (by) withlen. Weiter ist

1 -2 0 0 1 10 -2 -2 1 1 0001
0 1 -1 -1 0 01 -1 -1 0 01000
A~10 2 -1 -1 0| ~|0 O 1 1 Ol~|0O O 1 1O
0 -2 1 1 0 00 -1 -1 0 000 0O
0 -1 1 1 0 00 0 0 O 0 00 0O

0 1 2

0 0 1

Ker(f)@ f(U)=(| 1 |,| 0 |.,]0[)-
—1 0 1
0 -1 0

Mit by := e € Ker(f?)\ (Ker(f)® f(U1)) und Us := (bs) gilt Ker(f?) = Ker(f)® f(U1)®Us. SchlieRlich
ist Ker(f) = f2(Uy) @ f(Us) (also Uz := {0}). Beziiglich der Basis B := {by, f(b1), f2(b1), ba, f(b2)} hat
f die Darstellungsmatrix diag(.J3(0), J2(0)).

Satz 12.15 (JOrRDANsche Normalform). Sei V' ein C-Vektorraum und f € End(V'). Dann existiert
eine Basis B von V mit

Iny (A1) 0
BlflB = ;
0 I (As)
wobei A1,...,\s die Figenwerte von f sind (mdglicherweise mit Vielfachheiten). Die Jordanblocke

JIn;(Ni) sind bis auf die Rethenfolge eindeutig bestimmt.@

25 Anders als in [Satz 12.12|ldsst sich keine kanonische (d.h. naheliegende) Reihenfolge der Jordanblécke angeben, da man

C nicht sinnvoll ordnen kann (Bemerkung 11.25|).
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Beweis. Wir fiigen alle Puzzleteile zusammen: Nach [Folgerung 11.34] zerféllt ;1 in Linearfaktoren.
Seien A1, ..., A\; € C die verschiedenen Eigenwerte von f und H; := H),(f) fir i = 1,..., k. Nach der
Hauptraumzerlegung gilt V' = Hy @© ... ® Hy. Fiir g; :== (f — \jidy)|g, gilt gi' = 0. Nach [Satz 12.12
existiert eine Basis B; von H; mit

B; [gi]Bi = diag(Jml (0)7 ) Jmt (0)) .
Nach [Satz 7.16] ist
B; [f|Hz]Bl = B [gi + A idHi]Bi = B [gi]Bi + )\iB,- [idHi]Bi = diag(Jm1 (0)7 S Jmt(o)) + Ail
= diag(Jml ()\Z), ey Jmt ()\z))

Also ist B := Bj U...U By, eine geeignete Basis. Fiir ein fest gewéhltes Paar (n;, \;) ergibt sich die
Anzahl der Blocke J,,(\;) aus [Bemerkung 12.13| angewendet auf g;. O

Bemerkung 12.16.

(a) Die Matrix-Version von [Satz 12.15(lautet: Fiir jede Matrix A € C™*" existiert ein S € GL(n,C)
mit ST1AS = diag(Jn, (A1), - - -5 Ins (As))-

(b) Sei A ein Eigenwert von f und seien ny > ... > ny, die Grofen der Jordanblocke Jp,, (A;) mit A\; = A
in der Jordanschen Normalform von f. Da die Jordansche Normalform eine untere Dreiecksmatrix
ist, ist ny + ... + ny die algebraische Vielfachheit von A. Da py nicht von der Basiswahl abhéngt,
gilt

0 = pug (diag(Jny A1)y s (0s)) = diag (i (Joy V), - 1 (T (A))-

Daher ist py durch das Minimalpolynom von Jy, (X;) fiir i = 1,. .., s teilbar. Nach|Bemerkung 12.11]
ist ny die Vielfachheit von A als Nullstelle von g .

(c) Nach [Satz 10.41] ist f genau dann diagonalisierbar, wenn die Jordansche Normalform eine
Diagonalmatrix ist (d.h. ny = ... =ns =1).

Beispiel 12.17. Sei f € End(C?) mit

5 0 1
A=[fl=|-5-1 -1 -1
-9 0 -1

Durch Laplace-Entwicklung nach der zweiten Spalte erhélt man
XF=xa=X+D)((X=5)(X+1)+9) = (X +i)(X*—4X +4) = (X +1)(X —2)*.

Also sind A\; = 2 und A\ = —i die Eigenwerte von f. Offensichtlich ist b3 := ey ein Eigenvektor zu Ao.
Wegen

3 0 1 3 0 1
A-2-13=|-5—-1 -2—-i -1 ~|-H—-i —2—-1 -1
-9 0 -3 0 0 0

ist rk(f — 2id) = 2, d.h. A; = 2 hat geometrische Vielfachheit 1. Also ist f nicht diagonalisierbar und
die Jordansche Normalform von f muss diag(J2(2), J1(—i)) sein. Wegen

0 0 0
(A—2-13)% = |3+4i 3+4i 0
0 0 0
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kénnen wir by := eg € Ker((f — 2id)?) \ Ker(f — 2id) wie in wéhlen. Fiir

by = (f — 2id)(by) = (1,~1,-3)
gilt f(b1) = 2by + by und f(b2) = (f — 21d)(b2) + 2by = 2by. Fiir die Basis B := {by, b2, b3} erhélt man
0 0
2 0 | =diag(J2(2), Ji(—1)).
0

—i

Bemerkung 12.18. Uber beliebigen Kérpern K zerfillt das Minimalpolynom g ¢ nicht unbedingt
in Linearfaktoren. Man kann pi aber ,so weit wie moglich faktorisieren, sagen wir pur = 7" .. .yzk
mit paarweise verschiedenen normierten Polynomen ~7i,...,7; € K[X]. Es lésst sich zeigen, dass
die Faktoren ~1,...,7; dabei bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind (man hat also eine
,Primfaktorzerlegung®* in K[X]). Analog zur Hauptraumzerlegung existiert eine f-invariante Zerlegung

V =Ker(7{*(f)) @ ... ® Ker(1*(f)).

Es existiert nun eine Basis B von V, sodass

0 =
Aq 0 ) )
Blflp = mit A= |1 | firi=1,...,1
0 Al -0
0 1

(vgl. [Aufgabe 40). Im schlechtesten Fall (I = 1) sind wie bei der Jordanschen Normalform nur 2n — 1
Matrixeintrége von g[f]s ,belegt”.

Beispiel 12.19. Sei f € End(F3) mit

3x3
€ F3*3.

A=f]=

S = O
— =
_ = O

Mit der Sarrus-Regel berechnet man y; = x4 = X(X+1)(X+1)+ X+ X +1 = X34+ X +1. Da x keine
Nullstellen besitzt (nur 0 und 1 kommen in Frage), kann x auch keine ,echten” Teiler besitzen. Nach
Cayley-Hamilton muss also pr = xs gelten. Offenbar sind e1, f(e1) = ez und f%(e1) = f(e2) = (1,1,1)
linear unabhéngig. Wegen f(1,1,1) = (1,1,0) = e; + ey erhélt man

Blfls =

O = O
= o O

1
L,
0
wobei B = {61,62, (1,1, 1)}

Aufgaben

Aufgabe 26. Sei A € K ein Eigenwert von A € K™ ™ und k € N. Zeigen Sie, dass A\* ein Eigenwert von
AF ist. Gilt auch die Umkehrung? Zeigen Sie, dass A~! ein Eigenwert von A™! ist, falls A invertierbar
ist.
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Aufgabe 27. Sei A € K™*" diagonalisierbar. Zeigen Sie, dass auch A' diagonalisierbar ist mit den
gleichen Eigenwerten. Stimmen auch die Eigenrdume iiberein?

0 As
Zeigen Sie det(A) = det(A1) det(As).

Aufgabe 28. Sei A = (Al A2) e Ktm)x(ntm) mit A) e K™" Ay € K™ und As € K™X™,

Aufgabe 29. Ist das Schiebepuzzle auf dem Cover l6sbar?

Aufgabe 30. Eine Transposition o € S, heiflt Basistransposition, wenn o zwei aufeinanderfolgende
Zahlen vertauscht. Zeigen Sie, dass jede Permutation ein Produkt von Basispositionen ist.
Bemerkung: Dies ist die Grundlage von Bubblesort.

Aufgabe 31. Zeigen Sie, dass die symmetrische Gruppe S, fiir n > 2 genau so viele Permutationen
mit Signum 1 wie mit Signum —1 besitzt.
Hinweis: Wenden Sie die Leibniz-Formel auf die Matrix (1)7;_; € Q"*" an.

Aufgabe 32. Seien 0,7 € S, mit sgn(o) # sgn(r). Zeigen Sie det(P, + P;) = 0.
Hinweis: Py + Pr = P,(P;' + P71 Pr.

Aufgabe 33.
(a) Sei @ € K[X] vom Grad d > 0. Zeigen Sie, dass « hochstens d Nullstellen besitzt.
(b) Sei |K| =00 und a, f € K[X] mit a(z) = f(x) fiir alle z € K. Zeigen Sie o = f.

Aufgabe 34. Seien o, 8 € K[X] mit a | 8 | cv. Zeigen Sie, dass ein ¢ € K* mit a = ¢f3 existiert.

Aufgabe 35. Fiir paarweise verschiedene x1,...,z, € K nennt man
2 n—1
1 x a:% SRR ) )
. 1 29 x5 --- x07
—1 2 2
A=@)=|. . . .| e k™
2 n—1
1 =, =, - =z,

VANDERMONDE-Matriz. Zeigen Sie:

(a) det(A) = Li<icjcn(@j — i) # 0@
Hinweis: Gauft-Algorithmus mit Spalten und Induktion nach n.

(b) Fiir beliebige 41, ...,y € K existiert genau ein Polynom a € K|[X] mit deg(a) < n und a(z;) = y;
firi=1,...,n.
Hinweis: Die Koeffizienten von « bilden die Losung eines Gleichungssystems.

(c) Das LAGRANGE-Polynom

a::ZyiHX_xj € K[X]

T — T
i=1  j#i J

erfiillt die Bedingungen aus @

26Hierbei ist [1 das Produktzeichen, d.h. [, a; = a1az2. .. an.
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(d) Geben Sie einen weiteren Beweis fiir die Eindeutigkeit von « in mit Hilfe von |[Aufgabe 33|

Aufgabe 36. Zeigen Sie, dass A € F3*" genau dann diagonalisierbar ist, wenn A% = A gilt.
Hinwesrs: [batz 10.41

Aufgabe 37. Zeigen Sie x4 = x4t und pg = pye fiir A € K™". Wie lassen sich x4-1 und p4-1 aus
xA und pa berechnen, falls A invertierbar ist?

Aufgabe 38. Zeigen Sie xap = xpa fir A, B € K™*", Insbesondere haben AB und BA die gleichen
Eigenwerte. Konstruieren Sie Matrizen A und B mit puap # pupAa-
Hinweis: Berechnen Sie folgende Determinante auf zwei Weisen:

w(( 1) (U5 )

Aufgabe 39. Zeigen Sie x4 = X% — tr(4)X? + 1 (tr(A)? — tr(A%)) X — det(A) fiir alle A € K3%3.

Aufgabe 40. Sei

0 —ap
1 . :
A= e Knxm,
B 0 —0p—2
0 1 —Ap—1

(a) Berechnen Sie x4 (man nennt A die Begleitmatriz von x4).

(b) Folgern Sie, dass jedes normierte Polynom in K[X] als charakteristisches Polynom einer Matrix
auftritt.

(c) Zeigen Sie x4 = pa.
Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass e, Aeq, ..., A" ey linear unabhéngig sind.
Aufgabe 41. Sei V ein euklidischer Raum und U, W < V. Zeigen Sie:
(a) (U+W)t=Utrnw.
b)) (UnW)t =0t +wt.

Aufgabe 42. Sei V ein euklidischer Raum und f: V' — V mit [f(v), f(w)] = [v, w] fir alle v,w € V.
Zeigen Sie, dass f linear ist (und damit orthogonal).

Aufgabe 43. Sei V ein euklidischer Raum mit Orthonormalbasis B und f € End(V). Wir definieren

die zu f adjungierte Abbildung f* € End(V') durch f*(b;) := Y ;. [f(bk), bi]bg fiir i = 1,...,n. Zeigen
Sie:
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Aufgabe 44. Seien v,w € R? linear unabhingig. Dann bilden 0, v, w die Eckpunkte eines Dreiecks
mit Seitenldngen A := |v|, B := |w| und C := |v — w|. Seien «, 3, die Winkel gegeniiber von A, B, C.
Zeigen Sie:

(a) (Sinussatz) Sija = Sigﬁ = Sigﬂ.

(b) (Kosinussatz) C? = A% + B2 — 2AB cos~.

(c) (Trigonometrischer Pythagoras) sin(a)? + cos(a)? = 1.

Aufgabe 45. Fiir ¢ := cos(n/5) + isin(n/5) € C gilt ¢° = —1 (siche Beweis von [Lemma 11.26)). Sei
w =+ (1 =2Re(¢) € R. Zeigen Sie:

(a) w?—w—-1=0.
Hinweis: X° +1= (X +1)(X* - X34+ X2 - X +1).

(b) w=1(V5+1).

()
D(w/5)—1 Vb+1  —\/10-2V5
Ti\Vio-2vs vBel )

Hinweis: cos(p)? + sin(p)? = 1.

Aufgabe 46. Wir wollen die Halbkreisbogenldnge m durch den halben Umfang eines regelméfligen
2"-Ecks mit ,Radius” 1 approximieren. Dafiir sei s, die Seitenldnge des regelméfigen 2™-Ecks.

(a) Zeigen Sie so = V/2.

(b) Zeigen Sie sp11 = /2 — y/4 — s2 durch zweimalige Anwendung von Pythagoras:

(c) Zeigen Sie

2"\/2—\/2+\/2+...\/§:n13202"3n+1:7r.

n Wurzeln

Aufgabe 47. Sei v € R™! normiert. Zeigen Sie, dass die Matrix 1,, — 2vv' eine Spiegelung an der
Hyperebene (v)* beschreibt.
Bemerkung: Solche Matrizen nennt man Householder-Transformationen.

Aufgabe 48. Sei o € R[X]. Zeigen Sie, dass Polynome v1,...,v: € R[X]| mit & = 77...7 und
deg(v;) <2 fiir i =1,...,k existieren.
Hinweis: [Bemerkung 11.36]
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Aufgabe 49.

(a) Sei V ein euklidischer Raum mit Basis b, ..., by. Sei A := ([b;, bj])ij € R™*" Zeigen Sie, dass A
symmetrisch ist und nur positive Eigenwerte besitzt.

(b) Sei umgekehrt A € R™*"™ symmetrisch mit Eigenwerten A1,..., A\, € Rund x4 = X" +a, 1 X" '+
...+ ap € R[X]. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) Die Abbildung
R" x R" — R, (v, w) = vAW"

definiert ein Skalarprodukt.
(2) Ay Ay > 0.
(3) (~D*a,_p >0firk=1,...,n.

Ggf. nennt man A positiv definit.
Hinweis: Benutzen Sie den Spektralsatz und x4 = (X — A1) ... (X — A\p).

Aufgabe 50. Seien n,k € N und A € K. Zeigen Sie

Ak 0
kAR
Jn()‘)k = (S)Ak_2 ,
(EDM e (A Rt
wobei (lf) = w firl=1,...,n—1.

Aufgabe 51. Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) xf zerfallt in Linearfaktoren.
(b) ps zerféllt in Linearfaktoren.

(c) Es existiert eine Basis B von V, sodass p[f]p eine untere Dreiecksmatrix ist.

Hinweis: Der Beweis von [Satz 12.15( benotigt nur @

Aufgabe 52. Zeigen Sie, dass fiir A, B € C3*3 die folgenden Aussagen #quivalent sind:
(a) Es existiert S € GL(3,C) mit A= SBS~!L.
(b) Es gilt x4 = xp und pa = pp.

Zeigen Sie, dass die Aussage fiir 4 x 4-Matrizen falsch ist.
Hinweis: Jordansche Normalform.

Aufgabe 53. Sei n < 6 und A, B € C"*"™. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) Es existiert S € GL(n,C) mit A = SBS™1.

(b) Es gilt x4 = xB, pa = up und die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A stimmen
mit denen von B iiberein.
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Zeigen Sie, dass die Aussage fiir 7 x 7-Matrizen falsch ist.

Aufgabe 54. Sei A € C"*". Zeigen Sie, dass eine Matrix S € GL(n,C) mit A* = SAS~! existiert.
Hinweis: Betrachten Sie P.Jj(A\)P~! fiir eine geeignete Permutationsmatrix P.
Bemerkung: Die Aussage gilt iiber beliebigen Korpern, ist dort aber schwerer zu beweisen.
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allgemeine lineare, [30]
orthogonale, [79]

Godels Unvollstandigkeitssitze, [10]

H
Hauptachsentransformation,
Hauptdiagonale, [27]
Hauptraum, [87]
Hauptraumzerlegung,
Hilberts Nullstellensatz,
Hintereinanderausfiihrung,
Homogenitét, [75]
Homomorphismus, [39]
Horner-Schema, [66]
Householder-Transformation,

Hyperwiirfel,

I
Identitét, [T5]
Imaginérteil,
Inklusionsabbildung,
Invariante,
inverses Element, [17]
Isomorphismus, [39]

J
Jordanblock,
Jordansche Normalform, [91]

K
Kardinalzahl,
kartesisches Produkt,
Kegelschnitt,
Kern, [40]
Koeffizient, [63]
fithrender, [64]
Koeffizientenmatrix,
erweiterte, [32]
Kommutativgesetz, [17]
Komplement, [25]
orthogonales, [7§]
komplexe Konjugation,
Komposition,
Kontinuumshypothese, [10] [L6]
Kontraposition, [J]
Koordinatendarstellung, 23]
Kosinus,

99

Kosinussatz, [05]
Kreuzprodukt, [79]
Kronecker-Capelli,
Kronecker-Delta,
Korper,

L
Lagrange-Polynom,
Laplace-Entwicklung, 9]
Leibniz-Formel, [62]
Leitkoeffizient, [64]
linear (un)abhingig,
Linearfaktor, [67]
Linearkombination, [20]

Loésungsmenge,

M

Matrix, [27]
diagonalisierbare, [52]
diinnbesetze, [60
invertierbare,
komplementiire,
orthogonale,
positiv definite, [06]
quadratische, [27]
regulire, [30]
singuléare,
symmetrische,
transponierte, [2§]
zeilen-dquivalente, [34]

Menge
endliche,
gleichmichtige,
unendliche,
tiberabzéhlbare, [16]

Methode der kleinsten Quadrate, [4]

Millenniumsproblem, [J]

Minimalpolynom,

Modus ponens, [J]

N
neutrales Element,
Newton-Verfahren, [84]
Norm, [74]
Nullmatrix, [27]
Nullpolynom, [64]
Nullraum,
Nullstelle,

doppelte, [68]
Nullvektor, [I9]
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Orthonormalbasis, [77]

P

Paar,
Parallelogrammgleichung, [75]



Permutation, [6]]
Permutationsmatrix, [61]
Polynom,
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normiertes, [64]
Potenzmenge, [47]
Projektion, [40]
Pradikat,
Pythagoras,
trigonometrischer,

Q
QR-Verfahren, [4]

Quadrik,

R
Rang
einer Abbildung,
einer Matrix,
Rangsatz,
Realteil,
Rechte-Hand-Regel, [79]
Rest, [66]
Ring, 29]
Ruffinis Regel,
Russellsche Antinomie,

S
Sarrus-Regel, [62]
SAT-Problem, [9]
Satz vom ausgeschlossenen Dritten, []
Satz vom Widerspruch, [J]
Selectionsort, [61]
Signum, [61]
Simplex-Verfahren, []
Sinus, [76]
Sinussatz,
Skalar,
Skalarmatrix, [27]
Skalarprodukt, [74]
Spaltenoperation,
Spaltenvektor,
Spann,
Spektralsatz, [84]
Spektrum, [84]
Spiegelung,
Spur
einer Abbildung, [46]
einer Matrix, [40]
Standardbasis, 23]
Standardmatrix, [28]
Standardskalarprodukt, [74]
Steinitz,
Strassen-Algorithmus, [48]
Summe von Unterrdumen, 21} (2]
direkte, 2]
Sylvester-Ungleichung, [49]
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symmetrische Gruppe, [61]

T

Teiler, [66]

Teilmenge, [I]
echte, [T7]

Transitivitét, [9]

Transposition,

Tripel,

Tupel,

U
Umkehrfunktion,
Umkehrung, [9]
Unterraum, [20]
f-invarianter,
Urbild,

vV
Vandermonde-Matrix, [94]
Variable,
Vektor,
normierter, [74]
Vektorraum, [T9]
endlich erzeugter,
endlich-dimensionaler,
euklidischer, [74]
isomorph, [39]
Venn-Diagramm, [I1]
Vereinigung, [10]
Verkettung,
Vielfachheit
algebraische, [67]
geometrische, [51]
Vollsténdige Induktion, [I3]
Vorzeichen,

W
Wertebereich, [T4]

Z
Zahlen
ganze, [T]]
komplexe,
natiirliche,
rationale,
reelle, [I]

Zassenhaus-Algorithmus, [38]
Zeilenoperation,
Zeilenstufenform,
Zeilenvektor, [27]
Zermelo-Fraenkel-System, [10]
Zirkelschluss, 23]

Zorns Lemma,
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