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Einleitung

Vorwort

Dieses Skript ist eine Erweiterung meiner Vorlesung Lineare Algebra A&B im Wintersemester 2020/21
und Sommersemester 2021 an der Leibniz Universitat Hannover. Wahrend sich die Vorlesung hauptséch-
lich an Studierende der Informatik gewendet hat, ist das vorliegende Skript an Mathematiker gerichtet.
Einige der prisentierten Sitze (u.a. von Fillmore, Mirsky, Mazur-Ulam, Schur-Horn und Frobenius)
findet man nur schwer in der Standard-Literatur. Auerdem wird die Frobenius-Normalform in voller
Allgemeinheit behandelt. Die Ubungsaufgaben beschrinken sich auf theoretische Aspekte und sollten
durch praktische Beispiele ergénzt werden. Ich danke Gereon Koffmann fiir Fehlerhinweise (weitere
Hinweise sind willkommen). Das folgende Buch deckt in etwa die Themen dieses Skripts ab:

Hoffman, Kunze, Linear algebra, 2nd edition, Prentice-Hall, New Jersey, 1971

Motivation

Sie haben zu verschiedenen Zeitpunkten ¢; = 1,t2 = 2, ... durch physikalische Experimente Messdaten
di = —2,ds = 3,... gewonnen. Aus theoretischen Uberlegungen sei bekannt, dass diese Daten einem
Gesetz folgen, das heiflt, es gibt eine Funktion f mit f(¢;) = d; fiir i = 1,2, .... Dabei hangt f (linear)
von unbekannten Parametern x1, s, ... ab, zum Beispiel f(t) = t2x1 — txo + 3. Die Bestimmung dieser
Parametern auf Grundlage der Messdaten fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem:
T1 — X9+ 23 =—2
dry — 229 + 23 =3 (S)

Wir beantworten unter anderem folgende Fragen:
e Wann ist das System 16sbar? (Satz 6.4))
e Wie viele Losungen gibt es? (Bemerkung 6.7(b)|)

e Welche Struktur hat die Losungsmenge? (Satz 6.6
e Wie berechnet man alle Losungen in der Praxis? (Satz 6.15))

Die entwickelten Methoden (Vektorrdume, Matrizen und lineare Abbildungen) haben zahlreiche Anwen-
dungen in anderen Gebieten:

e Bildverarbeitung: Wie wertet man verzerrte Blitzerfotos aus?

e Suchmaschinen: Nach welchen Kriterien bewertet Google Internetseiten?


https://brauersuzuki.github.io/teach/LAAB.pdf

Codierungstheorie: Wie erkennt und korrigiert man Fehler bei der Ubertragung digitaler Daten?

Elektrotechnik: Wie berechnet man Widerstande in Schaltkreisen?

Meteorologie: Wie sagt man das Wetter von Morgen voraus?

Stochastik: Mit welcher Wahrscheinlichkeit gelangt man nach einer Irrfahrt zum Ziel?

Notation

d.h.

A—B,a—b
Abb(A, B)

N, N, Z

Q,R, R, C

Fo

KX

f\Av f717 fog

f*

f(A), f71(B), Ker(f)
id, idy

Ok, Ov, la

5z'j

D im1 Aivi

U<V, U<V, V/U
H<G H<G
u=v

V*, Vo

Uo. U,
UeW,UxW
€1,..
fbE

(S), (S15---y5n)
dimg V =dimV
Blv]

.y en

das heifst

gegebenenfalls

ohne Beschrankung der Allgemeinheit

vergleiche

wahr, falsch

logische Ausdriicke

linke Seite wird durch rechte Seite definiert
Beweisende

leere Menge

Potenzmenge von M

Vereinigung (disjunkt), Durchschnitt, Differenz von Mengen
Méchtigkeit von A (Anzahl der Elemente)

Paar, n-Tupel

kartesisches Produkt von Mengen Ay, ...
Aquivalenzklasse von a € A
Abbildung von A nach B

Menge aller Abbildungen A — B
natiirliche Zahlen (ohne und mit 0), ganze Zahlen
rationale, reelle (positive) und komplexe Zahlen

Korper mit zwei Elementen

= K \ {0} (multiplikative Gruppe)

Einschrankung, Umkehrfunktion und Komposition von Funktionen
duale oder zu f adjungierte Abbildung

Bild, Urbild, Kern von f

Identitdt (auf V')

Nullelement, Nullvektor, neutrales Element in G
Kronecker-Delta

Linearkombination

Unterraum (echter), Faktorraum

Untergruppe (echte) von G

isomorphe Vektorraume

Dualraum, Bidualraum

duale Komplemente

direkte Summe/Produkt von U und W

Standardbasis von K™

duale Basis

Spann von S

Dimension von V {iber K

Koordinatendarstellung von v bzgl. der Basis B

; An



Hom(V, W)
End(V)

KnXm

GL(V), GL(n, K)
SL(n, K)
O(V), O(n, K)
SO(n, K)
U(V), U(n,C)
SU(n,C)
Aff(V)

Onxm, On, 1y
Est

A~ B

A~ B

(Al)

At AT AT
A A

A, A*

rk(A), tr(A), det(A)

clfls, [f]; cAp
E/\(f)v H)\(f)

deg(a)

alp

a = (mod §)
XAy Xfs HA, Hf
i

[v, w], |v|

v L w

T

cos , sin ¢

SL

v X W

D(¢), S(v)

Sy

Re(z), Im(z), z
1

Bil(V)

BlBlB

ind(fB), ind(A)

Vektorraum aller linearen Abbildungen V' — W
= Hom(V,V)

Vektorraum der n x m-Matrizen tiber K
allgemeine lineare Gruppe

spezielle lineare Gruppe

orthogonale Gruppe

spezielle orthogonale Gruppe

unitire Gruppe

spezielle unitare Gruppe

affine Gruppe

Nullmatrix, Einheitsmatrix
Standardmatrix mit 1 an Position (s, t)
A zeilen-dquivalent zu B

A ahnlich zu B

erweiterte Koeflizientenmatrix

Transponierte, Inverse, Transponiert-Inverse von A

Zeilenstufenform, komplementire Matrix von A
komplex-konjugierte, adjungierte Matrix von A
Rang, Spur, Determinante von A
Darstellungsmatrix, Basiswechselmatrix
Eigenraum, Hauptraum zum Eigenwert A von f
symmetrische Gruppe vom Grad n
alternierende Gruppe vom Grad n

Signum, Permutationsmatrix von o € S,
Vektorraum der Polynome mit Koeffizienten in K
Korper der rationalen Funktionen
Ableitung von o € K[X]

Grad von a € K[X]

« teilt 8

0|la—p

charakteristisches Polynom, Minimalpolynom von A, f

Minimalpolynom des zyklischen Unterraums
Skalarprodukt, Norm von v

v und w sind orthogonal, d.h. [v,w] =0
Lénge des Halbkreisbogens mit Radius 1
Kosinus, Sinus von ¢

orthogonales Komplement von S C V
Kreuzprodukt von v und w

Drehung, Spiegelung in R?

Spiegelung an de Hyperebene v

Realteil, Imaginarteil, komplexe Konjugation von z

imaginare Einheit

Vektorraum der Bilinearformen auf V'
Gram-Matrix einer Bilinearform (£

Index von 8 € Bil(V), A € K™*"
Jordanblock fiir A € K der Grofe n x n
verallgemeinerter Jordanblock fiir v € K[X]
Begleitmatrix von a € K|[X]

Zentralisator von f € End(V), A € K™*"



Konventionen

o K ist stets ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, Unterrdume heifsen meist
U, W, Vi etc.

e Mengen und Matrizen werden mit lateinischen Grofbuchstaben bezeichnet (A, B, ..., M,...).

e Elemente von Mengen werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet, Vektoren mit u, v, w, natiirliche
Zahlen mit n,m, k,l, Abbildungen mit f, g, h etc.

e Fir Mengen von Mengen benutzt man oft ,,geschwungene* Buchstaben (M, P)

e Fiir Polynome, Skalare (Korperelemente im Kontext von Vektorrdumen) und Bilinearformen
verwenden wir griechische Buchstaben. Die gebrauchlichsten sind:

« 15} ~,T 6, A €,€ ¢ n 0,v,0 AA I
alpha | beta | gamma | delta | epsilon | zeta eta theta | lambda my

v £ mI | po | oX% T | ee® | X Y,V | w2

ny xi pi rho | sigma | tau phi chi psi omega
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1 Aussagenlogik und Mengenlehre

1.1 Aussagen

Bemerkung 1.1. Die Sprache der Mathematik basiert auf logischen Prinzipien, die man letztlich als
gegeben hinnehmen muss. Alle ;h6heren mathematischen Objekte lassen sich auf mengentheoretische
Konstrukte zurtickfithren. Wir behandeln diese Themen hier nur soweit, wie sie zum Verstéindnis der
linearen Algebra benotigt werden. Mehr Informationen findet man in meinem Skript| zur Mengenlehre.

Definition 1.2.

e Eine Aussage A ist ein deutscher Satz, der entweder den Wahrheitswert wahr (w) oder falsch (f)
annimmt. Man sagt dann A g¢ilt bzw. A gilt nicht.

e Fiir Aussagen A und B sind auch —A (nicht A), ANB (A und B), AV B (A oder B), A= B
(A impliziert B) und A < B (A genau dann wenn B) Aussagen mit folgenden Wahrheitswerten:

A B|-A AANB AVB A=B A& B
w w| w w w w
w f f f w f f
f w| w f w w f
f | w f f w w

o Zwei Aussagen A und B nennt man dquivalent, falls A < B wahr ist, d.h. wenn A und B den
gleichen Wahrheitswert haben.

e Ein Prddikat ist eine Eigenschaft A = A(x), die erst durch Einsetzen einer Variablen x zu einer
Aussage wird. Ggf. sind Vz : A(z) (fir alle z gilt A(x)) und 3z : A(x) (es existiert ein z, sodass
A(x) gilt) Aussagen.

Beispiel 1.3. Folgende Sitze sind Aussagen (selbst wenn wir den Wahrheitswert nicht kennen):

e Alle blauen Katzen konnen fliegen (w).

e 1+1=3(f).

e Jede gerade Zahl grofer als 2 ist die Summe zweier Primzahlen (7)E]

Keine Aussagen dagegen sind:

o Sei € > 0 (Annahme).

o a? +b? = c? (Gleichung).

e Dieser Satz ist falsch (Paradozon).

!GoLpbBacHs Vermutung
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Aus dem Préadikat x > 0 kann man die wahre Aussage Vo > 4 : 2 > 0 bilden.

Bemerkung 1.4.

(a) Im Gegensatz zum alltéglichen Sprachgebrauch unterscheidet sich das mathematische oder vom
entweder oder. Das heiftt, die Aussage w V w ist wahr. Wir fiihren kein eigenstdndiges Symbol fiir
entweder oder einE| Unterscheiden Sie aufferdem die Formulierungen ,Es gibt ein...“ und ,Es gibt
genau ein. .. "

(b) Die Wahrheit der Aussage f = f irritiert viele Anfénger (siehe [Beispiel 1.3)). Interpretation: Wenn
die Voraussetzung nicht erfiillt ist, ist auch nichts zu zeigen. Man unterscheide auferdem die

Aussage A = B von ihrer Umkehrung B = AE|

(c) Fiir Aussagen Aj,..., A, definiert man A; A ... A A, durch Vi : A; und Ay V...V A, durch

(d) Um den Wahrheitswert einer Aussage A zu bestimmen, fithrt man Aquivalenzumformungen durch,
d. h. man ersetzt A durch eine dquivalente Aussage. Dafiir sind folgende Schlussregeln nﬁtzlichﬁ

Lemma 1.5. Seien A, B und C' Aussagen. Dann gilt:

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent zu A:

——A, AAw, AVE, AN A, AV A, w= A

(b) ANB und B A A sind dquivalent sowie AV B und BV A (Kommutativgesetz).
(c) Es gilt AV —A (Satz vom ausgeschlossenen Dritten) und —(A A —A) (Satz vom Widerspruch).

(d) AN(BVC) und (ANB)V (ANAC) sind dquivalent sowie AV (B AC) und (AV B) AN (AV C)
(Distributivgesetz).

(e) =(ANB) und =AV =B sind dquivalent sowie =(AV B) und AN —-B (DE MORGANsche Regeln).
(f) A= B, AV B und (—B) = (—A) sind dquivalent (Kontraposition).
(9) (A= B)A(B = C) impliziert A = C (Transitivitét).
(h) Aus AN (A= B) folgt B (Modus ponens).
(i) A< B ist dquivalent zu (A = B) A (B = A).
Beweis. Alle Behauptungen lassen sich leicht durch Wahrheitstabellen verifizieren. Bei drei Variablen
muss man dafiir 23 = 8 Fille unterscheiden (wer einen schnelleren Weg findet, kann eine Million Dollar

VerdienenEI). Alternativ kann man einige der Behauptungen aus bereits bewiesenen ableiten. So folgt
die zweite De Morgansche Regel aus der ersten:

~(Av B) L _(o=4) v (+-B)) == ~(~(-A A -B)) <L (-4 r-B). i

2In der Informatik spricht man von XOR.

3Man kénnte auch A < B schreiben.

4Ein Lemma ist ein Hilfssatz mit wenig eigener Bedeutung,.

5Das [SAT- Problem| der theoretischen Informatik ist NP-vollstéindig. Eines der sieben | Millenniumsprobleme) fragt, ob P =
NP.

5Diese Box markiert das Ende eines Beweises.

11


https://de.wikipedia.org/wiki/Erf%C3%BCllbarkeitsproblem_der_Aussagenlogik
http://www.claymath.org/millennium-problems

Bemerkung 1.6.

(a) Die De Morganschen Regeln lassen sich allgemeiner in der Form (—Vz : A(x)) < (3x : (-A(z)))
und (—3z : A(x)) & (Vo : (-A(x))) fiir Pradikate formulieren.

(b) zeigt, dass man allein mit den Symbolen — und A alle weiteren Terme ausdriicken
kann. Zu Gunsten der Lesbarkeit sollte man jedoch alle Symbole sparsam einsetzen.

1.2 Mengen

Definition 1.7 (CANTOR). Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschie-
denen Objekten x unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzenm Man sagt dann: x
ist ein Element von M und schreibt © € M sowie M = {z : v € M} (bzw. x ¢ M fiir ~(x € M)). Die
Anzahl |M| der Elemente von M heiflt Kardinalitit oder Mdchtigkeit von M. Im Fall |M| < oo heiftt
M endlich und anderenfalls unendlich.

Bemerkung 1.8.

(a) [Definition 1.7]ist ungenau, denn sie lasst Mengen zu, die zu logischen Widerspriichen fiihren. Sei
beispielsweise

M:={z:x ¢z} (RUSSELLsche Antmomie)ﬂ

Die Aussage M € M kann dann weder wahr noch falsch sein. In der modernen Mathematik
verhindert man solche Widerspriiche durch Einfiihrung eines Aziomensystems, d. h. man gibt den
Wahrheitswert von mdéglichst wenigen ,elementaren” Aussagen (Axiomen) vor. Weit verbreitet ist
das ZERMELO-FRAENKEL-System. Eines seiner Axiome besagt:

Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

Dies impliziert, dass die Elemente einer Menge keine feste Reihenfolge haben. Es gilt also
{27 ]" ]" 2’ 2} = {]'? 2}'

(b) In manchen Situationen bendtigt man zusétzlich das sogenannte Auswahlaxiom (siehe|Beispiel 2.3)).
Es wird von den meisten Mathematikern anerkannt, obwohl es die Konstruktion kontraintuitiver
Mengen zulasst: Das Banach-Tarski- Paradozon besagt beispielsweise, dass man eine Kugel vom
Volumen 1 in fiinf Teile zerlegen kann, die anders zusammengesetzt zwei Kugeln vom Volumen 1
ergeben.

(¢) Nach GODELs zweiten |Unvollstandigkeitssatz| ist es unmoglich zu beweisen, dass die Zermelo-
Fraenkel-Axiome keine Widerspriiche liefern. Ist dies tatséchlich der Fall (wovon die meisten
Mathematiker ausgehen), so besagt Godels erster Unvollstandigkeitssatz, dass es Aussagen
gibt, deren Wahrheitswert sich nicht bestimmen léisst.ﬂ Das bekannteste Beispiel hierfiir ist die
Kontinuumshypothese (siehe |Bemerkung 2.11§(f))).

"Cantors Wortlaut
"Das Symbol := besagt, dass die linke Seite durch die rechte Seite festgelegt wird.
9Die Beweisidee besteht darin die Aussage ,Dieser Satz ist nicht beweisbar.“ zu formalisieren.
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Definition 1.9.
(a) Fir Mengen A und B sei
o :={} (leere Menge),
AUB:={x:z€ AVzx € B} ( Vereinigunyg),

ANB:={x:x€ ANz € B} (Durchschmtt)m
A\B:={z:z€ ANz ¢ B} (Dijj"erenz)ﬂ

(b) Im Fall AU B = B ist A eine Teilmenge von B. Man schreibt dann A C B oder A C B, falls
zusitzlich A # B (man spricht dann von einer echten Teilmengdfl). Ist A keine Teilmenge von B,
so schreibt man A ¢ B.

(c) Man nennt A und B disjunkt, falls AN B = &. Ggf. nennt man AU B := AU B eine disjunkte
Vereinigung.
Bemerkung 1.10.

(a) Beziehungen zwischen Mengen lassen sich durch VENN-Diagramme veranschaulichen:

Achtung: Sind mehr als drei Mengen im Spiel, so kann die allgemeine Situation nicht mehr durch
Kreise dargestellt werden ||

(b) Vereinigung und Durchschnitt von beliebig vielen Mengen A; (wobei i aus einer Indexmenge
stammt) lassen sich wie folgt definieren:

UAi::{x:EIiEI::cEAi}, ﬂAi::{x:WEI:xeAi}.
icl iel
Ist A die disjunkte Vereinigung von Mengen A;, so spricht man von einer Partition von A.
(¢) Um die Gleichheit von Mengen A = B zu beweisen, ist es oft einfacher die dquivalente Aussage
(AC B)A (B C A) zu zeigen.
Beispiel 1.11.

(a) Die Menge der natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...}. Wir setzen Ng := {0,1,2...} = NU {0}]]]
Achtung: Bei manchen Autoren ist 0 € N.

(b) Die Menge der ganzen Zahlen Z :={...,—2,—1,0,1,2,...}. Es gilt N={n € Z : n > 0}. Die
ganzen Zahlen der Form 2n (bzw. 2n 4 1) mit n € Z heifen gerade (bzw. ungerade).

(c) Die Menge der rationalen Zahlen Q :={% : a,b € Z, b # 0}.

10Man beachte die Ahnlichkeit der Symbole U und V sowie N und A.

"Tn manchen Biicher schreibt man A — B anstatt A\ B.

2Das Symbol C wird in der Literatur leider nicht einheitlich benutzt.

Bsiche https://de.wikipedia.org/wiki/Mengendiagramm

Streng axiomatisch definiert man 0 := &, 1 := {@} und allgemein n + 1 :=n U {n}.

13


https://de.wikipedia.org/wiki/Mengendiagramm

(d) Die Menge der reellen Zahlen R besteht aus allen Dezimalbriichen wie 2 = 2.0, % =033...,
V2 =1.4142... oder m = 3.1415. .. (die Dezimalbruchentwicklung kann abbrechend, periodisch
oder unperiodisch sein). In der Analysis definiert man reelle Zahlen als Grenzwerte von rationalen
CaucHy-Folgen. Im Folgenden setzen wir die {iblichen Regeln fiir die Grundrechenarten voraus.
Auch diese lassen sich streng axiomatisch einfithren.

(e) Es gilt N C Ny € Z C Q € R. Die Behauptung Q # R zeigen wir indirekt. Annahme: Q = R.
Dann ist v/2 € Q und es existieren a,b € Z mit /2 = 7 und b # 0. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit (kurz: 0. B.d. A. ) kénnen wir annechmen, dass a und b teilerfremd sind (anderenfalls
kann man ¢ kiirzen). Umstellen ergibt 2b* = a?. Insbesondere ist a? gerade. Da das Quadrat ciner
ungeraden Zahl ungerade ist ((2n + 1)? = 2(2n? 4 2n) + 1), ist a gerade, sagen wir a = 2¢. Es
folgt b? = 2¢%. Mit dem gleichen Argument ist nun auch b gerade. Also ist 2 ein gemeinsamer
Teiler von a und b. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch war. Also ist Q # R.

(f) Die Elemente einer Menge konnen durchaus selbst Mengen sein. In solchen Féllen benutzt
man oft geschwungene Buchstaben. Zum Beispiel besteht M := {{1,2}, {1,3},{2,3}} aus allen
2-elementigen Teilmengen von {1,2,3}.

Lemma 1.12. Fir Mengen A, B und C gilt:
(a) ANBCACAUB.
(b)) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) und AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Distributivgesetz).
(c) A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) und A\ (BNC)=(A\B)U(A\ C) (De Morgansche Regeln).

(d) ||AUB|+|AN B| = |A] +|B|| und [AUB| = || + |B].

Beweis.
(a) Folgt direkt aus der Definition.

(b) Wir beweisen nur die erste Gleichheit (beweisen Sie die zweite selbst):

®@-&-& &

(c) Diesmal benutzen w1r Lemma 1.5| (fiir die erste Gleichung):

€A\ (BUC)<= (€ AN(2¢ BUQC)) <= (€ AN(x ¢ BNz ¢ (C))
<— ((te ANz ¢ B)N(xe ANz ¢ (C)) <=z (A\B)N(A\CO).

(d) Ist A oder B unendlich, so auch A U B und die Behauptung gilt, wenn man oo + n = oo
fir n € Ng U {co} interpretiert. Seien nun A und B endlich, sagen wir AN B = {x1,...,2s},
A={x1,...,z5,a1,...,a;} und B = {x1,...,24,b1,...,b,}. Dann gilt

|JAUB|+|ANB|=s+t+u+s=|A|+|B|.

Sind A und B disjunkt, so gilt |[AN B| = |&| = 0 und die zweite Behauptung folgt. O

Definition 1.13. Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M, d.h.
P(M):={N:NC M}.
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1.3 Vollstandige Induktion

Satz 1.14 (Prinzip der vollsténdigen Induktion). Sei A(n) ein Pradikat fiir n € N mit den Eigenschaften:
o Induktionsanfang: A(1) gilt.
o Induktionsschritt: V¥n € N: (A(n) = A(n +1)).

Dann gilt A(n) fir alle n € N.

Beweis. Beweis durch Widerspruch: Gilt A(n) nicht fir alle n € N, so gibt es ein kleinstes n mit —A(n).

Nach dem Induktionsanfang ist n # 1. Nach Wahl von n gilt A(n — 1). Nach dem Induktionsschritt gilt
A(n —1) = A(n). Also gilt A(n) nach Modus ponens. Widerspruch. O

Bemerkung 1.15. Man verwendet oft Varianten der vollstdndigen Induktion. Zum Beispiel:
o Induktionsanfang: A(1) A A(2) gilt.
e Induktionsschritt: Yn € N: ((A(n) A A(n + 1)) = A(n + 2)).

Beispiel 1.16. Wir beweisen (14+2+...4+n)2=13+2%+ ...+ n3 fiir alle n € N.
Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt 12 =1 = 13,

Induktionsvoraussetzung: Es gelte bereits (1 +2+...+n)2 =13 +23 + ... +n? ().
Induktionsschritt: Wir miissen die Behauptung fiir n 4+ 1 beweisen. Zunéchst eine Nebenrechnung;:
2042+ ...4n)=0+2+...4n)+(n+n—-1)+...+1)

=1+n)+2+n-1)+...+(n+1)=n(n+1)

(das hat GAuss als 9-Jahriger erkannﬂl—_sb. Nach der binomischen Formel gilt nun
(4+2+...4n)+n+1)2 =1+2+...+n)?+20+2+...+n)(n+1)+ (n+ 1)
Wi et ramt D+ 1) +(n+1)?

=134+ 4. +nd+ (n+1)>% O

5siche https://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fsche_Summenformel#Herkunft_der_Bezeichnung
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2 Kartesische Produkte und Funktionen

2.1 Paare und Tupel

Bemerkung 2.1. Nach [Bemerkung 1.§|sind die Elemente einer Menge ungeordnet. Wir fiihren eine
geordnete Variante ein.

Definition 2.2.

e Seien A und B Mengen. Das kartesische Produkt von A und B ist die Menge A x B bestehend
aus allen (geordneten) PaarenE] (a,b) mit a € A, b € B, sodass gilt

(a,b) = (d',V) <= (a=d Nb=1V).

Es gilt ‘ |A x B| = ]A||B|,‘ sofern man die Regeln 0o -0 = 0 und oo -n = oo fir n € NU {oo}
benutzt.

e Analog definiert man Tripel (a,b,c) und n-Tupel (ai,...,a,) fir n > 2. Fiir Mengen Ay, ..., A,
setzt man

Ay xoox Api={(ar, .. an) tar € Ay, an € A )
Gilt A:= Ay = ... = A,, so benutzt man die Abkiirzung A" := A; X ... X A,.

e Kartesische Produkte lassen sich auch fiir beliebige Familien von Mengen definieren. Sei I eine
Indexmenge und (A; : ¢ € I) eine Familie von Mengen. Man definiert X ,.; A; := {(ai)ier : Vi €
I:q; € Al}

Beispiel 2.3.
(a) Das kartesische Produkt R? = R x R besteht aus allen Koordinaten in der 2-dimensionalen Ebene.
(b) Es gilt
{12} x {2,3,4} = {(1,2),(1,3), (1,4),(2,2),(2,3), 2.9 }.
(c) Das kartesische Produkt X, R ist die Menge aller reellen Folgen aus der Analysis.

(d) Sei (A; : i € I) eine beliebige Familie von nicht-leeren Mengen. Das bereits erwédhnte Auswahlaziom
besagt X ,.r Ai # I, d.h. man kann aus jeder Menge A; gleichzeitig ein Element auswéhlen.

Definition 2.4. Eine Relation auf einer nicht-leeren Menge A ist eine Teilmenge R C A x A. Ub-
licherweise wihlt man ein Symbol, zum Beispiel ~, und schreibt a ~ b, falls (a,b) € R. Man nennt

R
o reflexiv, falls Va € A:a ~ a.

o symmetrisch, falls Va,b€ A: (a~b= b~ a).

'Die formale Definition von Paaren kann man auf Mengen zuriickfithren: (a,b) := {{a}, {a,b}}.
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antisymmetrisch, falls Va,b € A: ((a ~bAb~a)=a="b)f

transitiv, falls Va,b,c € A: ((a~bAb~c)=a~c).

Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

(partielle) Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf der Menge A und a € A, so nennt man [a] := {b € A:a ~ b} C A die
Aquivalenzklasse von a.

Beispiel 2.5.
(a) Die triviale Relation R = A x A ist eine (uninteressante) Aquivalenzrelation.

(b) Die Gleichheitsrelation {(a,a) : a € A} mit dem Symbol = ist die ,kleinste* reflexive Relation auf
A. Trivialerweise handelt es sich um eine Aquivalenzrelation Man kann viele weitere Aquivalenz-
relationen auf die Gleichheit zuriickfithren. Sei beispielsweise A die Menge aller Menschen und
a ~bfalls a,b € A im gleichen Land leben. Die Aquivalenzklassen entsprechen dann den Lindern.

(¢) Man kann durch einfache Beispiele zeigen, dass die Eigenschaften reflexiv, symmetrisch und
transitiv unabhangig voneinander sind. Zum Beispiel ist die Relation

{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}
auf A = {1,2,3} reflexiv und symmetrisch, aber nicht transitiv.

(d) Auf R ist die Kleinergleichrelation < eine Ordnungsrelation. Sie hat zusétzlich die Eigenschaft,
dass je zwei Zahlen a und b in Relation stehen, d.h. es gilt a < b oder b < a (man spricht von
einer totalen Ordnungsrelation).

(e) Auf der Potenzmenge jeder Menge A ist die Inklusionsrelation C eine Ordnungsrelation. Im Fall
A = N stehen {1} und {2} nicht in Relation ({1} € {2} € {1}). Im Gegensatz zu < ist C also
nicht total.

Lemma 2.6. Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Dann existiert eine Teilmenge T' C A,
sodass die Aquivalenzklassen [t] mit t € T eine Partition von A bilden, d.h. A = J,ep[t]-

Beweis. Sei ~ das Symbol von R. Seien a,b € A und ¢ € [a] N [b]. Dann gilt a ~ ¢ und b ~ ¢. Da ~
symmetrisch ist, gilt ¢ ~ b. Da ~ transitiv ist, gilt a ~ b. Fiir jedes d € [b] gilt also a ~ b ~ d und a ~ d.
Dies zeigt [b] C [a] und analog erhilt man [a] C [b]. Es folgt [a] = [b]. Somit sind je zwei Aquivalenzklassen
entweder gleich oder disjunkt. Die Existenz von T folgt nun aus dem Auswahlaxiom. O

Bemerkung 2.7.
(a) In der Situation von nennt man T ein Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen.

(b) Ist A = |J;c;A:i eine Partition von A, so definiert
a~b <= diel:abeA;

eine Aquivalenzrelation auf A (nachrechnen). Daher entsprechen sich Partitionen und Aquivalenz-
relationen.

2Achtung: Es gibt auch die stirkere Eigenschaft asymmetrisch: Ya,b€ A: (a ~b=b # a).
3Fiir symmetrische Relationen sollte man ,symmetrische® Symbole wihlen. Die Umkehrung ist leider nicht immer
gegeben, z. B. das Symbol | fiir die antisymmetrische Teilbarkeitsrelation auf N.
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Beispiel 2.8. Fiir die Aquivalenzklasse auf der Menge aller Menschen aus [Beispiel 2.5/ bilden die
Prisidenten jedes Landes ein Reprasentantensystem.

2.2 Injektive und surjektive Funktionen

Definition 2.9.

e Seien A und B Mengen. Eine Funktion oder Abbildung f von A nach B ist eine Vorschrift, die
jedem a € A genau ein f(a) € B zuordnetﬂ Man schreibt dannlﬂ

f+A— B, a— f(a).

Die Menge aller Abbildungen A — B bezeichnen wir mit Abb(A, B).

e Man nennt A den Definitionsbereich und B den Wertebereich von f. Auferdem ist f(a) das Bild
von a unter f und f(A) :={f(a) :a € A} C B ist das Bild von f. Fiir B’ C B ist

fYB):={acA:fla)eB}CA

das Urbild von B’ unter f.
e Man nennt f: A —> B

V’\

— injektiv, falls Va,a' € A: (f(a) = f(d') = a =d).

— surjektiv, falls Vb € B:3a € A: f(a) =0, d. h. f(A) = B.

\
A

_ bijektiv (oder Bijektion), falls f injektiv und surjektiv ist.
Ggf. nennt man A und B gleichmdchtig.

M=

e Die Einschrinkung von f: A — B auf eine Teilmenge A’ C A ist die Funktion
fia: A= B, aw f(a).
Fiir eine weitere Funktion ¢g: B — C' nennt man die Abbildung
gof:A—C, a— g(f(a))

die Komposition (oder Hintereinanderausfihrung, Verkettung) von f und g.

“Formal: Eine Funktion ist eine Teilmenge f C A x B, sodass fiir jedes a € A genau ein b € B mit (a,b) € f existiert.
®Man beachte die unterschiedlichen Pfeile — und .
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Beispiel 2.10.

(a) Fiir jede Menge A und B C Aist f: B — A, b+ b eine injektive Funktion, die man Inklusions-
abbildung nennt. Im Fall B = A ist f sogar bijektiv und man nennt f = id4 die Identitit auf

A.
(b) Abbildungen f: R — R lassen sich grafisch darstellen:
flz) =2°

flz)=1-2z

Injektiv (bzw. surjektiv) bedeutet, dass der Graph von f jede horizontale Gerade hichstens (bzw.
mindestens) einmal schneidet. Wir lesen ab:

Funktion injektiv  surjektiv  bijektiv
flz)=1-2z v v v
fla) =a? X X X
flx)y=a2%—2 X v X
flx) =27 v X X

Bemerkung 2.11.

(a) Sind A und B endliche Mengen, so gilt |Abb(A, B)| = |B|'“!, denn fiir f: A — B und jedes a € A
hat man |B| Moglichkeiten f(a) € B zu wéhlen.

(b) Achtung: Injektiv ist nicht das Gegenteil von surjektiv (ein haufiger Anfangerfehler)!

(¢) Man kann jede Funktion f: A — B surjektiv machen, indem man auf den Wertebereich auf das

Bild einschrankt: f: A — f(A).
(d) Fiir f: A — B gilt
f injektiv = |A| = |f(4)| < |B|
f surjektiv. = |B| = |f(A)| < |4]
f bijektiv = |A| = |B|
(wobei 0o < 00).

(e) Zwei endliche Mengen A und B sind genau dann gleichméchtig, wenn |A| = |B|. In diesem Fall
sind die Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv nach @ dquivalent. Fiir unendliche Mengen

ist dies im Allgemeinen falsch (Beispiel 2.10)).
(f) Obwohl N nur ,halb so viele“ Zahlen wie Z enthélt, sind N und Z durch die Bijektion

N Z, s ”T_l falls n ungerade,
—4 falls n gerade
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gleichméchtig. Eine Menge, die gleichméchtig zu N ist, nennt man abzc’ihlbmﬂ Nach Cantors
Diagonalisierungsargumenten, ist Q abzahlbar, aber R nicht, d. h. R ist dberabzdhlbar. Die (nicht
beweisbare) Kontinuumshypothese besagt, dass jede unendliche Teilmenge von R entweder zu
N oder zu R gleichméchtig ist. Der folgende Satz zeigt, dass es beliebig ,grofse“ Mengen gibt
(Kardinalzahlen)), die man in der Praxis aber selten antrifft.

Satz 2.12 (CANTOR). Jede Menge M ist  kleiner als ihre Potenzmenge, d. h. es existiert eine injektive
Abbildung M — P(M), aber keine Bijektion. Ist M endlich, so gilt |[P(M)| = 2IMI.

Beweis. Die Abbildung M — P(M), a — {a} ist sicher injektiv. Nehmen wir an es existiert eine
Bijektion f: M — P(M). Sei
A={zeM:x¢ f(x)} € P(M).

Dann existiert ein a € M mit f(a) = A. Es folgt der Widerspruch a € A = f(a) <= a ¢ f(a). Fiir die
zweite Behauptung sei M = {z1,...,z,}. Dann ist die Abbildung

P(M)— {0,1}", A (ar,...,an)

mit a; = 1 <= z; € A eine Bijektion. Also ist |[P(M)| = [{0,1}"| = 2" = 2IM], O

Lemma 2.13. Seien f: A— B, g: B— C, h: C — D Funktionen. Dann gilt:
(a) (hog)o f=ho(go f) (Assoziativgesetz).
(b) Sind f und g injektiv, so auch go f.
(c) Sind f und g surjektiv, so auch go f.
(d) Ist go f injektiv, so auch f.
(e) Ist go f surjektiv, so auch g.
(f) Genau dann ist f bijektiv, wenn eine Funktion g: B — A mit go f =1id4 und fog = idp existiert.
Ggf. ist g eindeutig bestimmt und man nennt f~1 := g die Umkehrfunktion von f.

Beweis.
(a) Fiira € Aist ((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) =h(g(f(a))) =h((go f)(a)) = (ho(go f))(a).
(b) Fiir a,a’ € Amit (go f)(a) = (g0 f)(d') gilt g(f(a)) = g(f(d)), also f(a) = f(a’) und a = d'.
(c) Esgilt (go f)(A) =g(f(4)) =g(B) =C.
)

() Sei f(a) = (@) fir 0,0’ € A. Dann ist (g0 )(a) = 9(f(@)) = 9(f(@)) = (g0 F){a'). Da go ]
injektiv ist, folgt a = a’.

(e) Es gilt C = (g0 f)(4) = g(f(A)) C g(B) € C, also g(B) = C.

(f) Ist go f =ida und fog =idp, so ist f injektiv nach[(d)] und surjektiv nach [(e)] also auch bijektiv.
Sei umgekehrt f bijektiv. Fiir jedes b € B existiert dann genau ein g(b) € A mit f(g(b)) = b. Daher
ist g: B — A die einzige Abbildung mit f o g =1idg. Aus f(a) = f(g(f(a))) folgt g(f(a)) = a fur
alle a € A, da f injektiv ist. Dies zeigt go f = ida. O

5In manchen Biichern zihlen die endlichen Mengen auch zu den abzéhlbaren Mengen.
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Bemerkung 2.14. Verwechseln Sie die Umkehrfunktion nicht mit dem Urbild. Der Zusammenhang
beider Konzepte ist f~1({b}) = {f~1(b)} fiir jede Bijektion f: A — B und b € B.
Beispiel 2.15.

(a) Die Abbildung f: Q — Q, z + 2z + 1 ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung f~': Q — Q,
z — 271 (nachrechnen).

(b) Die Umkehrabbildung der Ezponentialfunktion exp: R — R, x + e” ist der natirliche Lo-
garithmus log: Rsg — R. Man erhélt den Graphen von log durch Spiegelung an der Geraden
y=ux:

A )
Man beachte, dass die reine Existenz der Umkehrfunktion noch lange keine konkrete Formel fiir
f~1(z) liefert. Diesen Umstand macht man sich in der Kryptographie zunutze (Einwegfunktion).
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3 Korper und Vektorraume

3.1 Gruppen und Korper

Bemerkung 3.1. In fast allen Anwendungen der linearen Algebra wird nur von den vier Grundre-
chenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) Gebrauch gemacht. Damit man nicht
jede Aussage fiir jeden Zahlbereich (Q,R,...) neu beweisen muss, ersetzt man Zahlbereiche durch
abstrakte Gruppen (mit einer Operation) und Kdrper (mit zwei Operationen). Zur Beschreibung von
Lésungsmengen von Gleichungssystemen fiihrt man Vektorrdume ein. Beachten Sie, dass dies lediglich
Modelle zur Untersuchung linearer Probleme sind, die sich im Laufe der Zeit bewédhrt haben (so wie
metrische Rdume in der Analysis oder das Bohrsche Atommodell in der Chemie).

Definition 3.2. Eine Verknipfung - auf einer Menge G ist eine Abbildung G x G — G, (z,y) — = - y.
Man nennt das Paar (G,-) (oder auch nur G) eine Gruppe, falls

o Vx,y,z€G:(x-y)-z=2x-(y-2) (Assoziativgesetz),
e decG:(VreG:e-x=x=x-e) (neutrales Element),
eVreG:(JyeG:y-x=e=uz-y) (inverses Element).
Gilt zusétzlich
e Vr,ye G:x-y=y-x (Kommutativgesetz),
so heifit G abelsch.

Bemerkung 3.3. Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e.
(a) Aus Bequemlichkeit schreiben wir oft zy anstatt x - y.

(b) Ist auch € € G ein neutrales Element, so gilt ¢/ =€’ - e = e. Also ist e eindeutig bestimmt und
wir schreiben oft e = 1g = 1 oder e = 0g = 0, falls die Verkniipfung + ist.

(c) Seien y,y" € G invers zu & € G. Dann ist
/ / / /
y=vye=y(zy)=Wr)y=ey=y.

Somit hat x genau ein Inverses und wir schreiben y = z~! oder y = —u, falls die Verkniipfung +
ist. Im letzten Fall schreiben wir x — y := = + (—y) fiir beliebige z,y € G.EI

(d) Fiir z,y € Gist | (7)™ = 2| und | (zy) ' = y~ 'z~ | (Achtung Reihenfolge!).

Beispiel 3.4.

(a) Wegen e € G ist eine Gruppe niemals leer. Andererseits gibt es die triviale Gruppe G = {e}.

x

'In nicht-abelschen Gruppen ist die Schreibweise v problematisch, denn es kénnte sowohl zy~! als auch y~ 'z gemeint

sein.
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(b) Nach den tiblichen Rechenregeln sind (Z,+), (Q,+) und (R, +) abelsche Gruppen mit neutralem
Element 0. Andererseits ist (Z, —) keine Gruppe, denn das Assoziativgesetz ist verletzt:

(1-2)—3=—-4£2=1-(2-23).

Ebenso besitzt (N, +) kein neutrales Element und in (Ng, +) hat nicht jedes Element ein Inverses
(z.B. —1 ¢ Np).

(c) Offenbar sind (Q\ {0},-) und (R\ {0},-) abelsche Gruppen mit neutralem Element 1, aber nicht
(Z\{0},"), denn 27! = 1 ¢ Z.

(d) Fir Gruppen Gy, ...,G, ist auch G; X ... x Gy, eine Gruppe mit
(@1, @) - (Y1, - yn) = (@101, - -, TnYn)
fir (x1,...,2n), (Y1, ..., Yn) € G1 X...x Gy, (Aufgabe 8). Das neutrale Element ist (1¢,,. .., 1g, )

Man spricht dann vom direkten Produkt von G1, ..., G, (anstelle vom kartesischen Produkt).

Definition 3.5. Ein Kdrper ist eine Menge K mit Verkniipfungen + und -, sodass folgende Eigenschaften
gelten:

e (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
e (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1. Man setzt K* := K \ {0}.
o Vr,yzeK:x-(y+2) = (z-y)+ (v 2) (Distributivgesetz).

Bemerkung 3.6. Im Folgenden sei K stets ein Korper.

(a) Durch die Vereinbarung ,Punktrechnung vor Strichrechnung* sparen wir Klammern ein. Zum
Beispiel sei zy + z := (z - y) + z fiir z,y,2 € K.

(b) Fiir alle x € K gilt ‘x 0=0=0-z,|denn 20 = z(0 + 0) = 20 + z0. Es folgt (—z)y = —(zy) fur

z,y € K.

(¢) Fir z,y,z € K und z # 0 gilt die Kirzungsregel xz = yz =— x = y, denn

r=x-1=x(zz7 ) =(z2)z ' =(y2)z ' =...=y.

Beispiel 3.7.

(a) Nach den gewohnten Rechenregeln sind Q und R Korper. Es gibt auferdem unendlich viele Kérper

wzwischen Q und R (vgl. [Aufgabe 14). Andererseits ist (Z, +, -) kein Korper, da (Z \ {0}, -) keine
Gruppe ist.

(b) Jeder Korper besitzt mindestens die beiden Elemente 0 und 1. Tatséchlich ist Fo = {0, 1} bereits
ein Korper, wenn man 1 4+ 1 := 0 definiert. Die Verkniipfungstabellen sind dadurch vollstandig

bestimmt:
+]0 1 |0 1
00 1 010 0
110 1]0 1

Auf Computern werden alle Rechnungen in Fy durchgefiihrt, indem man 0 und 1 als Bits
interpretiert. In der Algebraﬂ konstruiert man fiir jede Primzahlpotenz ¢ ein Kérper mit genau ¢

Elementen (vgl. |[Aufgabe 9)).

Zsiehe Algebra-Skript
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3.2 Vektorraume und Unterraume

Definition 3.8. Ein Vektorraum V iiber einem Korper K (kurz: K-Vektorraum) ist eine abelsche
Gruppe bzgl. 4+ zusammen mit einer Skalarmultiplikation K x V. — V| (A, v) — X - v mit folgenden
FEigenschaften:

eVveV:l-v=uw,

e Vo,weV, e K: A (v+w)=A-v+ X w,

eVweV, A ue K:(A+p)-v=A-v+p-v,

e VoeV, A ue K:(A-p)-v=XA(-v).

Die Elemente von V heifsen Vektoren und die Elemente in K Skalare (in diesem Kontext). Das neutrale
Element Oy in V nennt man den Nullvektor.

Bemerkung 3.9. Man beachte, dass + sowohl die Addition in K als auch in V bezeichnet. Ebenso
steht - fiir die Multiplikation in K und fiir die Skalarmultiplikation (das ist ungenau, aber durchaus
tiblich). Wir werden in beiden Féllen das Symbol - oft einsparen. Falls Missverstdndnisse ausgeschlossen
sind, schreiben wir auch 0 anstatt Oy . Sie miissen im Zweifel in der Lage sein zu entscheiden, ob das
Nullelement in K oder V' gemeint ist.

Beispiel 3.10.
(a) Der Nullraum V = {0y} mit der Skalarmultiplikation A - 0y := Oy fiir alle A € K.

(b) Fiir K-Vektorrdume Vi, ..., V,, ist auch das direkte Produkt (bzgl. +) V1 x...xV,, ein Vektorraum
mit komponentenweiser Skalarmultiplikation: A(vi,...,v,) (= (Av1,...,\v,) fir v; € V; und
A € K (nachrechnen).

(c) Offenbar ist K selbst ein Vektorraum, in dem die Skalarmultiplikation mit der gewdhnlichen
Multiplikation iibereinstimmt. Nach ist auch K™ fiir n > 1 ein Vektorraum. In R? lassen sich
Vektoraddition und Skalarmultiplikation geometrisch deuten:

U+ w

Y

(0,0)

(d) Sind v1,...,v, Vektoren aus V und Aq,..., A\, € K, so liegt auch die Linearkombination Ajvq +
...+ Ay, in V' (Nachweis durch Induktion nach n). Man benutzt dafiir das Summenzeichen:

n
Z AV = Mu1r + . Apog.
i=1

Sind w1, ...,v, paarweise verschieden (d.h. v; # v; fiir i # j)EI und mindestens ein \; #
0, so nennt man die Linearkombination nicht-trivial. Manchmal tritt die leere Summe ohne

3 paarweise verschieden® ist stirker als die Formulierung ,nicht alle sind gleich®
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Summanden auf. Diese wird stets als Oy interpretiert. Zum Beispiel 23:1 v; = 0. Sei auch

Vi = Mi1wil + MioWio + . .. + MimWim eine Linearkombination fiir i =1, ... ,nE| Dann erhélt man
eine Doppelsumme:

n n m

§ Vi = E E Hij Wi .

=1 =1 j5=1

Da (V, +) abelsch ist, darf man die Summanden beliebig umordnen und somit die Summenzeichen

vertauschen:
n m m n
Z Z HijWij = Z Z Hij Wi .

i=1 j=1 j=1i=1

Ein Vorzug der Algebra gegeniiber der Analysis ist, dass alle Summen endlich sind und man keine
Konvergenzbetrachtungen anstellen muss.

Satz 3.11. Sei A # & eine Menge und V ein K-Vektorraum. Dann ist Abb(A, V') mit den folgenden
Verkniipfungen ein K-Vektorraum:

(f +9)(a) := f(a) + g(a) (f,g € ABb(M, V), a € M)
(Af)(a) == Af(a) (A e K)

Beweis. Offenbar liegen f + g und A\f in Abb(A, V). Die triviale Abbildung f(a) = 0 fiir alle a € A
ist das neutrale Element bzgl. +. Fir f: A - Vist —f: A— V, a— —f(a) invers zu f bzgl. 4+. Fiir
frg,h: A—V und a € A ist

((f +9) + h)(a) = (f + 9)(a) + h(a) = (f(a) + g(a)) + h(a) = f(a) + (g(a) + h(a))
= f(a) + (g + h)(a) = (f + (g + 1)) (a).

Daher ist + assoziativ. Auf die gleiche Weise iibertragen sich die verbleibenden Vektorraumaxiome von

V nach Abb(A4, V). O

Definition 3.12.

e Eine Teilmenge H einer Gruppe G heiftt Untergruppe, falls H mit der eingeschrankten Verkniipfung
selbst eine Gruppe ist, d. h.

— 1lg € H,
—Vg,h € H:ghe H,
—-VheH:hleH.

Wir schreiben ggf. H < G. Im Fall H # G nennt man H eine echte Untergruppe und schreibt
H <.

e Eine Teilmenge U eines Vektorraums V heifit Unterraum, falls U mit den eingeschriankten
Verkniipfungen selbst einen Vektorraum ist, d. h.

— (U, +) ist eine Untergruppe von (V, +),
- YweU M eK: weUlU.

“Im Zweifel sollte man doppelte Indizes durch Komma, trennen j; 1.
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Wir schreiben dann U < V wie bei Untergruppen. Im Fall U # V nennt man U einen echten
Unterraum und schreibt U < V.

Bemerkung 3.13.

(a) Die Bedingungen garantieren, dass H unter Multiplikation bzw. U unter Addition und Skalar-
multiplikation abgeschlossen ist. Somit sind die Verkniipfungen auf H bzw. U wohldefiniert. Die
verbleibenden Gruppenaxiome bzw. Vektorraumaxiome muss man nicht priifen, da sie bereits in
der grofseren Menge G bzw. V' gelten.

(b) Im Folgenden beschrénken wir uns auf die Untersuchung von Unterrdumen. Die meisten Aussagen
gelten sinngeméfs auch fiir (abelsche) Gruppen.

(¢) Fiir Vektorrdume kann man die Bedingungen wie folgt zusammenfassen: Eine nichtleere Teilmenge
U C V ist genau dann ein Unterraum, wenn fiir alle u,v € U und A € K gilt: M\u +v € U

(Aufgabe 10)).

Beispiel 3.14.
(a) Jeder Vektorraum V' besitzt die Unterrdume {0y} und V.
(b) Aus U <W <V folgt U < V. Aus U,W <V und U C W folgt sicher auch U < .

)
(c¢) Der Durchschnitt von beliebig vielen Unterrdumen ist wieder ein Unterraum (nachrechnen).
)

Wir beweisen U := {(z,0) : z € R} < R? mit Hilfe von [Bemerkung 3.13; Wegen (0,0) € U ist
U # @. Fir (21,0), (z2,0) € U und X € R gilt

)\($1,0) + (I‘Q,O) = ()\1‘1,0) + (1‘2,0) = ()\xl + I'Q,O) eU.
Geometrisch entspricht U der xz-Achse in der Ebene. Analog ist die xy-Ebene
U:={(z,y,0) € R®: 2,y € R}

ein Unterraum von R3.

(e) Die Teilmenge U := {(z,2%) : = € Q} von Q7 ist kein Unterraum, denn (1,1) € U, aber
2-(1,1) = (2,2) ¢ U. Wir zeigen in [Bemerkung 7.19| dass sich jeder Unterraum durch lineare
Gleichungen beschreiben lésst.

(f) Offenbar sind U := {(0,0), (1,0)} und W := {(0,0), (0,1)} Unterrdume von F3, aber nicht U UW
(Warum?)

Lemma 3.15. Sei V ein K-Vektorraum und U < V. Firv eV seiv+U :={v+u:uecU} CV.
Dann wird V/U :={v+U :v € V} mit

w+U)+(w+U):=@w+w)+U (v,w e V),
Av+U) = v+U (AeK)

zu etnem K -Vektorraum.
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Beweis. Sei v:=v + U fiir v € V. Fiir v = v/ und w = v/’ gilt
vFw=v4+w+U=v4+0+U=0w4v4+U=0w+0+U =0 +u'.

Dies zeigt, dass die Addition auf V/U wohldefiniert ist. Das neutrale Element ist 04+ U = U. Fir A € K
gilt analog
MW= +U= +AU=AXv+U)=AV+U)=X"+U =N\

Also ist auch die Skalarmultiplikation wohldefiniert. Die Vektorraumaxiome fiir V/U folgen unmittelbar
aus den Axiomen fiir V. O

Bemerkung 3.16. Man nennt V/U den Faktorraum von V nach U. Die Mengen v+ U werden manchmal
als affine Riaume bezeichnet. Sie sind die Aquivalenzklassen der Relation v ~ w <= v —w € U.
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4 Basen und Dimension

4.1 Lineare Unabhangigkeit und Erzeugendensysteme

Bemerkung 4.1. Um unendlich grofe Vektorrdume vergleichen zu kénnen, fithren wir die Dimension als
feinere Kenngrofie ein. Es wird sich zeigen, dass Vektorrdume allein durch ihre Dimension weitestgehend

bestimmt sind (Satz 7.10)).

Definition 4.2. Sei V ein Vektorraum.

(a) Fir S C V sei (S) C V die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus S. Man nennt
(S) den Spann von S Im Fall S = {s1,...,s,} schreiben wir auch (si,...,s,) anstatt (S)
(d. h. wir sparen die Mengenklammern ein).

(b) Fiir Unterrdume U, W <V sei
U+W ={utw:uelweW}CV

die (MINKOWSKI-)Summe von U und W. Im Fall U N W = {0} nennt man die Summe direkt und
schreibt U @& W anstatt U + WE]

Lemma 4.3. Sei V ein Vektorraum, S CV und U W < V. Dann sind (S) und U + W Unterriume
von V.

Beweis. Offenbar ist 0 eine Linearkombination von Elementen aus S, d.h. 0 € (S) (im Fall S =
@ wihle man die leere Summe). Addition und Skalarmultiplikation von Linearkombinationen sind
wieder Linearkombinationen. Dies zeigt (S) < V. Wegen 0 e UNW ist 0 = 0+ 0 € U + W. Seien
u1 +wi,ug +we € U+ W und A € K. Dann gilt

)\(U1 + ’LU1) + ('LL2 + ZU2) = ()\ul + UQ) + ()\wl + wz) ceU+W.
cU ew

Alsoist auch U+ W < V. O

Beispiel 4.4.
(a) Es gilt (&) = {0}, denn die leere Summe ist die einzige Linearkombination aus &.
(b) Fir U<W <V git U+ W =W und (U) =U =U ¢ {0}.

(c) Fir s1,...,8, € V gilt (s;) = {As; : A € K} =: Ks; und (s1,...,8,) = Ks1 + ... + Ksy.
Insbesondere ist R? = R(1,0) @ R(0,1).

Tn manchen Biichern schreibt man Span(S) anstatt (S).

Dies ersetzt die (disjunkte) Vereinigung, siche [Aufgabe 12
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Definition 4.5. Eine Teilmenge S eines Vektorraums V' heifst
o Erzeugendensystem, falls (S) = V. Im Fall |S| < co nennt man V' endlich erzeugt.
e linear abhdngig, falls Oy eine nicht-triviale Linearkombination von Elementen aus .S ist.

o linear unabhingig, falls nicht linear abhéngig, d. h. fiir paarweise verschiedene Elemente s1,...,s, €

Sund Aq,...,\, € K gilt:

=1

e Basis, falls S ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem ist.

Bemerkung 4.6. Da Basen Mengen sind, besitzen ihre Elemente keine feste Anordnung. Tatséchlich
héngen aber viele Sétze von der Reihenfolge der Basiselemente ab. Wir fiihren daher folgende Sprechweise
ein: Vektoren s1, ..., s, heifen linear unabhéngig (bzw. bilden eine Basis), falls sie paarweise verschieden
sind und {s1,..., sy} linear unabhéngig (bzw. eine Basis) ist.

Beispiel 4.7.
(a) Die leere Menge ist stets linear unabhéngig und bildet eine Basis des Nullraums.

(b) Wegen 1k - Oy = Oy ist der Nullvektor niemals Bestandteil einer linear unabhéngigen Menge. Ein
einzelner Vektor v # 0 ist hingegen stets linear unabhéngig, denn aus Av = 0 mit A € K* folgt
der Widerspruch

v=1v=A"ANv=2"1w)=1x"T0=0.

(¢) Vektoren v,w € V' \ {0} sind genau dann linear abhéngig, wenn Kv = Kw, d.h. v ist ein skalares
Vielfache von w und umgekehrt.

(d) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear unabhéngig.

(e) Fiir n > 1 seien

e] ‘= (1,0,...,0),
es :=(0,1,0,...,0),

Vektoren aus K". Da sich jeder Vektor v = (v1,...,v,) € K" in der Form v = )" | v;e; schreiben
lasst, ist {e1,...,en} ein Erzeugendensystem von K". Aus v =0 <= v; = ... = v, = 0 folgt die
lineare Unabhéngigkeit von {ey,...,e,}. Man nennt ey, ..., e, die Standardbasis von K™.
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4.2 Charakterisierung und Existenz von Basen

Satz 4.8. Sei by, ..., b, eine Basis eines K-Vektorraums V. Dann ldsst sich jedes v € V eindeutig in
der Form v = Z?:l Aib; mit M, ..., A\, € K schreiben. Insbesondere ist die Abbildung

gl]: V= K", v ] =M1, )

eine Bijektion.

Beweis. Wegen V' = (by,...,by,) ist jedes v € V eine Linearkombination der angegebenen Form. Seien

Aly ey Any [y ey i € K mit
n n
v = Z)\sz = Zuzbz
=1 i=1

Dann ist 0 = v —v = 1" ; (A — pi)bi. Da {by,...,b,} linear unabhéngig ist, folgt A\; = p, fiir
t=1,...,n. O

Definition 4.9. In der Situation von [Satz 4.8/ nennt man g[v| die Koordinatendarstellung von v bzgl.
B.

Lemma 4.10. Fiir einen Vektorraum V und B C 'V sind dquivalent:
(1) B ist eine Basis von V.
(2) B ist ein minimales Erzeugendensystem, d. h. fir alle b € B ist B\ {b} kein Erzeugendensystem.
(3) B ist mazimal linear unabhdingig, d. h. fir alle v e V' \ B ist BU {v} linear abhdngig.

Beweis. Wir fiithren einen ngbeweisﬁ

(1) = (2): Sei B eine Basis, also insbesondere ein Erzeugendensystem von V. Nehmen wir an, dass
auch B\ {b} fiir ein b € B ein Erzeugendensystem ist. Dann existieren A1,...,\, € K und
bi,...,bp € B\ {b} mit b=>"" | \;b;. Wegen —b+ > " | \ib; = 0 wire B dann linear abhéngig.
Widerspruch.

(2) = (3): Sei B ein minimales Erzeugendensystem. Sei Y ; \ib; = 0 fir Aj,...,\, € K und

paarweise verschiedene by, ..., b, € B. Ist A\; # 0 fiir ein ¢, so gilt
b= =AY Ajby = 3 (AT )b € (B {bi)).
JF J#
Dann wire aber auch B\ {b;} ein Erzeugendensystem. Also ist A\; = ... = A\, = 0 und B ist linear

unabhéngig. Sei nun v € V' \ B. Wegen (B) = V existieren A1,..., A, € K und by,...,b, € B mit
v=> 1" Nb und —v+ Y ", N\;jb; = 0. Insbesondere ist B U {v} linear abhéngig.

(3) = (1): Sei B maximal linear unabhéngig. Wir miissen (B) = V zeigen. Sei v € V. Im Fall v € B
ist v € (B). Sei also v ¢ B. Dann ist B U {v} linear abhéngig. Also existieren Aj,..., A\, € K*,
pe K, bi,...,b, € Bmit pv+ >, \ib; = 0. Da B linear unabhéngig ist, muss p # 0 gelten.

Dies liefert
n

v = —,u_l i)\zbl = Z(_M_l)\i)bi S <B>
i=1

i=1

Insgesamt ist V = (B). O

3Ein Zirkelschluss hingehen ist eine fehlerhafte Argumentation, bei der die Behauptung bereits vorausgesetzt wird.
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Satz 4.11 (Basiserginzungssatz). Sei V' ein Vektorraum mit einem endlichen Erzeugendensystem
E C V. Dann lisst sich jede linear unabhdingige Menge U C'V durch Hinzunahme von Elementen aus
E zu einer Basis von V' ergdnzen.

Beweis. Sei E = {s1,...,8,}. Im Fall E C (U) ist V = (E) C (U), d.h. U ist bereits eine Basis. Sei
also E ¢ (U) und 0.B.d.A. s; ¢ (U). Wie iiblich ist dann Uy := U U {s1} linear unabhéngig. Wir
konnen nun das Argument mit U anstelle von U wiederholen. Im Fall E C (Uy) ist U; eine Basis und
anderenfalls kénnen wir so ¢ (U;) annehmen. Dann ist Uy := Uy U {s2} linear unabhéngig usw. Da E
endlich ist, erh&lt man nach endlich vielen Schritten eine Basis von V. O

Beispiel 4.12. Die linear unabhéingige Menge U := {(1 2,0),(2,1,0) } lasst sich mit dem
Standardbasisvektor es zu einer Basis ergénzen (aber nicht mit 61 oder e2).

Satz 4.13 (STEINITZer Austauschsatz). Sei V' ein Vektorraum mit Erzeugendensystem E. Fir jede
linear unabhingige Teilmenge U CV gilt |U| < |E)|.

Beweis. O.B.d. A. sei E endlich, sagen wir E = {s1,...,s,}. Seien uy, ..., uy, € U paarweise verschie-
den. Wir miissen m < n zeigen. Da U linear unabhéngig ist, gilt 0 # w1 = > ;- ; Aisi, wobei nicht alle
A1, .-y Ay € K verschwinden. Sei also 0. B.d. A. A\; # 0 und daher

n
s1 = /\l_lul + Z(—)\l_l)\i)si € <U1, 89, ..., Sn>.
=2

Folglich ist auch {ui,sa,...,s,} ein Erzeugendensystem mit n Elementen (wir haben s; gegen u;
ausgetauscht). Schreibe nun ug = pryur + > 1o pis; mit pr,..., pu, € K. Wegen up ¢ (u) muss
mindestens ein p; mit ¢ > 2 ungleich 0 sein. Sagen wir pug # 0. Wegen

n
-1 -1 -1
S = —[hg 1UL F fho U2 — E Mo ~ 143 S; € <U1,U2,S3, .- -7Sn>
i=3

kann man sy auf die gleiche Weise gegen us austauschen. Wiederholt man diesen Prozess, so erhalt
man schliefslich das Erzeugendensystem {u1, ..., Um, Sm+1,-..,Sn} von V. Insbesondere ist m < n. [

Beispiel 4.14. Die Menge {(1,2,3,4),(—1,4,0,2),(0,5,2,1),(0,0,-7,1),(-3,4,1,0)} C R* muss
linear abhingig sein, da {ey, ea, €3, €4} ein Erzeugendensystem von R* ist (beachten Sie, dass man nichts
rechnen muss).

Satz 4.15. Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis und je zwet Basen sind
gleichmdchtig.

Beweis. Sei V' ein Vektorraum mit endlichem Erzeugendensystem E. Nach dem Basisergédnzungssatz
kann man die linear unabhéangige Menge @ mit Elementen aus E zu einer Basis B von V erginzen.
Insbesondere ist |B| < |E| < co. Sei auch C eine Basis von V. Nach dem Austauschsatz gilt |C| <
|B| < |C|, also |C| = |B|. Da B und C' endlich sind, miissen sie nach [Bemerkung 2.11j(e)| gleichméchtig
sein. O

Folgerung 4.16. Jeder Unterraum U eines endlich erzeugten Vektorraums V' ist endlich erzeugt und
besitzt etn Komplement W <V, d. h. es qilt V=U & W.

31



Beweis. Sei B eine Basis von V und S C U linear unabhéngig. Nach dem Austauschsatz gilt |S| <
|B| < co. Insbesondere besitzt U eine maximal linear unabhéngige Teilmenge C'. Nach ist
C eine (endliche) Basis von U. Also ist U endlich erzeugt. Nach dem Basisergéanzungssatz liasst sich C
zu einer Basis D von V ergédnzen. Die zweite Behauptung folgt dann mit W := (D \ C). O

Bemerkung 4.17.

(a) In der Situation von [Folgerung 4.16|ist W im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel
gilt
R? = R(1,0) ®R(0,1) = R(1,0) ® R(1,1).

(b) Mit dem Auswahlaxiom (genauer mit ZORNs Lemma) kann man zeigen, dass jeder Vektorraum
eine (moglicherweise unendliche) Basis besitzt und je zwei Basen gleichméchtig sind. Zum Beispiel
hat R als Q-Vektorraum unendliche Basen, von denen man keine explizit angeben kann. Wir
iiberlegen uns in wie man Basen von endlich-erzeugten Vektorraumen effizient berechnet.

4.3 Dimension

Definition 4.18. Sei B eine Basis eines endlich erzeugten K-Vektorraums V. Dann nennt man
d=dimg V =dimV := |B| € Ny

die Dimension von V. Nach héngt d nicht von der Wahl von B ab. Anstatt ,endlich erzeugt”

kann man nun endlich-dimensional oder genauer d-dimensional sagen.

Beispiel 4.19.

(a) Fiir jeden Korper K und n > 1 hat K™ Dimension n (wéhle die Standardbasis). Der Unterraum
U:={(r,2) € K?:2 € K} < K? ist 1-dimensional mit Basis {(1,1)}.

(b) Im R? beschreibt {(x,,0) : z, € R} eine 2-dimensionale Ebene. Allgemeiner nennt man einen
(d — 1)-dimensionalen Unterraum eines d-dimensionalen Raums eine Hyperebene.

(c) Sei V ein d-dimensionaler Fo-Vektorraum. Die Koordinatendarstellung bzgl. einer Basis zeigt

V| = |Fg| = |Fy x ... x Fy| = 2%

Bemerkung 4.20.
(a) Aus den obigen Sétzen folgen einige niitzliche Fakten:

e Fiir U <V gilt dimU < dim V mit Gleichheit genau dann, wenn U = V' (ergénze eine Basis
von U zu einer Basis von V).

e Jedes Erzeugendensystem E von V enthélt eine Basis von V' (reduziere zu einem minimalen
Erzeugendensystem). Insbesondere ist |E| > dim V.

e d+ 1 Vektoren eines d-dimensionalen Vektorraums sind linear abhéngig.

(b) In der linearen Algebra stehen endlich-dimensionale Vektorrdume im Vordergrund, wahrend
unendlich-dimensionale Vektorrdume Gegenstand der Funktionalanalysis sind.
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(c) Die folgende Formel entspricht der Gleichung |A U B| = |A| + |B| — |A N B fiir endliche Mengen
A und B (Lemma 1.12)).

Satz 4.21 (Dimensionsformel). Fir Unterriume U und W eines endlich-dimensionalen Vektorraums

V' gilt

| dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W). |

Ist die Summe direkt, so gilt dim(U & W) = dimU + dim W.

Beweis. Sei {b,...,b,} eine Basis von U N W. Wir ergénzen zu einer Basis {b1,...,bn,c1,...,¢s} von
U und einer Basis {b1,...,by,d1,...,d;} von W. Da U + W aus den Elementen der Form u + w mit
u € U und w € W besteht, wird U + W von by,..., by, c1,...,¢s,dy, ..., d; erzeugt.

Fiir die lineare Unabhéngigkeit seien A1,..., Ap, 1, -, fhs, P1, - - -, Pt € K mit

n S t
Z Aibi + Z pici + Z prdi = 0.
i=1 j=1 k=1

—_——

=w —u =w

Dann ist v + u = —w € U N W. Also ldsst sich v + u als Linearkombination von by, ..., b, ausdriicken.
Andererseits ist die Darstellung von v + u bzgl. der Basis {b1,...,bp,c1,...,cs} eindeutig nach .
Dies zeigt 1 = ... = ps = 0. Nun ist v+w = 0 eine Linearkombination der Basis {b1,...,by,d1,...,di}.
Dies geht nur falls \; = ... =\, = p1 = ... = p; = 0. Daher ist {b1,...,bpn,c1,...,Cs,d1,...,d} linear
unabhéngig und folglich eine Basis von U + W. Man erhélt

dm(U+W)=n+s+t=(n+s)+(n+t)—n=dimU + dim W — dim(U N W).

Ist die Summe direkt, so gilt U N W = {0} und die zweite Behauptung folgt. O

Beispiel 4.22. Sei

U
W

((1,1,0),(0,2,1)) <R3,
((1,1,1)) <R3,

Offenbar gilt dimU = 2 und dim W = 1. Fiir v € U N W existieren A, u, p € R mit
V= )\(1’ 1’0) +/'L(O’ 27 1) = p(1’ ]" 1)'

Es folgt (A, A+ 2u, 1) = (p, p, p). Ein Koeffizientenvergleich liefert A = p = p und 3p = A+ 2u = p. Dies
kann nur fiir p = 0 gelten. Also ist v = 0(1,1,1) = 0 und U N W = {0}. Man erhélt dim(U + W) =
dimU +dimW =2+ 1 =3. Wegen U + W <R3 ist daher R3 = U @ W.

Satz 4.23. Fir Vektorriume U <V gilt ’ dimV =dimU + dim(V/U).‘

Beweis. Sei W ein Komplement von U in V. Sei B eine Basis von W. Es geniigt zu zeigen, dass
B:={b+ U :b¢c B} eine Basis von U/V ist. Jedes Element in V hat die Form v = w + v mit u € U
und w € W. Wegen v + U = w + U ist B ein Erzeugendensystem von V/U. Seien nun X\, € K mit
> e (b +U) = 0yyy. Dann ist Y, p Apb € U. Aus U N W = {0} folgt \, = O fiir alle b € B. Also

ist B linear unabhingig. O
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5 Matrizen

5.1 Der Matrizen-Vektorraum

Bemerkung 5.1. Sofern nichts Gegenteiliges gesagt wird, setzen wir von nun an stillschweigend voraus,
dass alle Vektorrdume endlich-dimensional sind. Eine Matrix ist ein Schema zur expliziten Berechnung
von Basen von Vektorrdumen und Losungen von linearen Gleichungssystemen. Matrizen treten auch als
eigenstindige Objekte in zahlreichen anderen Gebieten auf.

Definition 5.2. Sei K ein Korper und n,m € N. Eine (n X m-)Matriz iber K ist ein rechteckig
angeordnetes nm-Tupel

ail a2 - Qim
n az1 a2 -+ am
A= (aij)i,jzl =
anl An2 - Qpm
mit a;; € K firi=1,...,nund j =1,...,m. Die Menge der n x m-Matrizen {iber K bezeichnet man

mit K™*™ Im Fall n = m nennt man A quadratisch.

Beispiel 5.3.

(a) Die 1 x 1-Matrizen entsprechen genau den Elementen aus K. Die Vektoren aus K™ kann man als
1 xn-Matrizen auffassen. Man spricht dann von Zeilenvektoren. Die m x 1-Matrizen heifsen demnach
Spaltenvektoren. Wenn Missverstdndnisse ausgeschlossen sind, benutzen wir die Standardbasis
e1,...,e, sowohl als Zeilen- als auch Spaltenvektoren.

(b) Die n x m-Nullmatriz Opxm = (0);; € K™*™, 0, := Opxy, (wie liblich lassen wir die Indizes weg,
wenn Missverstdndnisse ausgeschlossen sind).

(c) Die (quadratische) n x n-Einheitsmatriz

1 0 0
0

ln = (51]) =
: . -0
o --- 0 1

Das Symbol d;; nennt man das KRONECKER-Delta. Es gilt

1 fallsi=j,
0ij = o
0 fallsi#j.

Die Zeilen von 1, bilden die Standardbasis {e1,...,e,} von K™,
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(d) Fir Ay,..., A, € K nennt man

A0 0
. 0
dlag()\l, ey )\n) = (5”)\1) =
: . .0
0 ce 0 )\n

eine Diagonalmatriz. Die Eintrége A1, ..., A, bilden die Hauptdiagonale. Im Spezialfall \; = ... =
An spricht man von Skalarmatrizen.

(e) Die n x m-Matrix Es mit einer 1 an Position (s,¢) und sonst nur Nullen. Man nennt sie
Standardmatrizen. Mit dem Kronecker-Delta gilt Eg = (6i56¢)i,;-

f) Fiir A € K™ ist A' := (a;;); ; € K™ die zu A transponierte Matriz. Sie entsteht aus A durch
31 )i,
Spiegelung an der Hauptdiagonale:

1 2 3 1 4
A= —  A*'=12 5
15 6 3 6

Offensichtlich ist (A')* = A. Durch Transponieren werden Zeilenvektoren zur Spaltenvektoren
und umgekehrt.

(g) Quadratische Matrizen A heiRen symmetrisch, falls A* = A.

Lemma 5.4. Mit komponentenweisen Verknipfungen wird K™ ™ zu einem nm-dimensionalen K-
Vektorraum:

A+ B = (aij + bij)i;,
A+ A= (Aagj)i
fir A= (aij), B = (bj;) € K™ und X\ € K. Die Standardmatrizen Eg bilden eine Basis von K™*™.

Insbesondere ist dim(K™ ™) = nm.

Beweis. Die definierten Verkniipfungen auf K"*™ entsprechen genau den Verkniipfungen in K™
indem man die Vektoren aus K™ als n x m-Matrix anordnet. Da K™ ein Vektorraum ist, muss
auch K™*™ ein Vektorraum sein. Die Standardbasisvektoren e, ..., €,y von K™ entsprechen (bis auf
Reihenfolge) genau den Standardmatrizen. O

Beispiel 5.5.

(a) Achtung: Nur Matrizen vom gleichen Format kénnen addiert werden. Zum Beispiel:

1 2 3 n 0 -1 1\ (1 1 4 5. 1 2\ (2 4
4 5 6 1 -2 2/ \5b 3 8 0 -3/ \0 -6
Die Skalarmatrizen sind genau die skalaren Vielfachen der Einheitsmatrix.

(b) Die symmetrischen Matrizen bilden einen Unterraum S von K™*". Eine Basis erhdlt man durch
die Matrizen E1, ..., E,, und E;; + Ej; fiir © < j. Insbesondere ist
(n—1) nn+1)

n
1im n + 5 5
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5.2 Matrizenmultiplikation

Definition 5.6. Fiir A = (a;;) € K™™ und B = (b;;) € K™*F sei A- B := (c;;);; € K™* mit

m
Cij = Z ailbl]’ = ailblj + aigbgj + ...+ aimbmj.
=1

Bemerkung 5.7.

(a) Merkregel: ¢;; entsteht, indem man die i-Zeile von A mit der j-Spalte von B ,verrechnet:

%k , * *
a
* % * b/ * k
3 =
a b c , x aa + b + c
c
* % * * *

(die Sterne bezeichnen beliebige Eintrage). Oft ist es hilfreich sich folgendes Schema vorzustellen:

4x3 |-13x2)/=|4x2

(b) Die Multiplikation von Diagonalmatrizen ist einfach:

diag(A1, ..., \n) - diag(pa, - - -, pin) = diag(A1p1, -« oy Anfin)-

(c¢) Als Vektorraum ist (K™*™, 4) eine abelsche Gruppe. Das folgende Lemma zeigt, dass (K"™*™, +,-)
einige, aber nicht alle Kérperaxiome erﬁilltE]

Lemma 5.8. Fir alle Matrizen A, B,C mit ,passendem® Format und A € K gilt

Alp,=A=1,-A, (AB)' = B* A", MAB) = (\M)B = A(\B),
A(BC) = (AB)C, A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.

Beweis. Wie iiblich sei A = (a;;), B = (bi;) und C' = (¢;5). Fiir eine beliebige Matrix M sei M;; der
Eintrag an Position (i,7). Dann gilt

(Alm)ij = Y awbe; = aij = ¥ Sixar; = (1nA)ij,
k=1 k=1

(AB)")ij =) ajebri = Y (B )i(A)xy = (B*AY)y5,
k=1 P
(AAB))ij =AY aibyy = Y (Aai)byy = (A)B)ij = Y ai(Abgj) = (AAB))j,
—1 k=1 k=1
(A(BC))ij =Y awBCOhkj = _ax y_bucy =Y _ > awbucy
k=1 [ k=1 1=1

Man nennt diese schwéchere Struktur einen Ring.
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I
NE
M:

(AB)aci; = ((AB)O)yj,

(i ambkl)%

=1 k=1 =1
(A(B+ C))ij = Z a;x(B + C)kj Zalk bkj + ij Z azkbkj + aikckj)
k=1 k=1 k=1
=Y ambi;+ Y awcr; = (AB)ij + (AC)yj,
k=1 k=1
((A =+ B)CY)Z‘7 = Z<a2k =+ blk ij Z G/chkj + Z b; kck] AC z] (BC)'L] O

e
Il
—

Bemerkung 5.9.

(a)
(b)

Fir A € K™*™ gilt selbstverstandlich Ogyn - A = Ogxn und A - 0k = Opscie-
Wir nennen Matrizen A, B € K™*™ vertauschbar, falls AB = BA. Das ist fiir n > 2 in der Regel

nicht erfullt:
0 1 10_0#01_10 0 1
0 0o/\o o/ 27100/ \oo/\oo

Daher ist (K™*", +,-) kein Korper. Wir sehen auch, dass nicht jede (von 0,, verschiedene) Matrix
ein Inverses bzgl. - besitzt (selbst die Kiirzungsregel gilt nicht fiir Matrizen).

Eine quadratische Matrix A € K™*™ heifst invertierbar, falls eine Matrix B € K™*™ mit
AB =1, = BA

existiert.lﬂ Gilt auch AC =1, =CA, soist C =C1, =C(AB) = (CA)B = 1,,B = B. Daher ist
B eindeutig bestimmt und man schreibt wie bei Gruppen A~! := B. Wir zeigen in [Lemma 5.15]
dass aus AB = 1,, bereits die Invertierbarkeit folgt, d.h. BA = 1,, muss nicht gepriift werden.

Ist A invertierbar, so auch A', denn

AAT = (AT A) =18 =1, = (A4 = (A7)l

Man setzt daher | A7 := (A7 1)t = (4%)~!

Manchmal ist es niitzlich Matrizen in rechteckige Bldcke zu unterteilen:

A= <j411 ﬁQ) mit Al c Kn1><m17 A2 c Kn1><m2’ AS c Kn2><m1, A4 c KMexm2
3 4

Fiir eine weitere Matrix B = (g; gi) mit Blocken By € K™*k1 By € Kmixka By € Kmaxki,
By € K™2%k2 gilt dann

AB — A1B1 + AsB3 A1By + AyBy
A3By + AyB3  A3By + AyBy

Sind A; und A4 quadratisch und Ay = A3 = 0, so nennt man A = (‘%1 24) = diag(Ay, A4) eine
Blockdiagonalmatriz.

*Invertierbare (bzw. nicht invertierbare) Matrizen nennt man auch regulir (bzw. singuldr).
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Lemma 5.10. Die invertierbaren Matrizen in K™*™ bilden eine Gruppe GL(n, K) bzgl. Multiplikation.
Man nennt sie allgemeine lineare Gruppe vom Grad n dber K.

Beweis. Das neutrale Element 1,, ist offenbar invertierbar. Mit A ist auch A~! invertierbar. Fiir
invertierbare Matrizen A und B gilt

(AB)(B'A™') = A(BB™)A™! = Al,A7 = 447 =1,

und analog (B~'A71)(AB) = 1,. Dies zeigt, dass auch AB invertierbar ist mit (AB)~! = B~1A~!
Das Assoziativgesetz der Multiplikation folgt aus O

Beispiel 5.11. In GL(2,F2) gilt
L1y (0 1y _, (0 1)(11
1t o/\1 1) 2" \1 1/\1 o)

5.3 Der Rang einer Matrix

Satz 5.12. Seien z1,...,z, die Zeilen und s, ..., Sy, die Spalten einer Matrix A € K™*™. Dann gilt
dim(zy, ..., 2n) = dim(s1,. .., Sm).

Beweis. Nach [Bemerkung 4.20| existiert I C {1,...,n}, sodass {z; : i € I'} eine Basis von (z1,...,z,)
ist. Sei analog {s; : j € J} eine Basis von (s1,...,sy) ist. Sei A = (a;;). Wir zeigen, dass die Zeilen der
Matrix

B = (ayj)ierjes € KT

linear unabhéngig sind. Seien dazu \; € K mit ), ; \ja;; = 0 fiir alle j € J. Fiir k€ {1,...,m} \ J
existieren y; € K mit s, = > ey 1585, d-he aig = 375 5 pjai; fiir alle i € {1,...,n}. Es folgt

Z Ay = Z Ai Z,Ujaij = Z 1 Z Aiagj = 0.
icl el jeJ jed el

Also gilt > ..y Njag; = 0 fiir alle j € {1,...,m}, d.h. >7,.; A\iz; = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit
von {z; : i € I} folgt \; = 0 fiir ¢ € I. Daher sind die Zeilen von B linear unabhéngig. Da sie im
|.J|-dimensionalen Vektorraum K!”! liegen, gilt |I| < |J|. Die Zeilen (bzw. Spalten) von A sind die
Spalten (bzw. Zeilen) von A'. Benutzt man das obige Argument mit A%, so folgt |J| < |I]. Insgesamt
ist dim(z1,...,2,) = |I| = |J| = dim(s1, ..., 5m). O

Definition 5.13. In der Situation von Satz 5.12 nennt man
rk(A) := dim(zy, ..., 2,) = dim(sq, ..., sp)

den Rang von A. Im Fall rk(A) = min{n,m} sagt man: A hat vollen Rang.

Beispiel 5.14.

(a) Die Einheitsmatrix 1,, hat (vollen) Rang n, denn ihre Zeilen bilden die Standardbasis. Es gilt
rk(}2) =1, denn die zweite Zeile ist das Doppelte der ersten. Wir iiberlegen uns in [Bemerkung 6.13|
wie man den Rang einer beliebigen Matrix effizient berechnet.
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(b) Fiir jede Matrix A gilt rk(A) = rk(A") und rk(A4) = 0 <= A =0.

Lemma 5.15.
(a) Fiir Matrizen A und B mit ,passendem® Format gilt rk(AB) < min{rk(A),rk(B)}.

(b) Eine quadratische Matriz ist genau dann invertierbar, wenn sie vollen Rang hat.

Beweis.

(a) Seien sq,..., Sy, die Spalten von A und sei (A1,...,\y,)" die i-te Spalte von B. Dann ist A\1s1 +
.o+ AmsSm die i-te Spalte von AB. Also sind die Spalten von AB Linearkombinationen der

Spalten von A. Dies zeigt rk(AB) < rk(A). Aus [Beispiel 5.14| folgt
tk(AB) = rk((AB)") = rk(B'A") < rk(B") = 1k(B).

(b) Ist A € K™ " invertierbar, so gilt

n =rk(l,) = rk(4471) @rk(/}) < n,

d.h. A hat vollen Rang. Sei umgekehrt rk(A) = n. Dann lassen sich die Standardbasisvektoren

e1,...,en als Linearkombinationen der Spalten von A ausdriicken. Also existiert B € K™*™ mit
AB = 1,. Wegen rk(A") = rk(A) existiert auch ein C € K™ mit A'C = 1,, d.h. C*A =
(A'C) =1! = 1,,. Wegen C' = C*(AB) = (C*A)B = B ist A invertierbar. O
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6 Der Gaul-Algorithmus

6.1 Gleichungssysteme

Definition 6.1. Ein (lineares) Gleichungssystem ist eine Matrixgleichung der Form Az = b, wobei die
Koeffizientenmatriz A € K™ ™ und der Vektor b € K™*! gegeben sind. Gesucht ist die Lisungsmenge

L:={zxec K™ Az = b} C K™*1,

e Im Fall L # & nennt man das Gleichungssystem [dsbar.
e Im Fall b = 0 nennt man das Gleichungssystem homogen und anderenfalls inhomogen.

e Durch Anfiigen der Spalte b zu A erhélt man die erweiterte Koeffizientenmatrix (A[b) € K™ (m+1),

Beispiel 6.2. Das Gleichungssystem

2x1 4+ 32 = 5,

entspricht der Matrixgleichung
2 3 . 5
-1 0/7 \2
mit genau einer Losung x = (—2, 3)".
Bemerkung 6.3. Jedes homogene Gleichungssystem ist losbar, denn der Nullvektor ist eine Losung.

Satz 6.4 (KRONECKER—CAPELLIEI). Genau dann ist das Gleichungssystem Ax = b losbar, wenn
rk(A) = rk(Alb).

Beweis. Seien s, ..., s, die Spalten von A. Dann gilt

rk(A) = rk(A|b) <= dim(sy,...,Sy) = dim(s1,..., Sm,b)

< (S1,.-+,8m) = {(S1,.-.,8m,b) < bE (s1,...,5n)
m
<:>E|a:1,...,xm€K:b:Z:cisi<:>E|x€KmX1:Ax:b. O
=1

Ymitunter auch nach Rouché und Frobenius benannt
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Bemerkung 6.5. Sei A € K™*" mit vollem Rang n < m. Dann ist
rk(A) < rk(A|b) < min{n,m + 1} = n = rk(A4)

und Az = b ist stets 16sbar. Im Fall n = m ist A invertierbar nach [Lemma 5.15 und z = A~1b ist die
einzige Losung. Im Fall n < m nennt man das Gleichungssystem Ax = b unterbestimmt, d. h. es gibt
weniger Gleichungen als Unbekannte. Wir zeigen, dass es dann mehrere Losungen gibt.

Satz 6.6. Sei A € K™ ynd b e K"*L.

(a) Die Lisungsmenge des homogenen Gleichungssystems Ax = 0 ist ein Unterraum Lo von K™*!
der Dimension m — rk(A).

(b) Besitzt das Gleichungssystem Ax = b eine Losung T, so ist
T+ Lo := {jﬁlj‘v—i-y:yELo}
die Lésungsmenge.
Beweis.
(a) Wegen 0 € Ly ist Lo # @. Fiir x,y € Ly und A € K gilt

Adz +y) = Nz + Ay =0,

d.h. Mz + y € Lg. Dies zeigt Ly < K™ ! (Bemerkung 3.13). Sei b1,...,b; eine Basis von
Lo. Wir ergénzen zu einer Basis by, ..., b, von K™*! Die i-te Spalte von A ist Ae; mit dem
Standardbasisvektor e;. Da e; eine Linearkombination von by, ..., b, ist, liegt jede Spalte von
A in (Aby,..., Ab,). Insbesondere ist rk(A) = dim(Aby,..., Aby). Aus by,..., by € Ly folgt
Aby = ... = Ab, =0 und

rk(A) = dim(Abgy1,. .., Aby).
Es geniigt zu zeigen, dass die m — k Vektoren Abgy1,..., Ab, linear unabhéngig sind, denn
dann ist rk(A) = m — k. Seien \; € K mit > ;" | A\jAb; = 0. Dann ist auch A", | A\ib; =0,
d. h. Z?ilﬁ_l A\ib; € Lo = {(b1,...,by). Da by,..., by, eine Basis von K™*! ist, erhélt man A4 =
... = Am = 0 wie gewiinscht.

(b) Es gilt

Ar=b <= Ar =A% <= Al —7)=0 <= -2 € Ly < x €T+ Ly. O

Bemerkung 6.7.

(a) Hat A € K™*™ vollem Rang m < n, so besitzt das Gleichungssystem Az = b hochstens eine
Losung. Im Fall m < n spricht man von dberbestimmten Gleichungssystemen. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit der expliziten Konstruktion der Losungsmenge eines beliebigen Glei-
chungssystems.

(b) Da die Abbildung Ly — T+ Lo, v — Z +v eine Bijektion ist, besitzt ein 1dsbares Gleichungssystem
genauso viele Losungen wie das entsprechende homogene Gleichungssystem. Ist K endlich (z. B.
K =T3), so ist die Anzahl dieser Losungen eine Potenz von |K| ([Satz 4.8). Fiir unendliche Kérper
wie Q oder R besitzt jedes Gleichungssystem keine, genau eine oder unendlich viele Losungen.
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6.2 Elementare Zeilenoperationen

Definition 6.8. Die folgenden Transformationen einer Matrix A € K™*™ werden (elementare) Zeilen-
operationen genannt:

e Multiplikation einer Zeile von A mit einem Skalar A € K*. Dies entspricht der Multiplikation mit
einer Elementarmatriz der Form

von links an A.

e Vertauschen zweier Zeilen von A. Dies entspricht der Multiplikation mit einer Elementarmatrix
der Form

1t7571 = 1n - Ess - Ett + Est + Ets

von links an A.

e Addieren eines Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile. Dies entspricht der Multiplikation
mit einer Elementarmatrix der Form

Tis-1 = 1n + AEst (A S K7 S 7& t)

1n—t
von links an A.

Matrizen A und B heifsen zeilen-dquivalent, falls sich A durch endlich viele elementare Zeilenoperationen
in B {iberfiihren ldsst. Ggf. schreiben wir A ~ B.

Bemerkung 6.9.

(a) Alle elementaren Zeilenoperationen sind umkehrbar. Aus A ~ B folgt somit B ~ A. Auferdem sind
die Elementarmatrizen invertierbar. Nach[Lemma 5. 10list auch das Produkt von Elementarmatrizen
invertierbar. Aus A ~ B folgt daher die Existenz einer Matrix S € GL(n, K) mit SA = B.

(b) Nach l@] ist die Zeilen-Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf K™ ™. Im niichsten Satz bestimmen
wir ein besonders einfaches Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen.

(¢) Analog definiert man (elementare) Spaltenoperationen. Diese entsprechen der Multiplikation von
Elementarmatrizen von rechts an A (probieren Sie es aus). Spaltenoperationen lassen sich auch
durch Zeilenoperation mit A® realisieren. Wir benutzen die Schreibweise A ~ B auch, wenn B
aus A durch Spaltenoperationen hervorgeht.
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Satz 6.10 (GAUSS-AlorithmusEl). Jede Matrix A € K™™ ist zeilen-dquivalent zu genau einer Matriz
A in Zeilenstufenfor d. h.

Beweis. Der folgende Algorithmus iiberfithrt A in A:
(1) Setze z :=1 (Zeilenindex).
(2) Fur s =1,...,m (Spaltenindex) tue:
e Falls di > 2z : a;5 # 0, dann:
— Tausche i-te mit z-ter Zeile. Anschlieffend gilt a,s # 0.
— Dividiere z-te Zeile durch a,s. Anschliefsend gilt a,s = 1.

—Firj=1,...,2—1,2+1,...,n subtrahiere das a;s-Fache der z-ten Zeile von der j-ten
Zeile. Anschliefend gilt aj; = 0.

— Erhohe z um 1.

Fir die Eindeutigkeit von A seien B und C Matrizen in Zeilenstufenform mit A ~ B und A ~ C. Dann
ist auch B ~ C und es existiert S € GL(n, K) mit SB = C'. Sei b; (bzw. s;) die i-te Spalte von B (bzw.
S). Dann ist ¢; = Sb; die i-te Spalte von C'. Sei ey, ..., e, die Standardbasis von K™. Sei b; € (eq,...,eg).
Wir zeigen b; = ¢; und s;, = e}, durch Induktion nach k. Im Fall k£ = 0 ist b; € (&) = {0}, also b; = 0.
Sicher ist dann auch ¢; = Sb; = 0. Sei nun die Behauptung bis & — 1 bereits bewiesen. Die erste Spalte
(von links) von B, die nicht in (eq,...,er_1) liegt, ist b; = e wegen der Zeilenstufenform. Die Spalten
von S sind linear unabhéngig, da S invertierbar ist. Dies zeigt

c; = Sb; = Sej, = sp & (s1,...,56-1) = (€1,...,€h_1).

Also ist ¢; die erste Spalte von C, die nicht in (e, ...,ex_1) liegt, d.h. ¢; = ex, = s, = b; (Zeilenstu-
fenform). Fiir jede weitere Spalte b; € (e1,...,ex) gilt nun ¢; = Sb; = (e1,..., €k, Sk+1,---,5n)b; = b;.
Somit ist b; =¢; firi=1,...,m,d.h. B=C. OJ

Beispiel 6.11.

0 1 1 3 2 1 3 0\ |:2 1 12 3/2 0 -3
2 1 30 j] ~10 1 1 3 ~10 1 1 3)1
3 -1 21 3 -1 21 3 -1 2 1 +
1 12 32 0 + 1 0 1 -3
~ 10 1 1 3 j—1/2 52 ~ |10 1 1 3
0 —5/2 =52 1 <—J+ 0 0 0 172) |:172

2auch Gaup-Elimination oder Gaup-Jordan-Algorithmus genannt
3Jede von 0 verschiedene Zeile enthilt eine fiihrende Eins. Alle Eintrige links, ober- und unterhalb einer fithrenden Eins
sind 0. Die fithrenden Einsen rutschen mit jeder Zeile weiter nach rechts. Nullzeilen (falls vorhanden) stehen unten.
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101 -3 + 1010
~l011 3 j+ ~10 110
000 1 3 Jap 0001

6.3 Anwendungen

Satz 6.12. Sei U := (uy,...,up) < K™. Sei A e K™™ die Matriz mit Zeilen uq, . .. s Un. Dann bilden
die von 0 verschiedenen Zeilen von A eine Basis von U. Insbesondere ist dim U = rk(A) = rk(A).

Beweis. Durch elementare Zeilenoperationen werden Zeilen von A durch Linearkombinationen von
Zeilen ersetzt. Die Zeilen von A erzeugen daher einen Unterraum W < U. Da alle Zeilenoperationen
umkehrbar sind, gilt sogar W = U und dim U = rk(A) = rk(;l\). Sei k die Anzahl der von 0 verschiedenen
Zeilen in A. Dann gilt rk(A4) < k. Andererseits besitzt A die linear unabhéngigen Spalten e, ..., ek.

Dies zeigt rk(A) = k und die Behauptung folgt. O]

Bemerkung 6.13. Zur Ermittelung einer Basis von U muss man beim Gauf-Algorithmus keine
Nullen oberhalb der fithrenden Einsen erzeugen (die von 0 verschiedenen Zeilen sind trotzdem linear
unabhéngig, denn deren Anzahl bleibt gleich). Auferdem ist es ratsam Divisionen zu vermeiden, indem
man mit Zeilen tauscht, die bereits eine fiihrende Eins in der aktuellen Spalte haben. Ist man nur an
dimU (oder allgemeiner an rk(A)) interessiert, so darf man wegen rk(A) = rk(A') auch elementare
Spaltenoperationen verwenden. Dies kann niitzlich sein, wenn A weniger Spalten als Zeilen besitzt (viele
Moéglichkeiten fithren zum Ziel).

Beispiel 6.14. Eine Art Schach-Rétsel: Rang in zwei Ziigen!

+ -1 +

3 r{
1 -1 0 1 00 1 0 0
2 0 2 2 2 2 2 20
3 -1 2 3 2 2 3 20
-1 2 1 -1 11 -1 10

Satz 6.15. Sei Ax = b ein Gleichungssystem mit A € K"*™. Sei (E]c) die Zeilenstufenform von (A|b).
Dann gilt:

(a) Genau dann ist Az = b lisbar, wenn epy1 keine Zeile von (A|c) ist.

Ggf. erhdlt man die Losungsmenge wie folgt: Seien (1,n1),...,(k,n) die Positionen der fihrenden
Einsen in (A|c). Die n—k Nullzeilen werden gestrichen. Fir allei € {1,...,m}\{n1,...,ny} figen wir
die Zeile —e; an Position i ein, sodass die resultierende Matriz M € K™Y quf der Hauptdiagonale
nur Fintrige +1 besitzt.

(b) Die letzte Spalte T von M erfillt Az =b.

(¢) Die m — k Spalten von M, die nicht zu den Indizes ni,...,ny gehéren, bilden eine Basis von
Lo :={x € K™ : Az = 0}.

(d) Die Losungsmenge von Ax =b ist T + Ly.
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Beweis. Sei § € GL(n, K) mit (SA|Sb) = S(A|b) = (Alc). Fiir € K™ gilt
Az =b — SAzr = Sb «— Ar =c.

Ist e,,+1 eine Zeile von (ﬁ\c), so erhdlt man in der Gleichung Az = ¢ den Widerspruch 0 =1, d. h. es
gibt keine Losung.

Sei nun e,,+1 keine Zeile von (A\]c) Wir verifizieren die Behauptungen an folgendem Beispiel

-1 . . . . .
L oar . az|cr . 1 a1 . as | a1
A)=1. . . 1 azl|e M = e |
1 asz | C2
—1

(hier steht . fiir 0 zur besseren Ubersicht). Man sieht leicht, dass Az =c gilt. Somit gilt auch Az = b.
Damit sind @ und @ bewiesen. Genauso sieht man, dass die (rot markierten) Spalten s, s3 und
s5 von M in Ly liegen. Die verschiedenen Positionen der Eintrage —1 in s; implizieren die lineare
Unabhéngigkeit von {s1, s3, s5}. Nach [Satz 6.6| und [Bemerkung 6.13|ist andererseits

dim Lo = m — rk(A) = m — tk(A) = m — k = 3.

Dies zeigt [(c)} Aus folgt [(d)] O
Beispiel 6.16.
-1 3 1 1 0 11
-2 1 -3 2 —4|x=]|-6
0 1 1 0 O 4
-1 3 1 1 0|11 10 2 -1 0 1
(Ap)=-2 1 -3 2 —4|—-6]~---~[0 1 1 0 0 4
01 1 0 014 000 0 12
10 2 -1 01
01 1 0 0 4
M=]100 -1 0 0 0
00 0 —-1100
00 0 0 1 2
1 2 -1
4 1 0
L=z+Lo=|0|+(|-1|,] 0 |)
0 0 -1
2 0 0
Kontrolle:
1
-1 3 1 1 0 4 11
Az=1|-2 1 -3 2 —4 0f=[-6]=0b
0 1. 1 0 0 0 4
2
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Satz 6.17 (Matrizeninversion). Fir A € K™*" sei (A|B) die Zeilenstufenform von (A|l,) € K2,
Genau dann ist A invertierbar, wenn A = 1,,. Ggf. ist A= = B.

Beweis. Es gilt

~

A invertierbar 258 tk(A) =n £z tk(A) =n < A=1,.

Sei nun S € GL(n, K) mit

(SA[S) = S(A|1,) = (A|B) = (1,|B).

Dann ist B= S = S(4471) = (SA)A ' =1,A"1 = A~1. O

Folgerung 6.18. Jede invertierbare Matriz ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Fiir A € GL(n, K) gilt A ~ 1,, nach [Satz 6.17] O

Beispiel 6.19.

1 0 —-1]1 0 0 1 0 —-1(1 0 O
(A1z)=|-1 -1 1|0 1 0 a ~l0 -1 0|1 10
-1 1 -=-2]0 0 1 + 1 -3[1 0 1 3
1 0 —-1|1 0 10 -1]1 0 0
~10 1 =3]|1 1) ~ (0 1 -3[(1 0 1
0 -1 0110 ]+ 00 —3[2 1 1) |:(=3)
1 0 —-1] 1 0 0 + 1 0 0| /3 —1/3 —1/3
~10 1 =3] 1 0 1 j+ ~10 1 0] -1 -1 0
00 1 [-23 —1/3 —1/3 3 0 0 1[-23 —1/3 —1/3
1 1 -1 -1
A—1=g -3 -3 0
-2 -1 -1

Bemerkung 6.20.

(a) Ergibt sich wihrend des Gauf-Algorithmus ein ,Versatz‘ der Zeilen

1

so muss die Zeilenstufenform eine Nullzeile aufweisen. Die Matrix kann dann nicht invertierbar
sein und man kann den Algorithmus vorzeitig abbrechen.

Matrizen A, B € K™ "™ heiften dquivalent, falls man A durch Zeilen- und Spaltenoperationen in B
tiberfithren kann (und umgekehrt). Das bedeutet es existieren S € GL(n, K) und T € GL(m, K)
mit SAT = B. Offenbar definiert dies eine Aquivalenzrelation. Man sieht leicht, dass jede Matrix
A zu einer Matrix der Form
1, 0
(¢ o)
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dquivalent ist. Dabei ist r = rk(A) eindeutig bestimmt. Insbesondere sind A und B genau dann
dquivalent, wenn rk(A) = rk(B) gilt. Man braucht fiir die Aquivalenz also kein neues Symbol
einfithren. Die Anzahl der Aquivalenzklassen von n x n-Matrizen ist n + 1.

(c¢) Der folgende Satz liefert einen effizienten Algorithmus um gleichzeitig Summe und Durchschnitt
von Unterrdumen zu bestimmen.

Satz 6.21 (ZASSENHAUS-Algorithmus). Seien U := (uy,...,us) < K™ und W := (wy,...,wy) < K".
Sei

bl *

vt b *

0 C1

A= Us Us c K(stt)x2n A\ _ :
N wl 0 Y . )

: . C|

0 0

wobei by, ..., bg,c1,...,c € K™ mit by, # 0 # ¢;. Dann ist {b1,...,by} eine Basis von U + W und
{c1,..., ¢} ist eine Basis von UNW.

Beweis. Wegen U +W = (u1,...,us, w1, ..., wy) ist {b1,..., by} eine Basis von U + W nach [Satz 6.12
Aufserdem ist jede Zeile der Form (0, ¢,,) von A eine Linearkombination der Zeilen von A, sagen wir

s t
(0,cm) = Z Ai(ug, u;) + Zﬂj(wja 0)
i=1 j=1
mit A1,..., g, U1, ..., 4t € K. Dies zeigt

s t
em =Y Nitj=—> pw; €UNW
=1

j=1
fir m = 1,...,1. Aufgrund der Zeilenstufenform ist {ci,..., ¢} linear unabhéngig. Durch elementare
Spaltenoperationen iiberfithrt man A zu

0 (5%

0 ug

wy 0

Wt 0

Aus [Bemerkung 6.13[folgt nun leicht rk(A) = dim U + dim W. Die Dimensionsformel liefert daher

-~

dim(U N W) = dim U + dim W — dim(U + W) = rk(A) — k = tk(A) — k = .

Also ist {c1,...,¢} eine Basis von U NW. O
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Beispiel 6.22. Sei U := ((1,1,1,0),(0,—4,1,5)) und W := ((0, -2, 1,2), (1, —1, 1, 3)). Wie iiblich muss
man nicht alle Schritte des Gauf-Algorithmus durchfithren:

1 1 101 1 10 1 1 10 1 1 1 0
0 -4 150 415 0212 0 0 0 0
02120 0 00 ]0o -415 0 -4 1 5
1 -1 130 0 00 0 -2 03 -1 -1 -1 0
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
0 -2 1 2 0 0 0 0 -2 1 2 0 0 0 0
“1lo 0o -1 1 0 -4 1 57 7]o 0 -11 0 -4 1 5
00 -1 1 -1 -1 —1 0 00 0 0 -1 3 -2 -5

Es folgt U + W = ((1,1,1,0), (0,—-2,1,2), (0,0,—1,1)) und U N W = ((—1,3, -2, —5)).
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7 Lineare Abbildungen

7.1 Definitionen und Beispiele

Bemerkung 7.1. Um verschiedene Vektorraume V und W in Beziehung zu setzen, studieren wir
Abbildungen V' — W, die Addition und Skalarmultiplikation ,respektieren”. Es wird sich zeigen, dass
solche Abbildungen durch Matrizen beschrieben werden konnen.

Definition 7.2. Eine Abbildung f: V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W heift linear oder
Homomorphismus, falls fiir alle u,v € V und \ € K gilt:

| FOu+v) = Af(u) + f(v). ]

Die Menge der linearen Abbildungen V' — W wird mit Hom(V, W) bezeichnet. Ist f linear und bijektiv,
so nennt man f einen Isomorphismus. Ggf. nennt man V und W isomorph und schreibt V = W.

Bemerkung 7.3.
(a) Eine Abbildung f: V — W ist genau dann linear, wenn

flutv) = f(u) + f(v),
fu) = Af(u)

fiir alle u,v € V und X € K gilt (setze A = 1 bzw. v = 0 in [Definition 7.2} vgl. [Bemerkung 3.13)).
Isomorphe Vektorrdume unterscheiden sich daher nur durch die Benennung ihrer Elemente.

(b) Fiir f € Hom(V, W) gilt

fOv) = f(0k - Ov) = 0k f(Ov) = Ow.
(¢) Sei f € Hom(U,V) und g € Hom(V, W). Fiir u,v’ € U und X € K gilt
(g0 f)(du+u') = g(Af(u) + f(u') = Ag(f () + g(f(u')) = Mg o f)(u) + (g o f)(u).

Dies zeigt g o f € Hom(U, W).

(d) Ist f: V — W ein Isomorphismus, so ist auch f=': W — V ein Isomorphismusﬂ7 denn fiir
w,w € Wund \ € K gilt

FHOw ') = FHAF(FHw) + F(FH (W)
FHEAF ) + 7 w') = A Hw) + 7 (w).

n der Analysis ist die Umkehrabbildung einer bijektiven stetigen Funktion im Allgemeinen nicht stetig. Daher gibt es
den merkwiirdigen Begriff Homdomorphismus (kein Tippfehler).
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(e) Die Isomorphie von Vektorrdumen ist eine Aquivalenzrelation Die Reflexivitat folgt aus dem
Isomorphismus idy (Beispiel 7.4)), die Symmetrie folgt aus und die Transitivitat folgt aus @

Beispiel 7.4.

(a) Die Nullabbildung 0: V. — W, v + Oy ist stets linear. Die Identitat idy: V' — V ist ein
Isomorphismus.

(b) Fiir f € Hom(V,W) und U <V ist die Einschrinkung f|;; linear. Insbesondere ist die Inklusions-
abbildung U — V als Einschrénkung von idy linear.

(¢) Fiir n < m ist die Projektion K™ — K", (21,...,%m) — (z1,...,2,) ein surjektiver Homomor-
phismus. Die Projektion R? — R? reduziert ein 3-dimensionales Objekt auf seinen ,Schatten®:

QD =

(d) Sei f: R — R linear und a := f(1). Fir z € R gilt f(z) = f(x1) = 2 f(1) = ax. Der Graph von
f beschreibt daher eine Gerade durch den Koordinatenursprung. Achtung: In der Schulmathe-
matik werden mitunter auch Funktionen der Form f(z) = ax + b als ,linear” bezeichnet (solche

Abbildungen heiften aﬁ%ﬂ, siehe |Aufgabe 21J).

(e) Fiir A € K™ ™ ist die Abbildung K™*! — K™ 1z + Ax nach linear. Wir zeigen in
Satz 7.18] dass jede lineare Abbildung (nach Basiswahl) diese Form besitzt.

(f) Die Transposition K™*™ — K™*" A s A' ist ein Isomorphismus.

(g) Fiir jede n-elementige Menge M = {xi,...,z,} ist die Abbildung Abb(M,V) — V" f —
(f(x1),..., f(zy)) ein Isomorphismus.

Lemma 7.5. Fir f € Hom(V,W), \;

, V ound Wy < W ist f(Vi) < W und f~1(W;y) < V.
Insbesondere ist f(V) < W und Ker(f) :=

<
f7Hop) < v
Beweis. Wegen 0 = f(0) € f(V1) ist f(V1) # @. Fiir u,v € V) und A € K gilt

Af(u) + f(v) = fF(hu+0) € f(W).

Dies zeigt f(V1) < W (Bemerkung 3.13). Wegen 0 € f~1({0}) C f~1(W;) ist auch f_ (W) # @. Fir
u,w € fHW) und X € K gilt f(Au +w) = Af(u) + f(w) € Wi, d.h. du+w € f~1(W;). Dies zeigt
f_l(Wl) <V. O

Definition 7.6. In der Situation von nennt man Ker(f) den Kern von f und

rk(f) := dim f(V)
den Rang von f. Fiir A € K™ ™ sei Ker(A) := {x € K™ : Az = 0} der Kern von A.

2Allerdings ist die Gesamtheit aller Vektorrdume keine Menge, sondern eine Klasse.
3Ein Beispiel ist die Umrechnung von Grad Celsius nach Fahrenheit: f(z) = %x + 32.
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Lemma 7.7. Genau dann ist f € Hom(V, W) injektiv, wenn Ker(f) = {0}. Ggf. ist V. — f(V),

v f(v) ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f injektiv und v € Ker(f). Aus f(v) = 0 = f(0) folgt v = 0, d.h. Ker(f) = {0}. Sei
umgekehrt Ker(f) = {0} und u,v € V mit f(u) = f(v). Dann ist f(u —v) = f(u) — f(v) = 0, also

u—v € Ker(f) = {0}. Daher ist u = v und f ist injektiv. Die zweite Aussage ist trivial.

O

Satz 7.8. Seien V und W Vektorraume. Sei by,...,b, eine Basis von V und seien c1,...,c, € W
beliebig. Dann existiert genau eine lineare Abbildung f: V — W mit f(b;) = ¢; firi=1,...,n. Dabei

qilt:
(a) f injektiv <= ci,...,cy, linear unabhdngig.
(b) f surjektiv <= W = {c1,...,cp).

(¢) f Isomorphismus <= ci,...,c, Basis von W.

Beweis. Jedes u € V lasst sich eindeutig in der Form u = »" ;| A\;b; schreiben. Wir definieren
n
flu) = Z)‘ici ew.
i=1

Firv=>"", ub; und p € K gilt

n n n

flpu+v) = f(Z(p)\i + Mi)bi> = Z(P)\i + pi)ei = PZ Aici + ZMM = pf(u) + f(v).

=1 =1 =1 =1

Also ist f linear mit f(b;) = ¢; fir i = 1,...,n. Ist auch g € Hom(V, W) mit g(b;) = ¢; fiir i = 1,. ..

so gilt
g(u) =Y Nig(bs) =D Xici = Y Aif(bi) = f(u)
i=1 i=1 i=1

fiir alle w € V. Also ist g = f und f ist eindeutig bestimmt.
(a) Sei f injektiv und > 7" | Aic; = 0 fiir A; € K. Dann ist

f(Z; )\ibi> - Z; Aici = 0.

Aus folgt >, Aibi € Ker(f) = {0}. Da by,...,b, linecar unabhéngig sind, erhélt

man Ay =... = A\, = 0. Also sind ¢, ..., ¢, linear unabhéngig. Seien nun umgekehrt cy, ..

-y Cn

linear unabhéngig und w := )" | \;b; € Ker(f). Dann ist ) ;" ; A\j¢; = f(u) = 0 und man erhélt

Al =...= A, =0. Daher ist v = 0 und Ker(f) = {0}. Nach ist f injektiv.
(b) Sei f surjektiv und w € W. Dann existiert ein v = " | A\;b; € V mit f(v) = w. Es folgt

w= f(v) = Z)‘ici €(c1y...,Cn).
i=1

Sei umgekehrt W = (c1,...,¢,) und w € W. Dann existieren A\; € K mit w = > " | Ai¢;. Fiir

vi=y"  \b; € Vogilt dann f(v) = w, d.h. f ist surjektiv.
(¢) Folgt aus [(a)] und [(b)]

o1
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Bemerkung 7.9. Sei f € Hom(V, W). Im Fall dim V' < dim W ist f nicht surjektiv, denn das Bild
einer Basis von V kann kein Erzeugendensystem von W sein. Im Fall dim V' > dim W ist f nicht
injektiv, denn das Bild einer Basis kann nicht linear unabhéngig sein. Fiir dim V' = dim W erhélt man

f injektiv <= f surjektiv <= f bijektiv

(vgl. Bemerkung 2.11f(e))).

Satz 7.10. Zwei K-Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben.
Insbesondere ist jeder n-dimensionale K -Vektorraum zu K™ isomorph.

Beweis. Sei f: V — W ein Isomorphismus von Vektorraumen und B eine Basis von V. Nach
ist f(B) eine Basis von W. Also gilt dimV = |B| = |f(B)| = dim W. Haben umgekehrt V' und W
die gleiche Dimension, so gibt es Basen {b;,...,b,} und {c1,...,¢,} von V bzw. W. Nach

existiert ein Isomorphismus f: V' — W mit f(b;) = ¢; fiir i = 1,...,n. Die zweite Behauptung folgt aus
dim K™ = n. Einen expliziten Isomorphismus erhélt man durch die Koordinatendarstellung V" — K",
v — plv] (sie bildet B auf die Standardbasis von K™ ab). O

Bemerkung 7.11.

(a) Die Vektorrdume {0}, K, K2, ... bilden ein Reprisentantensystem fiir die Isomorphieklassen von
endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen.

(b) Fiir K-Vektorrdume Vi, ..., V, mit d; := dim V; gilt V; x...x V,, 2 K% x .. x K = dt+dn

(c) Obwohl Q und Q? gleichmiichtig sind, gilt Q 2 Q? nach

(d) Sein U,V < W Vektorrdume. Offenbar gilt V< U +V und UNV < U. Aus [Satz 4.23| und der
Dimensionsformel folgt

dim((U + V)/V) = dim(U + V) — dim(V) = dim(U) — dim(U 0 V) = dim(U/(U N V).
Mit erhélt man den sogenannten ersten Isomorphiesats]
U+ V) v=U/UnV) |

(e) Fiir Vektorrdume U <V < W gilt offenbar V/U < W/U. Aus

dim ((W/U)/(V/U)) = dim(W/U) — dim(V/U)
= dim(W) — dim(U) — dim(V) + dim(U) = dim(W/V')

erhdlt man den zweiten Isomorphiesatzﬂ

|(W/U)/(V/U) = W/ V.|

Satz 7.12 (Homomorphiesatz). Fir f € Hom(V, W) ist die Abbildung

[ V/Ker(f) = f(V),
v+ Ker(f) — f(v)

ein Isomorphismus. Also gilt ‘ V/Ker(f) = f(V) ‘ und ‘ dim V' = rk(f) + dim Ker(f). ‘

4Merkregel: Auf einer Seite stehen zwei U, auf der anderen Seite zwei V.
5Merkregel: Kiirzen eines Doppelbruchs.
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Beweis. Fir v,w € V gilt

v+ Ker(f) =w+Ker(f) < v—weKer(f) < f(v—w)=0
= f(v) = f(w) < fv+Ker(f)) = f(w+ Ker(f)).

Die Implikation = zeigt, dass f wohldefiniert ist, wihrend die Implikation < zeigt, dass f injektiv ist.
Offenbar ist f auch linear und surjektiv. Die Gleichung fiir dim V' folgt aus [Satz 4.23| O

7.2 Darstellungsmatrizen

Satz 7.13. Fir K-Vektorrdume V und W ist Hom(V, W) ein Unterraum von Abb(V, W).

Beweis. Sicher liegt das neutrale Element f = 0 von Abb(V, W) in Hom(V, W). Seien f, g € Hom(V, W),
u,v € V und \, u € K. Wegen

(f +9)(pu+v) = flpu+v) + g(pu +v) = pf(u) + f(v) + pg(u) + g(v) = p(f + g)(u) + (f + g)(v),
(AN (pu+v) = M (pu +v) = Mpf(u) + f(v) = pAf(u) + Af(v) = pAf)(u) + (Af)(v)

sind f + ¢ und Af linear. O

Bemerkung 7.14. Ist B eine Basis von V, so ist die Einschriankungsabbildung Hom(V, W) —
Abb(B,W), f + fip ein Isomorphismus nach

Definition 7.15. Seien V und W Vektorraume mit Basen B = {b1,...,b,} bzw. C = {c1,..., ¢}
Sei f € Hom(V,W) und f(b;) = >_7_; ajicj mit aj; € K firi=1,...,m.

(a) Man nennt ¢|[f]p = (a;;) € K™*™ die Darstellungsmatriz von f bzgl. B und C.
(b) Im Fall V.= W und f = idy nennt man ¢Ap = ¢[idy|p die Basiswechselmatriz bzgl. B und C.

(¢) Sind B und C die Standardbasen von V' = K™ und W = K", so setzt man [f] := ¢[f]s.
Merkregel: Die Spalten von [f] sind die Bilder der Standardbasis.

Bemerkung 7.16. In der Situation von [Definition 7.15] gilt gAg = 1,,.
Beispiel 7.17. Die Abbildung
f:R2_>R37 (I‘,y)'—>(2$—y, Y, _31.)

ist linear mit Matrix

2 -1
/=10 1
-3 0

Offenbar sind B := {(1,—1),(0,2)} und C := {(1,1,1), (O,—l,l),(l,O,l)} Basen von R? bzw. R3.
Wegen

f(l, —1) = (3, —1, —3) = —7(1, 1, 1) — 6(0, -1, 1) + 10(1,0, 1),
f(072) - (_27270) - 4(17 1, 1) + 2(07 -1, 1) - 6(1707 1)
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ergibt sich

-7 4
clflB=|-6 2
10 —6

(im Zweifel miissen Sie die Eintrdge durch ein Gleichungssystem bestimmen).

Satz 7.18. Sei V' ein m-dimensionaler Vektorraum mit Basis B und sei W ein n-dimensionaler
Vektorraum mit Basis C'. Dann ist die Abbildung

cl]p: Hom(V,W) — K™, f=clflB

ein Isomorphismus mit

v

w

@) = clflsal] 5l ol

Km N K’I’L

clfls

fir alle v € V. Insbesondere ist dim Hom(V, W) = nm und tk(f) = rk(c[f]B)-

Beweis. Sei B = {b1,...,bp} und C = {c1,...,c,}. Nach ist ¢[.|p eine Bijektion. Seien
f,9 € Hom(V, W) mit ¢[f]p = (a;j) und ¢[glp = (b;;). Firi =1,...,m und A € K gilt

n

Af +9)(bi) = Af(bi) + g(bi) = XY ajicj + > bjici = Y (Aaji + bji)e;.
j=1 j=1

J=1

Dies zeigt ¢[Af + gl = Ac[flg + clg]B. Also ist ¢[.]p ein Isomorphismus. Sei v = Y, v;b;. Dann ist

Fo) =) uif(b) =) vi) ajic;= Z(Z ajm) G
i=1 i=1 J=1 Jj=1 =1

und es folgt
Afleall = (Y a) = clr@)

Offenbar ist g[b;] = e; der i-te Standardbasisvektor. Also ist ¢[f(b;)] = ¢[f]sB[bi]" die i-te Spalte von
clf]lB- Da ¢].] ein Isomorphismus ist, gilt

rk(f) = dim(f(b1), ..., f(bm)) = dim(c[f(b1)], ..., c[f(bm)]) = rk(c[f]B)- 0

Bemerkung 7.19.

(a) Fir V=W und f = idy erhilt man ¢[v]' = ¢cApg[v]’. Fir f: K™ — K™ gilt f(v)" = [f]v" bzgl.
der Standardbasen.

(b) Sei U < V. Nach [Folgerung 4.16| besitzt U ein Komplement W, d.h. V.= U @ W. Die Projektion
fi VoW ut+w— wfirue U und w € W ist ein Homomorphismus mit Ker(f) = U. Daher
ist jeder Unterraum Kern eines Homomorphismus. Seien B und C' Basen von V' bzw. W. Fiir

A= ¢lf]p gilt Ker(f) = {v € V : Ag[v]' = 0} nach|Satz 7.18] Also lisst sich U als Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems beschreiben.
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Beispiel 7.20. Seien f, B und C wie in [Beispiel 7.17 Fiir v := (2,4) = 2(1, —1) + 3(0,2) € R? gilt

2 -1 0
2
f)f=[fl'=10 1 =4,
-3 0 <4> —6
7 4 —2
2

[f)'=clflppl] = | =6 2 = (-6
: o 10 —6 <3> 2

Kontrolle: —2(1,1,1) —6(0,—1,1) 4+ 2(1,0,1) = (0,4, —6) = f(v).

Folgerung 7.21. Sei f € Hom(V, W) und A := ¢[f]p € K™*™ bzgl. beliebiger Basen. Dann gilt
(a) f injektiv <= rk(A) = m.
(b) f surjektiv <= rk(A) =n.

Beweis.
(a) f injektiv. L& Ker(A4) = Ker(f) = {0} £& 1k(4) = m.
(b) f surjektiv <= f(V) =W <= 1k(4) =1k(f) =dim W =n. O

Satz 7.22. Seien U, V und W Vektorrdume mit Basen B, C bzw. D. Seien f € Hom(U,V) und
g € Hom(V, W). Dann ist

[plge fls = plgloclf]z.|

Beweis. Nach [Bemerkung 7.3|ist g o f € Hom(U,W). Sei B = {by,...,bm}, C = {c1,...,¢n} und
D= {dl, ... ,dk}. Sei C[f]B = (aij) und D[g]c = (blj) Dann gilt

n n n k k n
(g0 f)(bi) = Q(Z ajz‘Cj) =D ajigley) = Y aziy bydi= (Z bljajz‘>dl-
j=1 j=1 j=1 =1 =1 j=1
Darin ist 37 bjjaj; der Eintrag von plglcc(f]p an Position (I,i) wie gewiinscht. O
Bemerkung 7.23. Merkregel: Die Komposition von linearen Abbildungen entspricht der Multiplikation

von Matrizen. Fiir lineare Abbildungen f,g, h zwischen ,passenden Rdumen {iibertragen sich die
Distributivgesetze von Matrizen:

(f+g)oh=(foh)+(g0h) folg+h)=(fog)+(foh).

Das kann man natiirlich auch direkt nachrechnen.

Beispiel 7.24. Seien f, B und C wie in [Beispiel 7.17, Sei ¢ € Hom(R?,R?) mit Matrix plg]c =
—(‘Of 1(/)2 %) Dann gilt
3 0 2y( " 4 :
Blge flp = Blglcclflp = - —6 2 | =1 = plidge]s,
L2\ 6

d.h. go f =idg2. Umgekehrt ist f o g # idgs, denn f kann nicht surjektiv sein.
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Folgerung 7.25. Sei f: V — W ein Isomorphismus zwischen Vektorrdaumen V und W mit Basen B
bzw. C. Dann ist| g[f e = c[f]gl. Im Fall V =W st CAZ;1 = gAc.

Beweis. Nach [Bemerkung 7.3|ist f~! € Hom(W, V). Aus [Satz 7.22| folgt

clfleslf e = clidwle = cAc = 1,
und g[f V¢ = C[f]él. Die zweite Aussage folgt mit f = idy. O
Bemerkung 7.26. Die Isomorphismen f: V — V bilden die allgemeine lineare Gruppe GL(V). Sie

entsprechen genau den invertierbaren Matrizen, d. h. g[.]g: GL(V) — GL(n, K) ist ein Isomorphismus
von Gruppen (anstatt von Vektorrdumen).

Folgerung 7.27 (Basiswechsel). Seien B, B" Basen von'V und C,C’ Basen von W. Fiir f € Hom(V, W)
gilt

‘C”[f]B’ = cAcclflspAp:. ‘

Im FallV =W st

pfl = 5 AsslflEp AL

Beweis. Aus [Satz 7.22] folgt

cAcclflepAp = oidwlcclflpplidv]pe = cidwlcclfls = o [flp-
Fir V =W, C = B und ¢/ = B’ erhilt man p|flp = pApBlflBpAp = B’ABB[f]BB’Agl mit
Folgerung 7.25] [

Beispiel 7.28. Sei wieder f: R? — R? wie in |Beispiel 7.17, Wir ersetzen die Basis B = {(17 —1), (0, 2)}

durch B’ := {(0,1),(1,1)}. Wegen (0,1) = 0(1, —1) + (0,2) und (1,1) = (1,—1) + (0, 2) gilt

0 1 -7 4 0 1 2 -3
wdw= (), 1) el =clflantw = (-6 2 | (4, )= 1 -
10 —6 -3 4

Definition 7.29. Matrizen A, B € K"*" heifen dhnlich, falls ein S € GL(n,K) mit B = SAS™!
existiert. Wir schreiben ggf. A ~ B.

Bemerkung 7.30.

(a) Offenbar ist A ~ A (wihle S = 1,,). Aus B = SAS™! folgt A = S™!BS. Aus B = SAS~!
und C = TBT! mit T € GL(n, K) folgt C = TSAS™'T~! = (TS)A(TS)~!. Daher ist die
Ahnlichkeit von Matrizen eine Aquivalenzrelation.

(b) Nach [Satz 7.18 und [Folgerung 7.27| bestimmt jeder Endomorphismus von V' durch Basiswahl eine
Ahnlichkeitsklasse von Darstellungsmatrizen in K™*™. Dies erlaubt konkrete Berechnungen mit
abstrakten Abbildungen. In der linearen Algebra II konstruieren wir spezielle Basen, sodass die
Darstellungsmatrizen moglichst ,einfache Gestalt haben (zum Beispiel Diagonalmatrizen). Dies
beschleunigt Berechnungen.
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Definition 7.31. Fiir A = (a;5);; € K™" nennen wir tr(A) := """ | a;; die Spur von A. Dies ist die
Summe der Hauptdiagonaleintrige.

Lemma 7.32. Die Abbildung tr: K™" — K st linear mit tr(A*) = tr(A) und tr(AB) = tr(BA) fir
A, B e K=,

Beweis. Fiir A = (ai;), B = (bj;) und A € K gilt
tr(AA + B) = tr(()\aij + bij)i,j) = Z()\(Iu + b“) = A Z aq; + Z by = )\tI‘(A) + tr(B).
i=1 i=1 i=1
Also ist tr linear. Da eine Spiegelung an der Hauptdiagonale diese selbst nicht dndert, gilt tr(A®) = tr(A).

Auflerdem gilt
tI‘(AB) = Z Z aijbji = Z Z bjiaij = tI‘(BA) ]

i=1 j=1 j=1i=1
Folgerung 7.33. Ahnliche Matrizen haben die gleiche Spur.
Beweis. Fiir A € K™ und S € GL(n, K) gilt tr(S(AS™1)) = tr((AS71)S) = tr(A). O

Definition 7.34. Sei V' ein Vektorraum mit Basis B und f € Hom(V, V'). Wir nennen tr(f) := tr(g[f]B)
die Spur von f. Nach [Folgerung 7.27| und [Folgerung 7.33| hingt tr(f) nicht von der Wahl der Basis ab.

Satz 7.35 (FILLMORE). Sei A € K"*"\ K1,, und dy,...,d, € K mit tr(A) =d; + ...+ d,. Dann ist
A zu einer Matriz mit Hauptdiagonale d1, . ..,d, dhnlich.

Beweis. Induktion nach n: Wegen A ¢ K1,, ist n > 2. Sei A = (a;5). Gilt a;; # 0 fiir gewisse ¢ # j, so
ist Aej ¢ (e;). Ist A eine Diagonalmatrix, so existieren ¢ # j mit a;; # a;;. In diesem Fall ist

A(ei + 6]') = aj€; + G;j;€; ¢ <€i + €j>.

In jedem Fall existiert ein by € K™, sodass by und Aby linear unabhingig sind. Dann sind auch b; und
bo := Ab; — d1b1 linear unabhéngig. Wir ergénzen by, bo zu einer Basis b1,...,b, von K™. Beziiglich
dieser Basis hat A die Form (‘fj X1> mit Ay = (aj;) € K@=1)x(n=1) Tm Fall n = 2 sind wir fertig,
denn tr(A;) = tr(A4) — di = do.

Sei nun n > 3. Ist A1 € K1,_1, so gilt
A(bl + b3) =dy1b1 + by + Abz € by + <bl, bg>.

Indem wir b3 durch b; + bs ersetzen, erreichen wir a’23 =1 und A; ¢ K1,,_1. Nach Induktion existiert
S € GL(n — 1, K), sodass SA;S~! Hauptdiagonale ds, ..., d, hat. Nun hat

1 0 d1 * 1 0 . d1 *
0 S x« A;J\0 S71) 7 \x SA,5°1

Hauptdiagonale dy, ..., d,. O
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Beispiel 7.36. Sei 4 := (}9) € Q**% und (dy,ds) = (0,3). Wir setzen by := (1,1) und by := Aby =
(1,2). Sei E die Standardbasis von Q* und B := {b1,bs}. Fiir S := gpAp = (11) gilt

e (0 2
S AS—(l 3)
nach [Folgerung 7.27}

7.3 Dualraume

Definition 7.37. Fiir einen K-Vektorraum V nennt man V* := Hom(V, K) den Dualraum von V.
Seine Elemente nennt man (lineare) Funktionale.

Lemma 7.38. Sei by,...,b, eine Basis von V. Fir i = 1,...,n sei by € V* mit bf(b;) = 6;; fir
j=1,...,n. Dann st by, ..., b},

v eine Basis von V*.

Beweis. Seien Ai,..., A, € K mit f:= \bj + ...+ A0}, =0. Firi =1,...,n gilt 0 = f(b;) = \i.
Daher sind b7, ..., b}, linear unabhéngig. Die Behauptung folgt aus dim V* = dim V' (Satz 7.18). O

Beispiel 7.39. Ist ej,...,e, die Standardbasis von V = K", so sind ej,...,e; die Projektionen,
d.h.ef(vy,...,vp) =0 fiiri=1,...,n.
Bemerkung 7.40.

(a) In der Situation von |Lemma 7.38 nennt man b7, ...,b} die zu by, ..., b, duale Basis.
(b) Fiir unendlich-dimensionale Réaume V' ist V* 22 V| denn V* ist ,,grofer als V' (ohne Beweis).

(¢c) Nach (dem Beweis von) existiert ein Isomorphismus V' — V*, der eine Basis auf die
entsprechende duale Basis abbildet. Allerdings gibt es keinen kanonischen Isomorphismus, der
nicht von einer Basiswahl abhéngt (vgl. . Der néchste Satz zeigt, dass die Situation
zwischen V und dem Bidualraum V** := (V*)* besser ist.

Satz 7.41. Firv eV sei F,: V** — K, f+— f(v). Dann ist F: V — V** v F, ein kanonischer
Isomorphismus.

Beweis. Fir fi, fo € VF und A € K ist
Ey(AMfi+ f2) = Afi + f2)(0) = Mi(v) + fa(v) = AR (f1) + Fuo(f2),
d.h. F, e V**. Fiir v,w € V gilt

FAv—O—w(f):f(Av'i_w):/\f(v)+f(w):AFv(f)"i_Fw(f):()‘Fv+Fw)(f)a

d.h. F ist linear. Sei nun £, = 0. Im Fall v # 0 kann man v zu einer Basis von V fortsetzen. Fiir die
duale Basis wire dann 0 = F,(v*) = v*(v) = 1. Dieser Widerspruch zeigt Ker(F') = {0}, d.h. F' ist
injektiv. Wegen dim V** = dim V* = dim V < oo muss F' auch surjektiv sein. Ul
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Definition 7.42. Fir U <V und W < V* gei

UY:={feVv*: fU)={0}} CV*
Wo:={veV:VfeW: f(v)=0} CV.

Wir nennen U° (bzw. Wy) das duale Komplement von U (bzw. W).

Lemma 7.43.
(a) FirU <V ist U° <V* mit dimV = dim U + dim U°.
(b) FirU <V*ist Uy <V mit dimV = dim U + dim Uy.

(c) Die Abbildungen U + U° und U + Uy sind zueinander invers.

(d) Fir UW <V gilt |(U+ W) =U"nW°| und | (UNW)? =U" + WO.

(¢) Fiir U,W < V* gilt| (U +W)o = Uy N W | und | (U0 W)g = Up + Wo.

(f) Es gilt V=UaW « V*=U"a WO,

Beweis.

(a) Die Einschrinkung F': V* — U*, f = fiiy ist ein Homomorphismus mit Kern U < V*. Da
man jedes Funktional in U* nach V* fortsetzen kann (Basisergidnzung), ist F' surjektiv. Aus dem
Homomorphiesatz folgt dim V = dim V* = dim U° 4 dim U* = dim U° 4 dim U.

(b) Die Konstruktion aus @ liefert zunichst UY = {f € V** : f(U) = {0}} < V** mit dimV =
dim U + dim U°. Fiir den Isomorphismus F': V — V** v F, aus [Satz 7.41| gilt

veUy = F,(U)={0} — F,cU"
Also ist Uy = F~1(U°) < V mit dim Uy = dim U°.
(c) Nach Definition ist U < (U%)p und U < (Up)®. Aus Dimensionsgriinden gilt Gleichheit.

(d) Esgilt f € (U+W)? «— f(U) ={0} = f(W) < f e U’NW" Dies zeigt die erste
Gleichung. Aus U N W C U, W folgt U° + W° = (U U W) C (UnNW)°. Nach @ und der
Dimensionsformel gilt

dim(U° + W0 = dim U° + dim W° — dim(U° n WY)
=2dimV — dimU — dim W — dim((U + W)°)
=dimV —dimU — dim W + dim(U + W)
= dimV — dim(U N W) = dim((U N W)").

Also ist (UNW)? =U% + WO,
(e) Nach [(c)] und [(d)] gilt

(U +W)o = ()" + (W)°), = (U N Wp)?) ;= Uo N W,
(UNW)o = ((U)° N (Wo)°), = (Vo + Wo)°), = Uo + W.
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(f) Sei V. =U @ W. Nach|[(d)]ist U' + W' = (U NW)? ={0}° =V* und U N W° = (U + W)° =
= {0}. Also ist V* = U* @ W*. Sei umgekehrt V* = U% @ WO. Aus|(e) . folgt

U+W=U"+ W% =0 "W ={0}o=V

und UNW = (U)o N (W) = (U + W)y = (V*)g = {0}. Dies zeigt V=U @& W. O

Folgerung 7.44. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und 0 < k < n. Dann ¢ibt es eine Bijektion
zwischen der Menge der k-dimensionalen Unterrdume und der Menge der (n — k)-dimensionalen
Unterraume von V.

Beweis. Sei F': V. — V* ein beliebiger [somorphismus. Sei U < V' mit Dimension k. Nach [Lemma 7.43
haben F(U)y <V und F~}(UY) <V die Dimension n — k. Aukerdem gilt

H(F(U))?) = FH(F(U)) =
F(F "U®), = U0 =U.

Daher sind die Abbildungen U + F(U)g und U — F~1(U°) zueinander inverse Bijektionen zwischen
der Menge der k-dimensionalen Unterrdume und der Menge der (n — k)-dimensionalen Unterrdume von
V. -

Satz 7.45. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber einem Kérper K mit ¢ < oo Elementen. Fir
1<k <n besitzt V genau
(" ="' =1...(¢" ™ -1)
(¢" = D(¢* 1 -1)...(¢—1)

Unterraume der Dimension k.

Beweis. Jeder k-dimensionale Unterraum U < V' wird durch ein k-Tupel linear unabhangiger Vektoren
(v1,...,v) aufgespannt. Fiir v; € V' \ {0} hat man |V| —1 = ¢" — 1 Moglichkeiten. Wegen der linearen
Unabhéngigkeit darf ve nicht in (v1) = K liegen. Daher gibt es ¢ — ¢ Moglichkeiten fiir vg € V'\ (v1).
Allgemein hat man ¢" — ¢'~! Méglichkeiten fiir die Wahl von v; € V' \ (vq,...,v;_1). Insgesamt gibt

D(n, k) := (¢" —1)(¢" — q) ... (¢" — ¢"1) linear unabhiingige k-Tupel (v1,...,v;) in V. Allerdings
spannen viele davon den gleichen Raum auf.

Das gleiche Argument mit U anstelle von V liefert genau D(k, k) = (¢* — 1)(¢* — q)...(¢" — ¢* 1)

linear unabhéngige k-Tupel in U. Also spannen genau D(k, k) der k-Tupel in V' den gleichen Unterraum
auf. Die Anzahl der k-dimensionalen Unterrdume ist daher DE" k; Die Behauptung folgt, indem man

alle Faktoren ¢ kiirzt. O

Bemerkung 7.46. Auf den ersten Blick ist nicht klar, warum die in [Satz 7.45| angegebene Formel
iiberhaupt eine ganze Zahl ist. Wir haben also eine kombinatorische Aussage mit Hilfe der linearen
Algebra bewiesen. Wegen

(@ -1 (@ -1 (@ -DE" 1) (¢ 1)

@ -D@ -1 (g=1) (@ F-D@ T -1)...(q-1)

erhilt man in diesem Spezialfall.
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Beispiel 7.47. Die Anzahl der 2-dimensionalen Unterriume von F} ist

(2°-1)(2*—=1) 31-15

@-ne-1 8

Definition 7.48. Seien V, W Vektorrdume und f € Hom(V, W). Dann heift f*: W* - V* g+ go f
die zu f duale Abbildung.

Satz 7.49. Fir Vektorraume V., W ist Hom(V,W) — Hom(W™* ,V*), f — f* ein Isomorphismus.
Seien B und C Basen von V bzw. W. Seien B* und C* die entsprechenden dualen Basen. Dann gilt

B [lox = clf]s-

Insbesondere ist
(a) f injektiv <= f* surjektiv.

(b) f surjektiv <= f* injektiv.

Bewets. Fiir g1,g0 € W* und A € K gilt
fT Qg1 +92) = (Agr + g2) o f = Agro f) + (920 f) = Af*(91) + f*(g2)
nach [Bemerkung 7.23] Dies zeigt f* € Hom(W*, V*). Fiir f1, fo € Hom(V, W) gilt analog
A1+ 12)"(9) =go (A1 + f2) = Mgo f1) + (g o f2) = (M1 + f2)(9)

Daher ist f — f* linear. Sei B = {b1,...,by} und C' = {c1,...,cx}. Sei f(bi) = >0 ajic; mit
aj; € K. Dann gilt

P = (65 0 0)(by) = (3 auger) = ay = (3 audi ) 1)
k=1 k=1

fir j =1,...,m. Es folgt f*(c¢f) = > p_; aybi fiir i = 1,...,n. Dies zeigt ¢[f]% = (a;;)" = (a;;) =
B+[f*]c=. Nach [Satz 7.18|ist f +— f* ein Isomorphismus.

Mit ergibt sich

[ injektiv <= rk(c[f]p) = m <= rk(p<[f*]c+) =m <= f* surjektiv,
f surjektiv <= rk(¢[f]B) =n < rk(p[f*]cx) =n <= f* injektiv. O]

Bemerkung 7.50. Fiir f € Hom(V, W) und g € Hom(W,U) gilt (go f)* = f* o g*, denn

(go f)(p)=wol(gof)=(pog)of=g"(p)of=[f(g"(p)=(f og")(v)

fiir o € U*. Alternativ kann man die Matrixidentitit (AB)* = BYA" aus benutzen.
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8 Eigenwerte und Eigenvektoren

8.1 Definitionen und Beispiele

Bemerkung 8.1. In diesem Kapitel untersuchen wir Homomorphismen f: V' — V zwischen den
gleichen Réumen. Man spricht dann von Endomorphismen und schreibt End(V') := Hom(V, V). Durch
Wahl einer geeigneten Basis B von V werden wir erreichen, dass p[f]p moglichst einfache Gestalt hatE]

Definition 8.2. Sei V' ein K-Vektorraum und f € End(V). Man nennt A € K einen Figenwert von f,
falls der Figenraum

Ex(f) = {v €V : f(v) = Ao}

nicht der Nullraum ist. Ggf. nennt man dim E)\(f) die geometrische Vielfachheit von \. Die Vektoren
v € E\(f)\ {0} heifen Eigenvektoren zum Eigenwert A.

Bemerkung 8.3.
(a) Firv e V und X € K gilt

fo)=X <= f(v)— X =0 < (f—Aid)(v) =0 < v € Ker(f — Aid).

Daher ist der Eigenraum FE)(f) = Ker(f — Aid) tatséchlich ein Unterraum von V. Nach dem
Homomorphiesatz ist dim(V) — rk(f — Aid) die geometrische Vielfachheit von A.

(b) Sei B eine Basis von V, x := g[v]* € K™*! und A := g[f]p. Dann gilt
f(v)=Xv BB gr=x = (A—Al,)z=0.

Daher ldsst sich Ey(f) durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A — Al,,)z = 0 berechnen.
Wir sprechen dann auch von Eigenwerten, Eigenrdumen und Eigenvektoren von A. Da &hnliche
Matrizen den selben Endomorphismus (bzgl. verschiedener Basen) beschreiben, haben sie die
gleichen Eigenwerte (aber nicht die gleichen Eigenvektoren).

(¢) Aus|Lemma 7.7| und [Bemerkung 7.9 folgt: f € End(V) ist genau dann ein Isomorphismus, wenn 0
kein Eigenwert von f ist.

Beispiel 8.4. Sei f € End(R?) mit
2 11
A=[f]=1 2 1
1 1 2

Zieht man \ = 1 auf der Hauptdiagonale ab, so erhélt man eine Matrix vom Rang 1 mit drei identischen
Zeilen. Offenbar bilden by := (1,0, —1) und by := (0,1, —1) eine Basis von E;(f). Insbesondere hat

Nach Bemerkung 6.20| findet man stets Basen B,C von V, sodass ¢[f]s = diag(1,,0,—,) gilt. Das Produkt solcher

Matrizen lasst sich allerdings nicht sinnvoll interpretieren.
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A = 1 geometrische Vielfachheit 2. Da die Zeilensummen von A konstant sind, ist b3 := (1,1,1) ein
Eigenvektor zum Eigenwert A = 4. Nun ist B := {by, be, b3} eine Basis von R? mit p[f]p = diag(1,1,4).
Damit berechnet man leicht g[f o f o f]p = p[f]} = diag(1,1,4)3 = diag(1,1,64).

8.2 Diagonalisierbarkeit

Definition 8.5. Man nennt f € End(V') diagonalisierbar, falls eine Basis B von V existiert, sodass g[f]n
eine Diagonalmatrix ist. Eine Matrix A € K™*"™ heillt diagonalisierbar, falls A zu einer Diagonalmatrix
ahnlich ist.

Bemerkung 8.6. Offenbar ist f € End(V) genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus
Eigenvektoren von f besitzt. Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn die entsprechende

lineare Abbildung f: K™ — K™*1 z — Az diagonalisierbar ist (Folgerung 7.27)).

Beispiel 8.7.
(a) Die Abbildung aus [Beispiel 8.4]ist diagonalisierbar.
(b) Diagonalmatrizen sind offensichtlich diagonalisierbar.

(c) Sei A:=(9}) € K?*2. Da A— A, fiir A # 0 vollen Rang hat, ist A = 0 der einzige Eigenwert von
A. Wegen Ep(A) = ((1,0)) existiert keine Basis aus Eigenvektoren und A ist nicht diagonalisierbar.

(d) Sei A:=(92) € Q*? und A € Q. Dann ist
-2 2 + 0 2-)\2
A_M?_<1 —>\> iA N(l —A )

Wegen v/2 ¢ Q (Beispiel 1.11)) ist 2 — A2 # 0. Also besitzt A keinen Eigenwert iiber Q und kann
nicht diagonalisierbar sein. Andererseits ist A als R?*?-Matrix diagonalisierbar (Beispiel 8.13)).

Definition 8.8. Wir haben in [Definition 4.2| die (direkte) Summe U + W (bzw. U & W) von zwei
Unterrdaumen U, W < V eingefiihrt. Fiir Uy, ..., U, <V definiert man induktiv

U+...4U,=U1+...4Up—1)+ U, < V.

Offenbar besteht Uy + ...+ U, aus den Elementen der Form uy + ...+ u, mit u; € U; firi =1,...,n.
Wir nennen die Summe direkt und schreiben Uy & ... Uy, falls Uy + ...+ U1 =U1 P ... U,_1
und (U; + ...+ Up—1) NU,, = {0}. Handlicher ist die folgende Charakterisierung.

Lemma 8.9. Fir Unterriaume Uy, ..., U, eines Vektorraums V sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Ui+..+U,=U18...0U,.
(2) dim(Uy + ...+ Uy,) = dim(Uy) + ... + dim(U,,).
(8) Die Abbildung Uy X ... x Uy — Up+...+ Uy, (u1,...,up) — u1+...+uy, ist ein Isomorphismus.

(4) Jedes Element uw € Uy + ...+ U, ldsst sich eindeutig in der Form u = uy + ...+ u, mit u; € U;
firi=1,...,n schreiben.

(5) Istuy + ...+ up, =0 mit u; € U; firi=1,...,n, so folgt uy = ... =u, = 0.
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Beweis.

| (2)F Fiir n = 1 ist|(2)[ trivial. Induktiv dirfen wir annehmen, dass |[(2)| bereits fiir n — 1 gilt. Aus

dem Dimensionssatz folgt dann

dim(Uy + ...+ Up) =dim(Uy + ... + Up—1) + dim(U,,) = dim(Uy) + . .. + dim(U,,).

| (3); Die gegebene Abbildung ist stets linear und surjektiv. Wegen
dim(Uy ... x Up) D dim(T7) + ... + dim(Uy,) = dim(Uy + x + Uy)

muss sie auch injektiv sein.
| (4)f Ergibt sich aus der Injektivitat von Uy x ... x U, — Uy + ...+ U,.

| (5)r Die beiden Zerlegungen des Nullvektors uj +. .. +u, = 0+...4 0 miissen nach|(4)|identisch
sein, d.h. u; = ... =u, =0.

| (1)} Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Induktiv konnen wir Uy + ...+ Uy, 1 = U1 ® ... ® Uy
annehmen, denn die Voraussetzungﬁbertriigt sichauf Uy,...,U,_1.Seinun v = u1+...+uUp_1 €
(U1 + ...+ Up-1) NU,. Dann ist
O=wu1+...4+Up1—ueli+...+U,

und zeigt u = 0. Also gilt . O
Satz 8.10. Seien A1,..., \r paarweise verschiedene Eigenwerte von f € End(V'). Dann gilt

Ex(f)+...+E\ () =E\x(H®...® E\(f) < V. (8.1)

Insbesondere ist k < dim V.

Beweis. Induktion nach k: Fiir £ = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also £ > 2 und (8.1) fiir £ — 1 bereits
bewiesen. Seien v; € Ej,(f) mit vy + ...+ vy = 0. Dann gilt

OZf(Ul—i—...—f—Uk)—)\k(Ul—i-...—f—Uk) = MU+ .+ AU — AU — . — AUk
= ()\1 — /\k)vl + ...+ ()\k—l — )\k)vk—l S E)q (f) D...PH E)\kfl(f)‘
Aus [Lemma 8.9 folgt (A; — Ag)v; =0 fiiri = 1,...,k — 1. Wegen \; # A\, gilt v1 = ... = vp_1 = 0.
Schlieklich ist auch vy, = v1 + ...+ v = 0. Nun ergibt sich (8.1) aus Die letzte Behauptung
folgt aus dim E)y,(f) > 1 firi =1,...,k. O

Bemerkung 8.11. Merkregel: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.
Folgerung 8.12. Besitzt A € K™*™ genau n verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar.

Beweis. Fir die verschiedenen Eigenwerte A1, ..., A, von A gilt
dim(Ey, (A) @ ... ® B\, (A)) = dim(E), (A)) + ... + dim(Ey,(A)) > n = dim K™

nach [Satz 8.10| Dies zeigt Ey,(A) @ ... ® E\, (A) = K™!. Insbesondere besitzt K"*! eine Basis aus
Eigenvektoren von A. O

64



Beispiel 8.13.

(a) Die Einheitsmatrix zeigt, dass die Umkehrung von [Folgerung 8.12| falsch ist. Wir leiten spéter
eine genaue Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit her (Satz 10.34]).

(b) Die Matrix A := (93) € R**? aus [Beispiel 8.7 besitzt die Eigenwerte +£1/2 und ist daher

diagonalisierbar. Wir zeigen iiber den Umweg der Determinante, dass die Eigenwerte jeder Matrix
Nullstellen von Polynomen mit Koeffizienten in K sind (Satz 10.32]).

Definition 8.14. Man nennt A = (a;;) € K™ eine (obereED Dreiecksmatriz, falls alle Eintrage
unterhalb der Hauptdiagonalen verschwinden, d.h. a;; = 0 fiir alle > j:

A= o
0 *
Gilt zusétzlich a;; = 0 fiir ¢ = 1,...,n, so spricht man von einer strikten (oberen) Dreiecksmatrix.

Beispiel 8.15. Sei A = (a;;) € K™*" eine obere Dreiecksmatrix. Fiir A € {a11,...,ann} hat A — A1,
nicht vollen Rang, denn beim Gauf-Algorithmus tritt ein Versatz der Zeilen auf (Bemerkung 6.20)).
Ist andererseits A ¢ {a11,...,ann}, so sind die Hauptdiagonaleintrage von A — A1,, alle ungleich 0.
Daher hat A — A1,, vollen Rang. Dies zeigt, dass die Eigenwerte von A genau die Eintrage auf der
Hauptdiagonale sind. Insbesondere ist A diagonalisierbar, wenn a1, ..., a,, paarweise verschieden sind.

2 Analog definiert man untere Dreiecksmatrizen.
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9

9.1

Determinanten

Rekursive Definition

Bemerkung 9.1.

(a)

Beispiel 9.2. Sei f: R? — R? mit

Mathematiker versuchen oft komplizierte Objekte (wie f € End(V')) durch einfachere (wie rk(f)
oder tr(f)) zu ersetzen, um wesentliche Informationen sichtbar zu machen. So haben wir in
gesehen, dass rk(f) Riickschluss iiber die Bijektivitéat von f liefert, sofern man dim V'
kennt. Man nennt solche Gréfen Invarianten, wenn sie unter ,natiirlichen Umformungen (wie
Basiswechsel) unveréndert bleiben. Wir definieren in diesem Abschnitt als weitere Invariante
die Determinante det(f). Wir zeigen, dass f genau dann bijektiv ist, wenn det(f) # 0 gilt (im
Gegensatz zu rk(f) héngt diese Kriterium nicht mehr von dim(V') abEI)

In der Mafstheorie versucht man méglichst vielen Mengen S C R™ ein ,Volumen* vol(S) € Rx>q
zuzuordnen. Sei f: R™ — R" linear. Die in |(a)| beschriebene Zahl det(f) misst wie sehr sich das
Volumen durch Anwenden von f verdndert, d. h. es gilt vol(f(S)) = |det(f)| vol(S) sofern vol(S)
definiert ist. Dem n-dimensionalen Hyperwiirfel

—{1:1, cyXp) ER™ IV 0<:L‘z§1}
wird das Volumen vol(H) = 1 zugewiesen. Daraus folgt

|det(f)| = vol(f(H)).

Das Vorzeichen von det(f) beschreibt, ob f orientierungserhaltend (Beispiel: Drehung) oder
orientierungsumkehrend (Beispiel: Spiegelung) ist. Mehr dazu in [Beispiel 11.22]

= f(e (a,0) und w := f(ez) = (¢,d), d-h. [f] = (§ q)-

v 1) =
Das Bild des (roten) Quadrats H = {(x,y) € R?: 0 < 2,y < 1} ist das von den Vektoren v und w
aufgespannte (blaue) Parallelogramm f(H):

Die Flache von f(H) ist

vol(f(H)) = (a+¢)(b+d) — 2bc — ab — c¢d = ad — be.

Die Fldche ist genau dann 0, wenn v und w auf einer Geraden liegen, also linear abhéngig sind. Dies ist
aquivalent zu rk(f) < 1.

'Aus dem realen Leben: Wenn Sie Probleme haben sich das Alter einer Person zu merken, merken Sie sich stattdessen
das Geburtsjahr, denn diese Invariante &ndert sich nicht jedes Jahr.
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Definition 9.3. Sei A = (a;5) € K™*" und 1 < s,¢t < n. Durch Streichen der s-ten Zeile und t-ten
Spalte von A entsteht die Matrix Ay € K™ Dx(=1) Dje Determmant von A ist rekursiv definiert:

ai falls n =1,
det(A) := n )
A Z(_l)erl@il det(A;;) fallsn > 2.
i=1

Beispiel 9.4.

(a) Fiir n = 2 erhalt man

det <Z 2) = adet(Ay;) — bdet(As) = ad — be
(vgl. Beispiel 9.2).

(b) Fiir jede obere Dreiecksmatrix A = (a;;) gilt det(A) = ai1...any,. Dies ist klar fir n = 1. Sei
induktiv die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Da A1; auch eine obere Dreiecksmatrix ist,
folgt

n
det(A) = Z(—l)”‘laﬂ det(Aﬂ) = a1l det(An) = a11a22 ...0anpn-
i=1
Da man mit dem Gaufs-Algorithmus jede Matrix in eine obere Dreiecksmatrix iiberfiihren kann,
untersuchen wir wie sich die Determinante bei elementaren Zeilenoperationen veréndert.

Lemma 9.5. Die Abbildung det: K™*"™ — K ist linear in jeder Zeile, d. h. fir ai,...,a,,b € K™,
AeK undl <k<n gilt

al aq aq
det | dap +b | =Adet | a | +det | b

an an an

Beweis. Sei a; = (a;1,...,ain) und b = (by,...,b,). Fir ¢ € K™ sei M(c) die Matrix mit Zeilen
A1y Qf—1,CyQkt1,--.,0n. Flirn =1ist kK =1 und

det(M(Xa1 + b)) = Aay1 + b1 = Adet(M(ay)) + det(M (b))

wie behauptet. Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Streichen der k-ten Zeile
ergibt
M()\ak + b)kl = M(ak)kl = M(b)kl

Es folgt
det (M (Aag + b)) = (=1)F (Aagy + b1) det (M (Aay, + b)g1) + Y _(—1)" a1 det (M (Aag + b)ir)
ik
= A(=1)""tag; det(M (ag)p1) + (=15 by det (M (b))

2In manchen Biichern schreibt man |A| anstelle von det(A). Das kann aber mit einer Matrixnorm verwechselt werden.
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+ Z i1 (A det(M (ag)ir) + det(M(b)i1))

i#£k
= A (1) ag det(M(ag)i) + (1) by det (M (b)rr) + Y _(—1)Faz det(M (b))
i= i#k
= Adet(M (ax)) + det(M(b)). O

Satz 9.6. Fir A € K™*" gilt:
(a) Durch Multiplikation einer Zeile von A mit X € K wird auch det(A) mit A multipliziert.
(b) Vertauschen von zwei Zeilen von A dndert das Vorzeichen von det(A).

(c) Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile von A dndert det(A) nicht.

Beweis.

(a) Setzt man zundchst A = 1 und b = 0 in [Lemma 9.5 so sieht man, dass die Determinante
verschwindet, wenn A eine Nullzeile besitzt. Die Behauptung folgt nun, indem man A beliebig

und b = 0 in [Cemma 9.5 wahlt.

(b) Hier ist n > 2. Seien ay,...,a, die Zeilen von A und s < t. Vertauschen von as und a; liefert die
Matrix A’. Fir n = 2 ist (s,t) = (1,2) und

a a
det(A’) = det <ai ai;) = 91012 — A2201] = —(a11a22 — a12a21) = — det(A)

nach [Beispiel 9.4} Sei nun die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Fiir s # i # ¢ entsteht A},
durch Zeilentausch aus A;1. Also ist det(A};) = —det(A;1). Andererseits entsteht A, aus Ay
durch die Vertauschungen as > asy1 > @sy2 > ... <> ay—1:

a Qst1 :
as—|—1
Ag42 . ,
An=| ~| ~o g | = Al
at—1 Qs
at—1 at+1
a+1
at+1

Dies zeigt det(AL;) = (—1)"""1det(A4s). Analog ist det(A};) = (—1)!*"1det(As). Wegen
(—1)t=571 = (=1)5~t=1 ergibt sich

det(A") = (=1)*ay det(AL) 4+ (—1)"Lay det(A};) + Z (=1)"a; det(Al)
i¢{s,t}
= (—1)t(lt1 det(Aﬂ) + (—1)8(151 det(Asl) + Z (—1)iai1 det(A,-l)
ig¢{s,t}

3 (1) ay det(An) = - det(A).

=1
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(c) Wir addieren Aay zu Zeile a; mit k # [ und erhalten

aq
: ak
det | a; + Aag det(A) + Adet |
) a
a, .

Es geniigt also det(A) = 0 zu zeigen, falls A zwei identische Zeilen besitztEI Fir n = 2 gilt

a b

det(A) = det < \

)zab—ba:().

Sei nun n > 3. Nach @ konnen wir annehmen, dass die ersten beiden Zeilen von A identisch
sind. Dann hat A;; fiir ¢ > 3 ebenfalls zwei identische Zeilen. Mit Induktion nach n folgt

n

det(A) = Z(—l)i+1ai1 det(Ail) =al det(All) — a2 det(Agl) =0. [l
i=1
Beispiel 9.7.
-4 =2 =2\ |:(-2) 2 11 -3 -4 2 1 1
det | 6 3 2 =-2det |6 3 2 ]+ =-2det |0 0 -1 j

8 7 6 8 7 6 + 0 3 2

2 1 -
=2det [0 3 2 12

00 -1

Bemerkung 9.8. Fir A € K"*" und A\ € K gilt ’det(/\A) = A\"det(A),

mit A multipliziert.

Lemma 9.9. Sei A = (Al A2

gilt det(A) = det(A;) det(As).

> e Ktm)x(ntm) ypir A; € K™ Ay € K™ ynd A3 € K™ ™. Dann

Beweis. Fithrt man den Gauk-Algorithmus an A durch, so wird zuerst A; und dann As in eine obere
Dreiecksmatrix umgeformt. Am Ende ist auch A eine obere Dreiecksmatrix und die Behauptung

folgt.

9.2 Eigenschaften

Satz 9.10. Fir A € K™ gilt

A invertierbar <= rk(A) =n

3Fiir K = Q folgt dies sofort aus (b)} aber nicht fiir K = F».
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Beweis. Die erste Aquivalenz stammt aus [Lemma 5.15, Da die Zeilenstufenform A eine obere Dreiecks-
matrix ist, gilt

-~

det(A) £0 EL det(A) £0 EL =1, + 1k(A4) = 1k(A) = n. O

Satz 9.11 (Determinantensatz). Fir A, B € K™*" gz’lt‘det(AB) = det(A) det(B).‘

Beweis. Ist det(A) = 0, so folgt rk(AB) < rk(A4) < n aus [Lemma 5.15| Dann ist auch det(AB) = 0
nach [Satz 9.10, Wir kénnen also A € GL(n, K) annehmen. Nach [Folgerung 6.18|ist A ein Produkt

von Elementarmatrizen, sagen wir A = Ay ... Ag. Sei M € K™ " beliebig. Fiir die drei Arten von
elementaren Zeilenoperationen gilt jeweils

Adet(M)
det(A;M) = ¢ —det(M) » = det(A4;1,,) det(M) = det(A;) det(M)
det(M)
nach Insgesamt folgt
det(AB) = det(A1 - AkB) = det(Al) det(AQ - AkB) =...= det(Al) - det(Ak) det(B)
=...=det(Ay)det(As... Ag)det(B) = det(A) det(B). O

Folgerung 9.12.

(a) Fiir A€ K™ gilt |det(A") = det(A).

(b) Fiir A € GL(n, K) gilt |det(A™") = det(A)™!.

(c) Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante.

Bewezs.

(a) Wegen rk(A) = rk(A?) kénnen wir annehmen, dass A invertierbar ist (anderenfalls ist det(A4) =
0 = det(A")). Wieder ist A ein Produkt von Elementarmatrizen A = A; ... Ay. Fiir die ersten
beiden Zeilenoperationen gilt AY = A;. Fiir die dritte Zeilenoperation ist det(4;) = 1 = det(A}).
Dies zeigt

det(A%) 2 det(AL ... AY) = det(AL) ... det(AL) = det(Ay) ... det(A;)
=det(Ay)...det(Ar) = det(A; ... Ag) = det(A).
(b) Die Behauptung folgt aus det(A) det(A™!) = det(AA™1) = det(1,,) = 1.
(¢) Fir A e K™ und S € GL(n, K) gilt

det(SAS™!) = det(S) det(A) det(S™!) = det(S) det(S) ™! det(A) = det(A). O

Definition 9.13. Nach dem Determinantensatz und bilden die Matrizen mit Determi-
nante 1 eine Untergruppe SL(n, K) < GL(n, K). Man nennt SL(n, K) die spezielle lineare Gruppe vom
Grad n tber K. Es gilt SL(n,F2) = GL(n, Fa).

Bemerkung 9.14. Wegen det(A') = det(A) darf man bei der Berechnung von det(A) auch elementare
Spaltenoperationen benutzen.
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Definition 9.15. Sei B eine Basis des K-Vektorraums V. Fiir f € End(V') definieren wir die Determi-
nante von f durch det(f) := det(p[f]s). Nach [Folgerung 7.27 und [Folgerung 9.12| héngt det(f) nicht
von der Wahl von B ab.

9.3 Laplace-Entwicklung

Satz 9.16 (LAPLACE-Entwicklung). Sein >2 und A € K™". Firl <k <mn gilt

n n

det(A) = (=) Fay det(Aix) = (—1)"Fay; det(Ay,).
i=1 =1

Beweis. Seien aq,...,a, die Spalten von A. Nach [Bemerkung 9.14] gilt

det(~-- ap—1 Qk ) :—det(~-- ap—o Qi Qk—1 ) =...
= (-DFdet (ar a1 -+ apr ager o) = (—DFY (1) ag, det(Aip).
i=1
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten, indem man det(A*) = det(A) benutzt. O

Bemerkung 9.17. Die Gleichungen in [Satz 9.16| nennt man Entwicklung nach der k-ten Spalte/Zeile.
Die Vorzeichen (—1)"** verteilen sich schachbrettartig:

Beispiel 9.18. Wie die meisten rekursiven Verfahren ist auch die Laplace-Entwicklung in der Regel
ineffizient. Sie eignet sich jedoch fiir sogenannte diinnbesetzte Matrizen, d. h. wenn viele Eintrage 0 sind.
Wir entwickeln zuerst nach der dritten Zeile und anschliefsend nach der zweiten Spalte:

1 -3

2 0
1 20
det -2 0 12 =det | =2 0 2| =—2det 202y _ 2.4=-8
0 0 1 0 5 0 0 -2 0
-2 0 1 0

Bemerkung 9.19. Fiir eine Folge von Zahlen ay, ..., a, € K definiert das Produkt [, a; = a1-...-ap
analog zum Summenzeichen .

Satz 9.20 (VANDERMONDE). Fir x1,...,z, € K nennt man
1z a3 - a2t
A= (7Y = 1 56:2 x% xg:1 e
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VANDERMONDE-Matrix [{| Es gilt
det(4) = [ (z;—=).
1<i<j<n

Insbesondere ist A genau dann invertierbar, wenn x1,...,T, paarweise verschieden sind.

Beweis. Induktion nach n: Im Fall n = 1ist A =1y und [],_;(z; — ;) ist das leere Produkt, welches
man als 1 interpretiert (so wie die leere Summe als 0 interpretiert wird). Sei also n > 2. Wir subtrahieren
das z1-Fache der vorletzten Spalte von der letzten Spalte. Anschliefend subtrahieren wir das x1-Fache
der (n — 2)-ten Spalte von der vorletzten Spalte usw. Dadurch erhélt man die Matrix

1 0 .. ... 0
1 xz9—21 (xa—21)m2 -+ (T2 — :Ul)xg_Q
1 oz —21 (vp—21)70 - (T —21)2 2

mit der selben Determinante (Satz 9.6)). Durch Entwicklung nach der ersten Zeile kann man zur kleineren
Matrix

-2
xg —x1 (2 —x1)T2 -0 (2 —21)TH
-2
Tp—x1 (T —x1)Tn - (Tp —x1)T]
tibergehen. Die Faktoren (xj — x1) konnen fiir £ = 2, ..., n aus der Determinante herausgezogen werden.

Dies ergibt '
det(A) = (z3 — x1) (23 — 1) ... (wn — 1) det (2l ])5L).

Nun folgt die Behauptung mit Induktion. O
Definition 9.21. Fiir A € K™*™ nennt man

~ {11 fallsn =1 c grxn

A= L
(1) det(Aji))Z.J. falls n > 1

die zu A komplementire Matrix[|

1 ~

Satz 9.22. Fiir alle A € K™ gilt| AA = det(A)1, = AA.| Insbesondere ist| A~' = det(A)A’

falls

A e GL(n, K).

Beweis. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Sei also n > 2. Sei By; die Matrix, die aus A entsteht,
indem man die [-te Zeile durch die k-te Zeile ersetzt. Fiir k # [ hat By zwei identische Zeilen und es
folgt det(By;) = 0. Andererseits ist B = A. Sei AA = (¢;5). Entwicklung nach der [-ten Zeile von By,
ergibt

5kl det(A) = det(Bkl) = Z aki(—l)iﬂ det(Ali) = Ckl-
=1

Dies zeigt AA = det(A)1,,. Die Gleichung AA = det(A)1,, zeigt man analog durch Entwicklung nach
einer Spalte. O

4In manchen Biichern betrachtet man die transponierte Matrix.
Sauch Adjunkte genannt; Verwechslungsgefahr mit der adjungierten Matrix A* aus [Satz 13.
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Beispiel 9.23. Fiir jede invertierbare 2 x 2-Matrix A := (% g) erhdlt man

1 - 1 d —=b
—1 _ _
AT = det(A)A_ ad — bc <—c a>‘

Bemerkung 9.24. Die Formel A~! = I t( )A hat fiir ,,groke” n mehr theoretische als praktische

Bedeutung (nutzen Sie zur Berechnung von A~1). Ist beispielsweise A € Z"™*", so ist
auch det(A)A~! = A € Z"*". Insbesondere ist A~! € Z™*" falls det(A) = +1. Aus dem Gauf-
Algorithmus ist diese Beobachtung nicht ersichtlich. Der néchste Satz liefert eine &hnliche Aussage fiir
Gleichungssysteme.

Satz 9.25 (CRAMERsche Regel). Sei A € GL(n,K) und b € K™, Firk = 1,...,n sei Ay die
Matriz, die aus A entsteht, indem man die k-te Spalte durch b ersetzt. Fir die emdeutige Losung
r=(x1,...,2,)" des Gleichungssystems Az = b gilt dann zp = Olfst(ﬁk) firk=1,.

Beweis. Wir benutzen [Satz 9.22| und entwickeln A nach der k-ten Spalte:

(det(Ay))y, = (i(—l)”k det(Al-k)bi)k — Ab= AAz = det(A)z = (det(A)ay)p. O

9.4 Die Leibniz-Formel

Bemerkung 9.26. Fiihrt man die Laplace-Entwicklung fiir n x n-Matrizen bis auf 1 x 1-Matrizen
zuriick, so erhélt man die Determinante als Summe von n(n—1)-...-2-1 = n! Termen. Wir bestimmen
diese Terme explizit.

Definition 9.27. Sei n € Nund N := {1,...,n}. Eine Bijektion der Form N — N heifit Permutation
von N. Die Menge der Permutationen von N wird mit .5,, bezeichnet.

Bemerkung 9.28.

(a) Analog zu GL(V) ist auch S,, eine Gruppe bzgl. Komposition von Abbildungen. Wir werden daher
das Kompositionszeichen o oft einsparen. Man nennt S, die symmetrische Gruppe von Grad n.

(b) Sei o € S,. Fiir die Wahl von o(1) € {1,...,n} gibt es n Moglichkeiten. Da o injektiv ist, gilt
0(2) # o(1). Fiir die Wahl von o(2) verbleiben also noch n — 1 Méglichkeiten usw. Insgesamt hat
man n! Moglichkeiten eine Permutation zu definieren, d. h. |S,| = nl.

Beispiel 9.29.

(a) Fir £ > 2 nennt man o € S, einen (k-)Zyklus (oder Zyklus der Léinge k), falls paarweise

verschiedene 1 < aq,...,a;r < n existieren, sodass
a;rq falls z = a; mit 7 < k, U/ \O‘
o(x) =< aq falls x = ay, aq

€T sonst. o \\ j o
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Man schreibt dann o = (a1, ..., a;). Diese Schreibweise ist eindeutig bis auf ,Rotation®, d. h.
o= (ag,...,ax,a1) = ... = (ag,a1,...,a5_1).

Die Komposition von Zyklen geschieht wie bei Abbildungen {iblich von rechts nach links:
(1,3,4,5) 0 (3,4,5) 0 (1,3,2) = (1,5,4)(2, 3).

Auferdem ist (a1,...,ar)" ' = (ag, agp_1,.-.,a1).

(b) Zyklen der Lange 2 heifen Transpositionen. Eine Transposition vertauscht also zwei Elemente und
lasst alle anderen Elemente fest. Jeder k-Zyklus ist eine Komposition von k& — 1 Transpositionen:

(aty...,ar) = (a1,a2)(az,a3) ... (ag_1,ar).
Allerdings gibt es viele Moglichkeiten fiir eine solche Komposition.
(¢) In S3 ist jedes Element ein Zyklus: S3 = {1, (1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)}.
(d) Zyklen o = (a1, ...,ar) und 7 = (by,...,b;) heiken disjunkt, falls

{al,...,ak}ﬂ{bl,...,bl}:Q.

Gegebenenfalls gilt o7 = 70.

Satz 9.30. Jede Permutation o € Sy, ist eine Komposition von paarweise disjunkten Zyklen o = o1 ... 0.
Dabei sind o1, ...,0p bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei o € S,,. Im Fall ¢ = id ist ¢ das leere Produkt von Zyklen. Sei also ¢ # id und
a; :=min{l <i<n:o(i) #i}.

Sei a; := 0"!(ay) fiir i > 2. Wegen n < oo existieren i < j mit a; = a;, d.h. 0/7%(a1) = a;. Daher
existiert
k:=min{l <i<n:o'(a;) =a1}.

Wegen k < j —i sind die Elemente aq,...,a, paarweise verschieden. Also ist o1 := (aq,...,ax) ein
k-Zyklus. Fir p := 001_1 gilt

x falls x € {a1,...,ar},
p(x)z{ { }

o(x) sonst.

Im Fall p =id ist ¢ = o7 und wir sind fertig. Anderenfalls konnen wir das Verfahren mit p anstatt o
wiederholen. Da mit jeder Wiederholung die Anzahl der Fixpunkte von o wéchst, erreicht man nach
endlich vielen Schritten o = 07 ... 0, mit paarweise disjunkten Zyklen o4, ..., 0.

Sei auch ¢ = 71 ... 7 eine Komposition von paarweise disjunkten Zyklen 7, ..., 7;. Dann existiert ein ¢
mit 7 (a1) # a1. Da die Zyklen disjunkt sind, gilt 7;(a1) = o(a1) = o1(a1) = ag, 7i(az) = o1(a2) = as
usw. Also ist 7, = 01 und o9...0k = T1...T—1Tix1-..7. Die Eindeutigkeit der o; folgt nun mit
Induktion nach k. O

Bemerkung 9.31.

(a) Da nach [Beispiel 9.29| jeder Zyklus eine Komposition von Transpositionen ist, ist sogar jede
Permutation eine Komposition von (in Regel nicht disjunkten) Transpositionen.
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(b) Man kann die Schreibweise in disjunkte Zyklen

o= (at,...,as)(br,...,b)...

vollstéandig eindeutig machen, indem man a; = min{ai,...,as} < by = min{by,..., b} < ...
fordert.

Definition 9.32. Fiir ¢ € S,, nennt man

P, = (5&,(]‘))1’7]‘ S ann

die Permutationsmatriz von o. Auferdem heiflt sgn(o) := det(P,) das Signum oder Vorzeichen von o.
Bemerkung 9.33. Die Permutationsmatrix von o entsteht, indem man die Zeilen der Einheitsmatrix
(also die Standardbasis e, ..., e,) gemif o permutiert. Mit dem Gauf-Algorithmus lasst sich diese

Permutation durch endlich viele Zeilenvertauschungen realisieren (das entspricht dem Sortieralgorithmus
Selectionsort). Wegen det(1,) = 1 ist sgn(o) € {1} also tatsdchlich ein ,Vorzeichen®.

Beispiel 9.34. Wir bestimmen die Permutationsmatrix und das Signum fiir die Permutationen in S3:

010 0 01 1 00 0 01 010
P, 13 1 00 010 0 01 1 00 0 01
0 01 100 010 010 100
sgn(o) | 1 -1 —1 -1 1 1
Satz 9.35. Fir o,7 € Sy, gilt Pyor = Py Py und ‘ sgn(o o 1) = sgn(o) sgn(r). ‘
Beweis. Der Eintrag von P, P, an Position (i, j) ist
n
D G0 Okr() = ir(r(1)) = Gifoor) ()
k=1
Dies zeigt die erste Gleichung. Die zweite folgt aus dem Determinantensatz. O

Bemerkung 9.36.

(a) Die Permutationsmatrix einer Transposition ist genau die Elementarmatrix zur Vertauschung von
Zeilen. Insbesondere hat jede Transposition Signum —1. Nach [Satz 9.35| ist das Produkt einer
geraden Anzahl an Transpositionen niemals ein Produkt einer ungeraden Anzahl an Transpositio-
nen.

(b) Nach [Beispiel 9.29| hat jeder k-Zyklus Signum (—1)*~1. Ist o ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen mit Langen 1, ..., so gilt

sgn(a) — (_1)ll+---+lk—k‘.

Zum Beispiel ist
sgn((1,2,5,6)(3,7)(4,9,8)) = (-3 = 1.
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(c) Aus|Satz 9.35| folgt, dass die Permutationen mit Signum 1 eine Untergruppe A,, < S,, bilden. Man

nennt A, die alternierende Gruppe vom Grad n. In gewisser Weise verhilt sich A, zu S, so wie
SL(n, K) zu GL(n, K).

Satz 9.37 (LEiBNIZ-Formel). Fir A = (a;;) € K™" gilt

det(A) = Z Sgn(a)ala(l)a2o(2) <+ Apo(n)-

oESy
Beweis. Die Zeilen aq,...,a, von A lassen sich als Linearkombination der Standardbasis ausdriicken
a; = >y ajjej. Da det in jeder Zeile linear ist (Lemma 9.5), gilt
eil eil
n as n n €y
det(A) = Z 14y det . = Z iy Z a2iy det as | = -
i1=1 . i1=1 ia=1
Gnp,
€41

E Al14q - - - Ani, det

1<i1,00in<n €;

n

Existieren s # t mit i; = 44, so verschwindet die entsprechende Determinante. Man muss also nur iiber

die Tupel (i1,...,4,) mit paarweise verschiedenen Eintrdgen summieren. Jedes solche Tupel beschreibt
eine Permutation o € S,, mit o(j) =4; mit j = 1,...,n. Es folgt

det(A) = Z A1o(1) - - - Onpo(n) det(Py) = Z sgn(0)a1g(1) - - - Ano(n)- d
g€Sy oESy

Folgerung 9.38 (SARRUS-Regel). Fiir 3 x 3-Matrizen gilt

a b c
det |d e f| =aei+bfg+ cdh —gec— hfa — idb.
g h i
Beweis. Man benutze die Leibniz-Formel mit

Bemerkung 9.39.

(a) Man kann sich die Sarrus-Regel mit folgendem Schema merken:

g h @9 h

(b) Achtung: Die Sarrus-Regel gilt nur fiir 3 x 3-Matrizen (fiir 4 x 4-Matrizen braucht man 4! = 24
Summanden).
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(c) Sei A € K™™ mit Eigenwert A. Dann ist F)(A) = Ker(A — A1,,) # {0} und det(A — A\1,) = 0.
Nach der Leibniz-Formel ist det(A — Al,,) ein Polynom in A. Auf diese Weise werden wir alle
Eigenwerte von A berechnen.

Beispiel 9.40. Das folgende Schiebepuzzle besteht aus 15 beweglichen Quadraten und einem leeren
Feld. Ein Quadrat, welches horizontal oder vertikal an das leere Feld grenzt, darf auf dieses geschoben

werden (vgl. Cover):

Sam Loyd bot ein Preisgeld von 1000 $, wem es gelingt die folgende Konfiguration in den Ausgangszustand
zu iiberfithren{d]

Jeder Zug entspricht einer Transposition in Sig. Legt man ein Schachbrettmuster zugrunde, so wandert
das leere Feld bei jedem Zug von schwarz nach weifs oder umgekehrt. Da das leere Feld in Loyds
Konfiguration in der Ausgangsstellung liegt, benoétigt man zur Losung eine gerade Anzahl an Ziigen.
Andererseits unterscheidet sich Loyds Konfiguration nur um eine Transposition vom Ausgangszustand.
Nach [Bemerkung 9.36]ist diese Konfiguration also unlésbar und Loyd musste das Preisgeld nie auszahlen.

Ssiche [D. Slocum und J. Sonneveld, The 15 puzzle, The Slocum Puzzle Foundation, Beverly Hills, 2006]
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Aufgaben

Aufgabe 1. Welche der folgenden Aussagen sind im Jahr 2025 wahr?
(a) Es gibt einen Monat mit 28 Tagen.
(b) Es gibt einen Monat mit genau 28 Tagen.
(c) Es gibt genau einen Monat mit 28 Tagen.
)

(d) Es gibt genau einen Monat mit genau 28 Tagen.

Aufgabe 2. Seien 1 < a < b < 9 natiirliche Zahlen. Der Logiker (S)iegfried kennt nur die Summe a + b,
wéhrend sein Kollege (P)etrus nur das Produkt ab kennt. Die beiden fiihren folgenden Dialog:

. ,JJch kenne a und b nicht.“ P: ,Ich kenne a und b nicht.*
. ,Ich kenne a und b nicht.“ P:  Ich kenne a und b nicht.“
. ,JJch kenne a und b nicht.“ P: ,Ich kenne a und b nicht.*
: ,Ich kenne @ und b nicht.“ P: Ich kenne a und b nicht.“
., Ich kenne a und b nicht.“ P:,Jetzt kenne ich a und b!“

w2 W

Bestimmen Sie daraus a und b.

Aufgabe 3. Fiir endliche Mengen A und B gilt |AU B| = |A| +|B| — |AN B| nach |Lemma 1.12| Finden
und beweisen Sie eine analoge Gleichung fiir drei endliche Mengen.

Aufgabe 4. Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion: Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist

n2.

Aufgabe 5. Beweisen Sie, dass N x N abzéhlbar ist.

Aufgabe 6. Konstruieren Sie Relationen mit folgenden Eigenschaften:
(a) reflexiv, aber weder symmetrisch noch transitiv.
(b) symmetrisch, aber weder reflexiv noch transitiv.

(c) transitiv, aber weder reflexiv noch symmetrisch.
Aufgabe 7. Sei U := {22+ 1: 2z € Z} U{0}. Untersuchen Sie, ob (U, +) eine Gruppe ist.

Aufgabe 8. Seien (G, x) und (H,o) Gruppen. Zeigen Sie, dass G x H mit der Verkniipfung

(g1, h1) - (g2, h2) :== (g1 * g2, h1 0 h2)

zu einer Gruppe wird.
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Aufgabe 9. Konstruieren Sie einen Koérper mit drei Elementen.
Hinweis: Was ist 1+ 17

Aufgabe 10. Zeigen Sie:

(a) Eine nichtleere Teilmenge H einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn z,y € H =
vy~ € H gilt.

(b) Eine nichtleere Teilmenge U eines K-Vektorraums V' genau dann ein Unterraum ist, wenn fiir
alle u,v € U und A € K gilt: A\u +v € U.

Aufgabe 11. (DEDEKIND-Identitdt) Seien X,Y,Z Unterrdume eines Vektorraums V mit X C Z.
Zeigen Sie: (X +Y)NZ =X+ (Y NZ).
Aufgabe 12. Sei V ein Vektorraum, S CV und U, W < V. Zeigen Sie:

(a) (S) ist der Durchschnitt aller Unterrdume von V', die S enthalten.

(b)y U+ W =(UUW).

(c) UUW LV << UUW e{U, W}

Aufgabe 13. Seien u, v, w Vektoren eines Vektorraums V. Beweisen oder widerlegen Sie: Genau dann
ist {u,v, w} linear unabhéngig, wenn {u, v}, {u,w} und {v, w} linear unabhéngig sind.

Aufgabe 14. Offenbar ist R ein Q-Vektorraum, in dem die Skalarmultiplikation mit der iiblichen
Multiplikation in R tibereinstimmt (dies miissen Sie nicht priifen). Zeigen Sie:

(a) 1 und /2 sind linear unabhiingig iiber Q.

(b) Q(v2) := (1,v/2) = Q + Qv/2 ist ein Korper mit den gleichen Verkniipfungen wie in R.
Aufgabe 15. Seien A € K™™ B € K™% und C € K**!. Zur Berechnung von ABC kann man
entweder (AB)C oder A(BC') wahlen. Bestimmen Sie fiir beide Klammerungen die Anzahl der benétigten
Multiplikationen von Elementen in K (in Abhéngigkeit von n,m, k, ). Welche Variante ist zu bevorzugen,
Wenn%+%<%—|—%?

Aufgabe 16. Zeigen Sie:

(a) Das Vertauschen von zwei Zeilen einer Matrix lédsst sich durch die beiden anderen elementaren
Zeilenoperationen realisieren.

(b) Jede n x n-Matrix ist ein Produkt von Matrizen der Form 1,, + AE;; mit \€e Kund 1 <4,j<n
(der Fall ¢ = j ist zugelassen).

Aufgabe 17. Sein=n1+...4+ng und Aq,..., \x € K paarweise verschieden. Sei
A= diag(Mlp,, ..., \ely,) € K™

und B € K™*", Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist AB = BA, wenn B; € K"*" fiir 4 = 1,...,k mit B = diag(By,...,By)

existieren.
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(b) Genau dann ist AB = BA fiir alle B € K™, wenn A eine Skalarmatrix ist (d.h. £ = 1).

Aufgabe 18. Seien A € Q"™ C R™™ und b € Q™*! C R"*!. Begriinden Sie:
(a) Der Rang von A tiber Q ist der Rang von A tiber R.
(b) Ist A iiber R invertierbar, so auch tiber Q.

(c) Besitzt das Gleichungssystem Ax = b eine Losung in R™*! so existiert auch eine Losung in
mel.

(d) Geben Sie ein Beispiel, in dem die Losungsmengen von Az = b iiber Q und R unterschiedlich sind.

Aufgabe 19. Seien U,V,W Vektorrdume und f: U — V, g: V — W und h: W — X lineare
Abbildungen.

(a) Zeigen Sie rk(g o f) +rk(h o g) <r1k(g) +rk(hogo f) (FROBENIUS-Ungleichung).
Hinweis: Fiir g(V) = g(f(U)) @Y gilt h(g(V)) = h(g(f(U))) + h(Y).

(b) Folgern Sie [Lemma 5.1(a)] aus Teil [(a)]
(c) Zeigen Sie 1k(A) +1k(B) < rk(AB) +n fir A € K™*" und B € K™** (SYtvESTER-Ungleichung).

Aufgabe 20. Sei K ein Korper und n € N. Zeigen Sie:

(a) Die Summe und das Produkt von (strikten) oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen in K™*"

sind wieder (strikte) obere (bzw. untere) Dreiecksmatrizen (Definition 8.14)).

(b) Die oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen bilden einen Unterraum U von K™*™. Berechnen Sie
dimU.

(c) Die Menge der invertierbaren oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen in K™*" ist eine Untergruppe

von GL(n, K).

Aufgabe 21. Sei V ein K-Vektorraum. Fiir ¢ € GL(V) und v € V sei fu,: V =V, w = p(w) +v.
Die Abbildungen der Form fiq, , nennt man Translationen. Zeigen Sie:

(a)
AFE(V) = {fp0: 9 € GL(V),v € V} C Abb(V, V)

ist eine Gruppe bzgl. Komposition von Abbildungen. Handelt es sich um eine Untergruppe von
GL(V)?

(b) Die Translationen bilden eine Untergruppe von Aff(V).
Bemerkung: Man nennt Aff(V') die affine Gruppe von V.

Aufgabe 22. Sei A € GL(n, K). Zeigen Sie, dass man die Matrix ({}) € K***" durch elementare

A
1n
Spaltenoperationen in die Form (1]5) iiberfithren kann. Dabei ist B = A1,

Aufgabe 23. Seien V, W Vektorraume und f € Hom(V, W). Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist f injektiv, wenn ein g € Hom(W, V) mit g o f = idy existiert.

(b) Genau dann ist f surjektiv, wenn ein g € Hom(W, V) mit f o g = idy existiert.
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(c¢) Sind die Abbildungen g jeweils eindeutig bestimmt?

Aufgabe 24. Sei A € K ein Eigenwert von A € K™*" und k € N. Zeigen Sie, dass A\* ein Eigenwert von
AF ist. Gilt auch die Umkehrung? Zeigen Sie, dass A~! ein Eigenwert von A~! ist, falls A invertierbar
ist.

Aufgabe 25. Sei A € K™ " diagonalisierbar. Zeigen Sie, dass auch A' diagonalisierbar ist mit den
gleichen Eigenwerten. Stimmen auch die Eigenrdume iiberein?

Aufgabe 26. Seien a,b € K und

a b b
A= b ek
b -+ b a

Zeigen Sie:
det(A) = (a —b)" La+ (n—1)b).

Hinweis: Eigenwerte.
Aufgabe 27. Ist das Schiebepuzzle auf dem Cover l6sbar?

Aufgabe 28. Transpositionen der Form (a,a + 1) € S,, nennt man Basistransposition. Zeigen Sie, dass
jede Permutation ein Produkt von Basistranspositionen ist.
Bemerkung: Dies ist die Grundlage von Bubblesort.

Aufgabe 29. Zeigen Sie |A,| = %' fiir n > 2.
Hinweis: Wenden Sie die Leibniz-Formel auf die Matrix (1)7;_; € Q"*" an.

Aufgabe 30. Seien 0,7 € S, mit sgn(o) # sgn(7). Zeigen Sie det(P, + P;) = 0.
Hinweis: P, + P, = Py(P;' + P~YHYP,.

Aufgabe 31. Sei 0 € S,,. Zeigen Sie

Sgn(a) — H U(]) _O-(/L)

i
1<i<j<n

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst Transpositionen o.
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10 Polynome

10.1 Der Vektorraum der Polynome

Bemerkung 10.1. In [Bemerkung 9.39 haben wir angedeutet, dass die Eigenwerte einer Matrix A
Losungen gewisser (nicht-linearer) Polynomgleichungen sind. Wir definieren in dem Kapitel Polynome
mit Koeffizienten in einem beliebigen Koérper und untersuchen deren Nullstellen. Daraus leiten wir ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus ab.

Definition 10.2. Ein (formales) Polynom iiber einem Koérper K in der Variablen X ist eine Summe

der Form

d
a:Zaka:ao+a1X+...+adXd
k=0

mit Koeffizienten ag,...,aq € KE]
e Man nennt ag das Absolutglied von .

e Sofern nicht alle Koeffizienten 0 sind, nennt man
deg(a) := max{d € Ny : ag # 0}
den Grad von « und agq den fiihrenden Koefﬁzientenﬂ Im Fall ag = 1 heifst o normiert.

e Fiir das Nullpolynom (alle Koeffizienten sind 0) setzt man deg(0) := —oo.

e Die Menge aller Polynome iiber K wird mit K|[X]| bezeichnet.

Bemerkung 10.3.

(a) Kennt man den Grad von o € K[X] nicht, so schreibt man a = Y 32, ap X* =Y ax X* unter der
Annahme, dass nur endlich viele Koeffizienten ungleich 0 sind.

(b) Polynome werden als gleich angesehen, wenn sie die gleichen Koeffizienten haben, d. h.

Zaka - Zka’“ <= Vk € Np:a = by
k=0 k=0

(c) Die Korperelemente A € K werden mit den konstanten Polynomen AX° € K[X] identifiziert. Dies
sind genau die Polynome vom Grad < 0. Insbesondere gilt 0,1 € K C K[X].

Beispiel 10.4. Das Polynom a = X? — 3X + 1 € Q[X] ist normiert vom Grad 2 mit Absolutglied 1.

!Formal: Ein Polynom ist eine Abbildung Nog — K, k — aj mit [{k € No : ax # 0}| < 0.
2auch Leitkoeffizient genannt
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Satz 10.5. Mit den Verkniipfungen

> apXF 4> b XP = (g + br) XF,
A Z ap Xk = Z()\ak)Xk

wird K[X] ein unendlich-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis 1, X, X2, .. ..

Beweis. Seien a = > ap X* und 8 = 3 b, X* mit d := deg(a) > deg(B). Man kann (ay, ..., aq) und
(bo, - ..,bg) als Vektoren in K*! ansehen. Die Verkniipfungen in K[X] entsprechen genau denen in
K1, Daher erfiillt K[X] die Vektorraumaxiome. Nach Definition ist jedes Polynom eine endliche Li-
nearkombination von 1, X, X2,..., d.h. K[X] = (1, X, X2,...). Aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten
(Bemerkung 10.3) folgt die lineare Unabhingigkeit von {1, X, X2 ...}. O

Bemerkung 10.6.

(a) Fiir o, 8 € K[X] und A € K gilt offenbar deg(a + 8) < max{deg(«),deg(f)} und deg(Aa) <
deg(a). Daher bilden die Polynome vom Grad kleiner d einen d-dimensionalen Unterraum mit
Basis 1, X,..., X% 1.

(b) Sie wissen vermutlich, dass man Polynome auch multiplizieren kann, z. B.
(2X3 - X2 45X —1)(4X%24+3) =8X° —4X* + (6 4+ 20)X> + (=3 —4)X? + 15X — 3
=8X° —4X* +26X° —7X? + 15X — 3

Dies ldsst sich wie folgt formalisieren.

Satz 10.7. Fiir Polynome o =Y ap X%, B = > b X ist

a-fi= i(i albk_l)Xk

k=0 (=0

ein Polynom vom Grad deg(a) 4 deg(B). Es gelten folgende Rechenregeln:

af = Ba, a(f+7) = af +ay, a(By) = (ab)y.
Beweis. Im Fall o = 0 oder = 0 ist a8 = 0 und deg(af) = —oco = deg(a) + deg(S). Sei also
d := deg(a) > 0 und e := deg(8) > 0. Fir k > d + e ist Zf:o aibi—; = 0 und deg(apf) < d + e. Fiir

k=d+ e ist Ef:o aibi—; = agbe # 0. Dies zeigt deg(af) = d + e. Insbesondere ist af € K[X]. Fir
v =Y cp XF gilt

af = i(zk: albk,l>Xk = i(i blak,l)Xk = Ba

k=0 (=0 k=0 (=0
00 k 00 k oo k
a(f+7) = Z(Z a(br—; + ClH))Xk = Z(Z albkfl)Xk + Z(Z alckfl)Xk =af + ay.
k=0 =0 =0 =0 k=0 =0
Der Koeffizient von X* in a(B7y) ist
ko k-l kool
Zal Z binCh—i—m = Z arbscy = Z(Z ambl—m> Ck—1-
=0 m=0 r,s,tENg =0 m=0
r+s+t==k
Dies ist auch der Koeffizient von X* in (3)y. Also ist a(f7) = (a3)7. O
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Bemerkung 10.8. Im Gegensatz zur Matrizenmultiplikation ist die Multiplikation von Polynomen
kommutativ. Das einzige Korperaxiom, welches K [X] nicht erfiillt, ist die Existenz von Inversen. Zum
Beispiel existiert kein o € K[X] mit X - @ = 1. Dennoch gilt die Kiirzungsregel: a8 = ay = = 7,
falls a # 0. Dies folgt aus

deg(8 — ) < deg(a) + deg(B — ) = deg(a(B — 7)) = deg(0) = —o0.

Man kann in K[X] also wie in Z rechnen.

Satz 10.9 (Division mit Rest). Fir o, € K[X] mit 8 # 0 existieren eindeutig bestimmte Polynome
7,0 € K[X] mit « = By + 9 und degd < deg 5.

Beweis. FEzistenz: Wahle v € K[X], sodass
) ::a—ﬁvzadXd#—ad_le*l +...4+aqp
moglichst kleinen Grad d € No U {—oo} hat. Sei 8 = b. X+ ...+ by und e := deg . Gilt d > e, so ist
agh; 1 X8 = aghs 1 (b X4 4 be 1 XU 4 4 00X ) = ag X+ ...

und es folgt
deg(a — B(vy + agh; ' X*7¢)) = deg(d — agb; ' X°B) < d.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von . Also ist d < e und a = By + 4.
Eindeutigkeit: Sei nun oo = 55 4 6 mit 4,6 € K[X] und degé < e. Nach ist

e+ deg(¥ — ) = deg(B) + deg(7 — ) = deg(B(7 — 7)) = deg( — 8) < max{deg(4),deg(9)} < e.
Es folgt deg(5 —7) = —oo = deg(d — 4). Dies zeigt ¥ = v und 6 = 6. O
Definition 10.10. In der Situation von nennt man § den Rest bei der Division von « durch

B. Im Fall 6 = 0 nennt man f einen Teiler von o und schreibt g | . Ggf. sagt man auch ,,5 teilt o
oder ,,« ist durch 3 teilbar®.

Beispiel 10.11.

(2x3 —X? 45X 4+1):(X%2+3)=2X—-1=:v
—(2x3 +6X)
-X?2 -X +1
—(-Xx? —3)
X +4 =:6

Alsoa=2X3 - X2 +5X +1=(X?2+3)2X —1) - X +4 =y + 6 mit degd = 1 < 2 = deg 3.

Bemerkung 10.12. Die Division durch normierte Polynome vom Grad 1 lasst sich mit dem HORNER-
Schemaﬂ effizient gestalten. Sei dazu a = 4, X"™ + a,—1 X" ' 4+ ... 4+ ag und B = X — b. Wir berechnen

cn =0, c; :=agy1 +bcpyr firk=n—1,...,0 und d := ag + becg:
an, Ap—1 Ap—2 e agp
+ 0 bcn,1 bcn,Q ce bCo

Cn—1 Cp—2 e co d

3auch Ruffinis Regel genannt
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Fiir v := Crn1 X" 4 ..+ ¢ gilt nun
By+d=cp 1 X"+ (cno—ben 1) X" 14 ...+ (co — b)) X —beg +d
=an X"+ an 1 X" 4. +ap = a.

Beispiel 10.13. Fiir a = 2X? — X2 +3X + 1 und 8 = X — 2 erhilt man:

2 -1 3 1
+ 0 4 6 18
2 3 9 19

Dies zeigt a = 3(2X?% +3X +9) + 19.

10.2 Nullstellen
Definition 10.14. Sei o = ZZ:O arX* € K[X]. Man kann ein Element = € K fiir X in « einsetzen:
d
a(r) = Zakmk € K.
k=0
Man nennt x eine Nullstelle von «, falls a(z) = 0.

Lemma 10.15. Fir a,f € K[X] und z € K gilt

(a+B)(x)
(aB)(x)

= o(z) + B(x),
= a(z)B(x).
Beweis. Seien a = > apX* und B8 = 3 bp X*. Dann gilt
(@+B) (@) =D (ar+b)a" =D aa + > bha = a(z) + Bx),

(@B)(@) =) > akbnwa" = D (apz")(bn—ga" ) = ara® Y bt = a(2)plz). O

n=0 k=0 n=0 k=0

Bemerkung 10.16. Merkregel: Es ist egal, ob Sie erst addieren /multiplizieren und danach einsetzen oder
erst einsetzen und danach addieren/multiplizieren. Achtung: Im Allgemeinen ist a(z +y) # a(z) + a(y)
und a(zy) # a(z)a(y) fir a € K[X] und z,y € K.

Satz 10.17 (Interpolation). Seien x1,...,x, € K paarweise verschieden und yi,...,y, € K beliebig.
Dann ezistiert genau ein Polynom o vom Grad < n mit a(x;) = y; firi=1,...,n.

Beweis. Sei a = ag+ a1 X + ...+ a,_1 X" ! Die Bedienung a(x;) = ¥; fiir i = 1,...,n bedeutet:

2 n—1
1 = 2y - x ag U1
1 x9 a:% .. xg_l al Yo
2 -1
1 z, =z xn An_1 Un

Die Koeflizientenmatrix dieses Gleichungssystems ist eine Vandermonde-Matrix. Da die z; paarwei-
se verschieden sind, ist die Matrix nach [Satz 9.20] invertierbar. Also existiert genau eine Losung
(ao,...,an_l). [l
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Bemerkung 10.18. Eine explizite Losung der Interpolationsaufgabe ist durch das LAGRANGE-Polynom

n
X —zj
a=> u]] > e K[X]
— oLy — X
=1 j#i

gegeben (nachrechnen).

Beispiel 10.19.

(a) Fir n =2 und K = R ist [Satz 10.17| die geometrische Aussage, dass zwei verschiedene Punkte im
R? durch genau eine Gerade verbunden sind.

(b) Wir suchen ein Polynom « € R[X]| durch die Punkte (—1,2), (0,1) und (1,3). Der Beweis von
fithrt auf das Gleichungssystem

1 —1 1\ /ag P
1 0 0 ar | =11
1 1 1 as 3

mit der eindeutigen Losung a =1 + %X + %XQ.

Folgerung 10.20.
(a) Jedes Polynom o € K[X] vom Grad d > 0 besitzt hichstens d Nullstellen.
(b) Sei |K| =00 und o, f € K[X] mit a(z) = B(x) fir alle x € K. Dann gilt « = 3.

Beweis.

(a) Angenommen « besitzt paarweise verschiedene Nullstellen 1, ..., 2411 € K. Nach [Satz 10.17| mit
Y1 =...=yq+1 = 0 ist o das einzige Polynom vom Grad < d mit diesen Nullstellen. Andererseits
hat das Nullpolynom auch diese Nullstellen. Also gilt @« = 0 und d = —occ0 im Widerspruch zur
Annahme.

(b) Wegen |K| = oo besitzt o — § unendlich viele Nullstellen. Aus folgt a = B. O

Bemerkung 10.21. Fiir K = R ist jedes Polynom a € R[X] eindeutig durch die (stetige) Funktion
R — R, z — a(x) bestimmt, denn |K| = co. In der Analysis unterscheidet man daher nicht zwischen
Polynom und Funktion. Uber endlichen Koérpern K wiirde man dabei Information verlieren, denn es
gibt nur endlich viele Abbildungen K — K, aber unendlich viele Polynome. Zum Beispiel entsprechen
die Polynome X, X2, ... € Fy[X] alle der Identitit idp,.

Lemma 10.22. Genau dann ist x € K eine Nullstelle von o, wenn (X —z) | a.

Beweis. Division mit Rest liefert 7,0 € K[X] mit o = (X — )y + 0 und degd < deg(X —z) = 1,
d.h. 6§ € K. Nun ist

d=46(z) = (a — (X - x)’y) () " ="a(z) — (x — z)y(z) = ax). O
Definition 10.23. Sei x € K eine Nullstelle von . Man nennt X — x einen Linearfaktor von a. Die

groftte Zahl e € N mit (X — )¢ | @ nennt man die algebraische Vielfachheit der Nullstelle z. Im Fall
e = 1 spricht man von einer einfachen Nullstelle und anderenfalls von einer mehrfachen Nullstelle.



Lemma 10.24. Seien x1,...,x, € K. Dann hat jeder normierte Teiler von (X —x1) ... (X—z,) € K[X]
die Form (X —z,) ... (X —x; ) mit 1 < iy < ... <1, <n.

Beweis. Im Fall n = 1 sind 1 (das leere Produkt mit £ = 0) und X — z; die einzigen normierten
Teiler. Sei also n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Seien «, € K[X] mit
(X —21)...(X —zp) = af. Dann ist a(z,)s(zn) = (af)(zn) = 0, 0.B.d. A. sei a(x,) = 0. Nach
gilt o = (X — x,, )y fiir ein v € K[X]. Nach [Bemerkung 10.8 darf man X — z,, kiirzen
und erhalt (X —z;)... (X — z,—1) = 76. Die Behauptung folgt nun durch Induktion. O

Beispiel 10.25.
(a) Sei @ = X3+ X? —5X + 3 € R[X]. Eine Nullstelle z € R ist eine Losung der Gleichung
2?4+ 2?52 +3=0.

Auch wenn es Losungsformeln fiir solche Gleichungen (dritten und vierten GradesEI) gibt, sind diese
in der Praxis aufwendig. Wir werden unsere Beispiele (und Ubungsaufgaben) daher so wihlen,
dass man ,kleine ganzzahlige Nullstellen erraten kann. Angenommen es gibt eine Nullstelle x € Z.
Wegen x(x? +x — 5) = —3 ist = ein Teiler von 3, d. h. € {£1, +3}. Man priift leicht, dass z1 = 1
tatsichlich eine Nullstelle ist (13 4+ 12 — 5.1+ 3 = 0). Polynomdivision (zum Beispiel mit dem
Horner-Schema) ergibt

(X34+X?2-5X+3):(X-1)=X2+2X-3=1.

Fiir jede Nullstelle y € R von ~ gilt nun a(y) = (y — 1)y(y) = 0, d. h. y ist auch eine Nullstelle von
a. Mit der p-g-Formel %(—p + +/p? — 4q) fiir quadratische Gleichungen erhélt man die Nullstellen
von 7:

Ty = %(—2+\/4+12) =1, 3= %(—2—\/4+12) =-3.

Daher ist 7 = x93 = 1 eine Nullstelle von a mit algebraischer Vielfachheit 2 (eine doppelte
Nullstelle). Aukerdem zerféllt o in Linearfaktoren o = (X — 1)3(X + 3).

(b) Offensichtlich ist «(0) das Absolutglied von o € K[X]. Also ist x = 0 genau dann eine Nullstelle
von «, wenn das Absolutglied von « verschwindet.

(c) Bekanntlich besitzt X2 + 1 € R[X] keine Nullstelle. Wir konstruieren spiter einen ,groferen
Korper, tiber dem auch dieses Polynom in Linearfaktoren zerféllt (Lemma 11.27)).

(d) Das Polynom X2 + X + 1 € Fo[X] hat keine Nullstelle in Fy, denn es kommen nur 0 und 1 in
Frage.

10.3 Charakteristische Polynome

Bemerkung 10.26. Im Folgenden betrachten wir Matrizen mit Eintrédgen in K[X]. Aufgrund der
Rechenregeln fiir Polynome iiberlegt man sich leicht, dass die gewohnten Rechenregeln
fiir Matrizen auch in K[X]"*™ gelten. Schlieflich kann man sogar die Definition der
Determinante auf Matrizen in K|[X]"*" anwenden (dabei werden Matrixeintrage nur addiert und
multipliziert, aber niemals dividiert). Ebenso bleiben der Determinantensatz, die Laplace-Entwicklung,
die Leibniz-Formel und der tiber die komplementére Matrix in dieser groferen Allgemeinheit
richtig. Andererseits funktioniert der Gauf-Algorithmus in K [X]"*" nicht, denn hier muss dividiert
werden.

4siehe Algebra-Skript
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Definition 10.27. Fiir A = (a;;) € K™*" betrachten wir die Matrix

X —ai1  —an2 —a1n
—a X —a :
X1, - A= 21 22 e K[X]™™.
: ’ —Qp—1.n
—Gn1 ce —Qnpn—1 X —ann

Man nennt x4 := det(X1,, — A) € K[X] das charakteristische Polynom von AE|

Lemma 10.28. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis. Fir A € K™ und S € GL(n, K) gilt

Xsas-1 = det(X1, — SAS™Y) = det(S(X1, — A)S~1) T det(X1, — A) = xa. O

Definition 10.29. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B. Fiir f € End(V') definiert
man Xy := det(X1, — g[f]p). Nach [Folgerung 7.27| und [Lemma 10.28 héngt x s nicht von der Wahl
von B ab. In den nachfolgenden Sétzen kann man Matrizen also durch Endomorphismen ersetzen (und
umgekehrt).

Beispiel 10.30. Das charakteristische Polynom von A := (13%) € Q[X] ist

a = det (X__B b 4> (X = 1)(X —4) = (=2)(=3) = X2 — 5X — 2 = X2 — tr(A)X + det(A).

Lemma 10.31. Fir A € K™ gilt ya = X" —tr(A) X" 1 + ...+ (=1)"det(A). Insbesondere ist x
normiert vom Grad n.

Beweis. Sei A = (a;;). Nach der Leibniz-Formel gilt
XA = det(Xln — A) = (X — au)(X - a22) ce (X — ann)

+ Z Sgn(a)((sla(l)X - ala(l)) cee (5na(n)X - ana(n))'
oeSp\{id}

Fir 0 € S, \ {id} existiert ein k € {1,...,n} mit [ := o(k) # k. Da o injektiv ist, gilt o (1) # o(k) = L.
Daher ist dxox) = 0 = 0j5(;) und

(510(1)X - ala(l)) s (5n0(n)X - ana(n))
ist ein Polynom vom Grad < n — 2. Insgesamt ist
XA = (X — CLH)(X — a22) (X - am) + «

mit deg(a) < n—2. Ausmultiplizieren zeigt x4 = X" —(a11+. . .+ apn) X" ... = X —tr(A) X 14
Zur Berechnung des Absolutglieds setzt man X = 0 und erhélt x4(0) det(—A) = (—1)"det(A)
aus [Bemerkung 9.8| O

®In manchen Biichern definiert man x4 durch det(A—X1,) = (—1)" det(X 1, — A). Das macht keinen grofen Unterschied,
aber bringt den Nachteil, dass x4 nicht normiert ist, wenn n ungerade ist.
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Satz 10.32. Die Eigenwerte von A € K™*™ sind die Nullstellen von x 4.

Beweis. Es gilt

Ker(A — Aly) # {0} <= det(A—A1,) =0 Z& det(A1, —4) =0 ZE () =0. O

Lemma 10.33. Sei A € K ein Eigenwert von f € End(V'). Dann ist die geometrische Vielfachheit von
A héchstens so grofi wie die algebraische Vielfachheit von X als Nullstelle von x .

Beweis. Man ergénze eine Basis by, ..., b. von E\(f) zu einer Basis B := {b1,...,b,} von V. Dann gilt

vt = sty =ae (K0 ).

zeigt x5 = (X — A\)°p fiir ein § € K[X]. Also ist die algebraische Vielfachheit von A als
Nullstelle von X mindestens e. O

Satz 10.34. Genau dann ist f € End(V') diagonalisierbar, wenn x ¢ in Linearfaktoren zerfdllt und fir
jede Nullstelle von x ¢ die algebraische Vielfachheit mit der geometrischen Vielfachheit iibereinstimmit.

Beweis. Seien A1,..., A, € K die verschiedenen Nullstellen von s mit algebraischen Vielfachheiten
mi, ..., my. Dann existiert ein o« € K[X]| mit xy = (X —A1)™ ... (X —Ag)" a. Sei m} die geometrische
Vielfachheit von A; als Eigenwert von f. Nach [Lemma 10.33| gilt

m:ZZI deg

my+ ...+ m <my+ ...+ my + deg(a) (X = A)™ (X = Xp)™a) = deg(xf) = dim V.

Nach [Satz 8.10| besitzt V' genau dann eine Basis aus Eigenvektoren, wenn m) + ...+ mj, = dim V. Dies
gilt genau dann, wenn x in Linearfaktoren zerfallt (d.h. @ = 1) und die algebraischen Vielfachheiten
mit den geometrischen Vielfachheiten tibereinstimmen (d.h. m; = m] fir ¢ = 1,...,k). O

Bemerkung 10.35. Zerfillt x4 in Linearfaktoren, so gilt
A= (X =2) (X = X) = X" — (M4 A AN)X (DA A

Ein Vergleich mit [Lemma 10.31| zeigt:

tr(A)
det(A)

)\1+...—|—)\n,
.

d. h. die Spur ist die Summe der Eigenwerte und die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte (sofern
diese existieren). Hat man bereits Aq, ..., A,—1 bestimmt, so erhélt man A\, = tr(A) — A\; —... — A\p_1.

Satz 10.36 (MIRSKY). Seidy,...,dp, A1,..., A\p € K mitdy+...+d, = A1 + ...+ \,. Dann existiert
eine Matriz A € K™™ mit Hauptdiagonale d, ..., d, und Eigenwerten A1,..., \y.

Beweis. Im Fall n =1 erfiillt A = (dy) = (A1) die Behauptung. Sei n > 2 und A = (a;;) € K™\ K1,

eine Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonale Aq,..., \,. Dann hat A Eigenwerte A1,...,\,. Nach dem
Satz von Fillmore ist A zu einer Matrix mit Hauptdiagonale dy, ..., d, dhnlich. Diese hat die gleichen
Eigenwerte wie A. O
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Beispiel 10.37.

(a) Wir suchen eine Matrix mit Eigenwerten 1, 1,1 und Hauptdiagonale 0, 0, 3. Dafiir wenden wir den
Satz von Fillmore auf

1 00
A=1|1 1 0
0 1 1
an. Der Ubergang zur Basis {(1,0,0), (1,1,0),(1,2,1)} liefert
0 0 1
A~ |1 0 -3
01 3

(b) Die FIBONACCI-Zahlen Fj, sind rekursiv definiert:

F.:=k (k=0,1) Fopr:=Fy+Fpy (E>1).

k|01 23456 7 8 9 10
Fp|0 1 1235 8 13 21 34 55

Wir suchen eine explizite Formel fiir Fy. Fiir A := (}}) € R**? gilt

Fk+1> < F, ) 2 <Fk—1> k <F1> % <1>

< Fi Fr Fi—2 Fy 0

Um AF zu berechnen, diagonalisieren wir A. Wegen x4 = (X — )X — 1 = X2_ X —1hat A
die Eigenwerte ¢ := 127‘/5 und ¢ 1= 1*27\/5
berechnet

(man nennt ¢ ~ 1.618 den goldenen Schnitt). Man

B4) = Ker(4 = p10) = ()

Fiir S := <(f ?) gilt also S™1AS = diag(p, 1) und

A¥ = (S diag(p,v)S™)* = S diag(p, )" S~ = S diag(p", ")
Nach ist
~mit (s )

Insgesamt erhélt man
1 k+1 wk—i—l 1 _1/} 1 ” *
AF — S dia k,ks—1=<‘ﬁ )< >:< )
g(so ¢ ) SOk wk -1 ) \/5 SOk _ wk %

und

F, = \}5( b 1/Jk) (BINET—FormelED

Wegen [1)F| ~ 0.618% — 0 gilt F}, ~ %gpk, d.h. F}, wachst exponentiell.

5Man kann die Formel auch durch Induktion beweisen, sofern man sie zuvor erraten hat.
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Lemma 10.38. Fir A€ K™*"™ und B € K™ qilt X" xap = X" xBa. Insbesondere haben AB und
BA die gleichen von Null verschiedenen FEigenwerte.

Beweis. Nach den Regeln fiir Blockmatrizen (Bemerkung 5.9} [Lemma 9.9) und dem Determinantensatz

gilt
n . 1, O X1, —AB A\ (1, 0
a5 0 ) (0 D) (G 3))

B Lo 0\ (Xln AN\ _ . (Xln A -
_det(<—B X1n>( B 1n>)_det< 0 Xln—BA>_X XBA:

Jeder Eigenwert A € K von AB ist eine Nullstelle von X™xap = X" xp4a. Im Fall A # 0 muss A eine
Nullstelle von xp4 sein. Dann ist A auch ein Eigenwert von BA (und umgekehrt). O

Bemerkung 10.39. Im Fall n = m gilt sogar x4p = xpBa in der Situation von [Lemma 10.38

10.4 Minimalpolynome

Bemerkung 10.40. Wir haben bereits Polynome in Matrizen eingesetzt. Wir setzen nun umgekehrt
Matrizen in Polynome ein. Fiir @ = ZZ:O apX* € K[X] und A € K™ definieren wir

d
alA) = ZakAk e K™,
k=0

Die Regeln aus gelten auch in dieser Allgemeinheit.

Satz 10.41. Fir A € K™ ezistiert genau ein normiertes Polynom pa € K[X]\ {0} mit ua(A) =0,
und deg(pa) minimal.

Beweis. Wegen dim K™*" = n? sind die Potenzen 1,, = A%, A, A%, ... ,A”2 linear abhéngig
in K™, Also existieren ag, ..., a,2 € K (nicht alle 0) mit 222:0 apA¥ = 0. Fiir a = Y ap, X* € K[X]
gilt somit a(A) = 0. Indem man durch den fithrenden Koeffizienten von « teilt, kann man annehmen,
dass o normiert ist. Dies zeigt, dass p4 existiert. Sei auch i € K[X] normiert mit i(A) = 0 und
deg(fi) = deg(pa) minimal. Dann ist (ug4 — 1)(A) = pa(A) — 1(A) = 0 und deg(pus — 1) < deg(pa).
Die Minimalitét von deg(ua) zeigt pa — i = 0, d. h. py4 ist eindeutig bestimmt. O]

Definition 10.42. Man nennt p4 das Minimalpolynom von A.
Beispiel 10.43. Sei A := (1 _01) € Q%%2. Da A keine Skalarmatrix ist, gilt deg s > 2. Wir machen

den Ansatz
9 (-1 -1 1 -1 1 0y (0 O
A —|—xA+y12—<2 _2>+x<2 0>+y<0 1> = <O 0)

mit z,y € Q. Ein Vergleich der Matrixeintrége an Position (1,2) zeigt x = —1. Tatséchlich gilt die
Gleichung nun fiir y = 2. Daher ist yuq = X? — X + 2.

Lemma 10.44. Sei A € K™*" und o € K[X] mit a(A) = 0. Dann gilt pa | o.
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Beweis. Wir dividieren mit Rest: o = pay + d mit v, € K[X] und deg(d) < deg(pa). Dann ist

6(A) = (a — pay)(4) = a(4) — pa(A)y(A) = 0.

Aus der Minimalitat von deg(u4) folgt 6 = 0 und p4 | a. O
Lemma 10.45. Ahnliche Matrizen haben das gleiche Minimalpolynom.
Beweis. Sei A € K™ mit pa =Y apX*. Fiir S € GL(n, K) gilt

A(SAS7) =3 ap(545 7 = 3 apSaks T = 5D apat) ST = Spa(4)s7H =0,

Aus [Lemma 10.44] folgt p1g4g-1 | 4. Da Ahnlichkeit eine symmetrische Relation ist, gilt auch 4 |
tsag-1. Da beide Minimalpolynome normiert sind, miissen sie gleich sein. O

Definition 10.46. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis B. Fiir f € End(V') sei wie iiblich puf 1= g5,
Nach héngt p17 nicht von der Wahl von B ab. Die folgenden Sétze iiber Matrizen gelten
sinngeméfs auch fiir Endomorphismen.

Bemerkung 10.47. Aus dem Beweis von [Satz 10.41| erhilt man deg(u4) < n?. Der nichste Satz
impliziert deg(pa) < n.

Satz 10.48 (CAYLEY-HAMILTON). Fir A € K™ gilt xa(A) =0 und pa | xa.

Beweis. Sei B := X1, — A € K[X]"" und B e K[X]™" die zu B komplementire Matrix. Aus jedem
Eintrag von B extrahieren wir den Koeffizienten von X* und bilden daraus die Matrix By, € K™*". Es

gilt nun
_ [e.e]
B=) Bpx"
k=0
wobei nur endlich viele der By, ungleich 0 sind. Sei x4 = >_ ax X*. Nach [Satz 9.22| gilt

oo oo o0

> apln XF = xal, = det(B)l, = BB =Y BpX"(X1,— A) =Y (Br_1 — BA) X",
k=0 k=0 k=0

wobei B_j := 0,. Ein Koeffizientenvergleich ergibt azl, = Bx_1 — BrA fir £k =0, 1,.... Daher ist

Z apA* = i By_1 AF — B AR = i By AF — i BpAF = 0.
k=0

Die zweite Behauptung folgt aus [Lemma 10.44] O

Beispiel 10.49.
(a) Fiir A € K2*2 gilt A% — tr(A)A + det(A)13 = 0 nach [Lemma 10.31
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(b) Sei A € GL(n, K) mit x4 = pavy fiir ein v € K[X]. Nach gilt
4(011(0) = x4(0) = det(4) £0.

Also hat 4 die Form pyg = X4+ ag_1 X4 ' + ... 4 ap mit ag # 0. Man kann nun die Gleichung
A% 4 ag 1A%+ .+ apl, = 0 auf beiden Seiten mit A~! multiplizieren und erhalt A% +
ag—1A%2 4+ ..+ a1l, + apA~! = 0. Dies liefert eine Formel fiir die Inverse

1
Al = —;(Ad_l + ad_lAd_2 +...+ alln)-
0

Speziell fir n = 2:
1

-1 &
AT det(A)

A

det(A) (tr(A>12 — A) =

(vgl. [Beispiel 9.23)).

Satz 10.50. Die Figenwerte von A € K™*" sind die Nullstellen von pa, d. h. xa und pa haben die
gleichen Nullstellen (nicht unbedingt mit den gleichen Vielfachheiten).

Beweis. Nach Cayley-Hamilton ist jede Nullstelle von @4 auch eine Nullstelle von x4 und damit ein
Eigenwert von A (Satz 10.32)). Sei umgekehrt A € K ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v € K™*!,

Fiir k € Ny ist A¥v = A¥=1 v = ... = Mo, Sei pg = Y ap X" Dann gilt
0=pa(Av = ZakAkv = Zak)\kv = pa(MN)v.
Wegen v # 0 ist pa(A) =0, d.h. A ist eine Nullstelle von 4. O

Bemerkung 10.51. Wegen deg 4 < deg xa vereinfacht [Satz 10.50| die Bestimmung der Eigenwerte.
Andererseits ist nicht klar, wie man p 4 effizient berechnet. Der nichste Satz verbessert

Satz 10.52. Genau dann ist A € K™*" diagonalisierbar, wenn p4 in paarweise verschiedene Linear-
faktoren zerfdllt.

Beweis. Sei A € K™ diagonalisierbar. Dann existiert S € GL(n, K) mit S~'AS = diag(A1, ..., A\n).
Die )\; lassen sich sortieren, indem man die Spalten von S (d.h. die Eigenvektoren von A) entsprechend

anordnet. Nach [Cemma 10.45] konnen wir

Aln, 0
A= '
0 Aeln,

annehmen, wobei n =n; 4 ...+ n, und \; # A; fiir ¢ # j. Dann gilt
(A—XM1y) ... (A= Melp) = diag(0p,, *, ..., x) diag(x, ..., %, 0py, %, ..., %) ... diag(x,...,*,0p,) = O,.

Nach |Lemma 10.44]ist p4 ein Teiler von (X — A1) ... (X — Ag). Andererseits sind \q, ..., A\; Eigenwerte
und damit Nullstellen von p4. Dies zeigt ppa = (X — A1) ... (X — A\g).

Nehmen wir umgekehrt g = (X — A1) ... (X — \¢) mit paarweise verschiedenen \q,..., \; an. Sei Py
der k-dimensionale Vektorraum aller Polynome vom Grad kleiner k£ (Bemerkung 10.6). Fiir i =1,...,k
sei

Yi = (X — )\1) (X — )\i—l)(X — )‘i-i-l) (X — )\k) € P.
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Seien aq,...,ar € K mit a;y1 + ... 4+ agpyr = 0. Dann gilt
ai()\i — )\1) - ()\2 — )\1;1)()\@' — )\i+1) - ()\z — )\n) = ai%-()\i) = (alfyl + ...+ ak'yk)()\i) =0

und es folgt a; = 0 flir ¢ = 1,..., k. Also sind 71, ..., linear unabhéngig in P;. Wegen dim P, = k
bilden sie sogar eine Basis. Insbesondere existieren by, ..., by € K mit v := b1y + ...+ bpy = X" = 1.
Fiir v € K™ gilt

(A—Xilp)vi(A)v = pa(A)v =0,

d.h. v;(A)v liegt in Ey,(A). Andererseits ist

v =10 = A% = 7(A)(v) = by (A)(v) + ... + b (A) (v).

Dies zeigt K"*! = E),(A) + ...+ E), (A). Nach [Bemerkung 8.6|ist A diagonalisierbar. O

Beispiel 10.53. Sei A € K™*" mit genau zwei verschiedenen Eigenwerten. Angenommen wir finden
einen Vektor v € K™ ! sodass v, Av, A%v linear unabhingig sind. Dann sind auch 1,,, A, A? linear

unabhéngig. Dies zeigt deg ua > 3. Nach [Satz 10.52]ist A nicht diagonalisierbar.
Satz 10.54. Fir A e K™ gilt xa | 1.

Beweis. Sei pua = > a; X*. Fiiri > 1 ist
(X1, = A) = (X1, — A)(XT, + XA+ 4 XAT2 4 A7),

Es folgt

paln = pa(X1n) — pa(A) =Y ai(X'1, — A') = (X1, — A)B
i>1

fiir ein B € K[X]™*". Bildet man auf beiden Seiten die Determinante, so ergibt sich uy = x4 det(B). O

Bemerkung 10.55. Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwert von A € K™*™ betriagt hochstens n.
Zerfallt pg = (X — A1) ... (X — Ag) in Linearfaktoren, so gilt daher x4 | (X —X1)™... (X — A\g)™ = p}
(der Beweis von [Satz 10.54 kommt ohne diese Annahme aus).
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11 Euklidische Geometrie

11.1 Skalarprodukte

Bemerkung 11.1. Wir betrachten in diesem Kapitel K = R. Im Gegensatz zu beliebigen Korpern
kann man R in positive und negative Zahlen unterteilen. Fiir z € R sei wie {iblich

2] T falls x > 0,
x| =
—x fallsx <0

der Betrag von z. Wir benutzen aufserdem, dass jede positive reelle Zahl genau eine positive Quadrat-
wurzel besitzt. Es gilt also |x| = V22 fiir alle z € R.

Definition 11.2. Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung V x V. — R, (v,w) — [v,w] heift
Skalarprodukiﬂ falls folgende Bedingungen fiir alle u,v,w € V und A € R gelten:

e [v,v] > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0 (positiv definit),
o [v,w] = [w,v] (symmetrisch),
o \u+v,w] = Au,w] + [v,w] (bilinear).

Zusammen mit einem Skalarprodukt wird V' ein euklidischer Raum. Vektoren v, w € V heifen orthogonal,
falls [v, w] = 0. Man nennt |v| := y/[v,v] > 0 die Norm von v. Im Fall |[v| = 1 nennt man v normiert.

Bemerkung 11.3.

(a) Die Symmetrie des Skalarprodukts zeigt
[u, \o + w] = M+ w,u] = Ao, u] + [w,u] = A[u, v] + [u, w]

fir alle u,v,w € V und X € R. Fiir ein festes € V sind also die Abbildungen V' — R, v > [v, z]
und V' — R, v — [z, v] linear (dies erklért den Begriff bilinear). Insbesondere ist [v,0] = 0 = [0, v]
fiir alle v € V. Dennoch ist die Abbildung V' x V' — R, (v,w) + [v,w] nicht linear, also kein
Funktional, denn [v,v] > 0 = [0, v] + [v, 0] fiir v # 0.

(b) Jeder Unterraum eines euklidischen Raums ist selbst ein euklidischer Raum mit dem eingeschrénk-
ten Skalarprodukt.

'Die Schreibweise [v,w] ist in der Literatur nicht einheitlich. Man findet auch (v,w) (Verwechslung mit Spann), (v | w)
u. 4. Ebenso findet man ||v|| anstatt |v|.
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Beispiel 11.4.

(a) Das wichtigste Beispiel eines euklidischen Raums ist V' = R" mit dem Standardskalarprodukt

n
[J"ay] = :I;yt = leyl (:I:ay € Rn)
i=1

Man iiberpriift leicht die drei Eigenschaften (positiv definit, symmetrisch und bilinear). Im Fall
n=1ist |z| = \/E der gewohnliche Betrag (dies rechtfertigt die Verwendung der Betragsstriche).
Nach dem Satz des Pythagora&ﬂ entspricht die Norm |y — | im R? dem geometrischen Abstand
zwischen z und y:

y
Ayz@ ly =2l = /(1 — 21)” + (42 — 22)°
x

Yyr — 21

Sind x und y orthogonal, so erhélt man
z —y* = [z -y, —y] = [z, 2] — 2[z, 9] + [y, 9] = |=* + |y|*.

Nach der Umkehrung vom Satz des Pythagoras bilden x und y einen rechten Winkel, d. h. sie
stehen senkrecht aufeinander (man schreibt = L y):

. |z — y| i

Yl o

0
Im Allgemeinen gilt die Parallelogrammgleichung:

|z +y|* + |z —y|* = 2z + 2[y|*.

(b) Vektoren in R™ sind ,diskrete” Funktionen {1,...,n} — R. In der Analysis betrachtet man eine
skontinuierliche Variante: Die stetigen Abbildungen [0,1] — R auf dem abgeschlossenen Intervall
[0, 1] bilden einen (unendlich-dimensionalen) Unterraum V' < Abb(]0, 1], R) mit Skalarprodukt

1
[fog] = /0 f@g)dz  (fge V).

Lemma 11.5. Sei V ein euklidischer Raum, v,w € V und A € R. Dann gilt:
(a) || = |A||v] (Homogenitét).

(b) |[v,w]] < |v|lw| mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind (CAUCHY-
SCcHWARZ-Ungleichung).

(c) |lv| = |w|| <|v+w| < |v|+ |w| (Dreiecksungleichung).

Beweis.

(a) Mol = /P, 3] = /A%, 0] = VA2 /Jo, o] = [Alfol.

2Man kénnte auch den Abstand zwischen z und y durch |y — x| definieren und damit den Satz des Pythagoras beweisen.
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(b)

()

O.B.d. A. sei w# 0. Sei A := 2% Nach den Eigenschaften des Skalarprodukts gilt

[ww]

2
0<|v— )\w‘Q =[v—Aw,v — \w| = [v,v] — 2\|[v,w] + AZ[ij] _ |U’2 B [v, w]

jw[>

Es folgt [v,w]? < |v|*|w|? und |[v,w]| < |v||w|. Gleichheit impliziert v = Aw, d.h. v und w sind
linear abhéngig. Sind umgekehrt v und w linear abhéngig gegeben, dann existiert ein u € R mit

o)
v = pw und |[o, ]| = |l w2 @ |l ] = o] wl.

Zunéachst ist

(@]
lv+w]* = [v+w,v+w] = [v,0] + 2v,w] + [w,w] < v + 2Jv||Jw| + [w* = (jv] + w])?

und |v + w| < |v| + |w|. Daraus folgt [v| = |[v +w — w| < |v 4+ w| + |w| und |v| — Jw| < |v 4+ w|.
Vertauschen von v und w liefert —(|v| — |w|) = |w| — |v| < |[v 4+ w], also ||v]| — |w|| < v+ w|. O

Bemerkung 11.6.

(a)

(b)

Sind v, w € R™ linear unabhéngig, so bilden 0, v und v 4+ w ein Dreieck mit Seiten |v|, |w| und
|v + w|. Die Dreiecksungleichung besagt, dass die Summe von je zwei Seiten grofer ist als die
dritte Seite.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung impliziert —1 < 2% < 1 fiir v,w € V \ {0}. Dieser Bruch

[v]|w]
verdndert sich durch positive Skalierung von v und w nicht:

Dol Maosw] o, w0l
= = A >0
ollw] ~ alolle] ~ Jolfwl ¢ )

Seien also v und w normiert. Dann definiert man den Winkel ¢ (im Bogenmak) zwischen v und
w als die Lange des Bogens auf dem Einheitskreisﬂ zwischen v und w:

Die Lange des Halbkreisbogens nennt man 7 und berechnet m = 3.14 (Aufgabe 41)). Der Kosinus
von ¢ wird durch cos ¢ := [v, w] deﬁniertﬁ Es gilt

cos0 = [e1,e1] =1, cos(7/2) = [e1,e2] =0, cosm = [e1,—e1] = —1.

Durch cos(p + 2km) = cosg fir k € Z setzt sich cos periodisch auf ganz R fort. Dabei gilt
cos(—p) = cos und cos(m — ) = — cos ¢. Die ,verschobene” Funktion

sin ¢ := cos(p — 7/2) = cos(7/2 — @)
fiir ¢ € R nennt man den Sinus von . Fiir einen beliebigen normierten Vektor v = (z,y) gilt
x = [v,e1] =cosp und y = [v, e3] = cos(7/2 — ¢) = sin ¢:

/2 — ¢

CoS

3in der Ebene (v, w)
4Man kann zeigen, dass diese Definition mit der analytischen Definition als Potenzreihe iibereinstimmt.
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11.2 Orthonormalbasen

Definition 11.7. Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Raum. Vektoren by, ..., b, bilden eine Ortho-
normalbasis von V', falls sie normiert und paarweise orthogonal sind, d.h. [b;, b;] = 6;; fiir 1 < 4,5 < n.

Bemerkung 11.8. Eine Orthonormalbasis b1, ...,b, von V ist tatsdchlich eine Basis. Dafiir geniigt es
die lineare Unabhéngigkeit zu priifen. Seien Aq,..., A, € R mit A\1b; + ... + A,b, = 0. Dann gilt

N= D Aglbg,bi) = [0 Aty bi] = [0,6] = 0
=1 st

fir:=1,...,n.

Beispiel 11.9. Die Standardbasis e1, ..., e, € R" ist eine Orthonormalbasis bzgl. des Standardskalar-
produkts. Jede Permutation einer Orthonormalbasis ist wieder eine Orthonormalbasis.

Satz 11.10 (GRAM-SCHMIDT-Verfahren). Seien vy,...,vx € V linear unabhdingig. Wir definieren
rekursiv:
s—1 [’U b}
bs == vs — 2 b, s=1,...,k).
S S ; [b“bz] 1 ( )
Dann sind by, ..., by paarweise orthogonal mit (v1,...,vg) = (b1,...,bg). Folglich ist ﬁbl, ce ﬁbk
eine Orthonormalbasis von (vi,...,vg).

Beweis. Induktion nach k: Fir K = 1 ist by = v; # 0. Sei nun k£ > 2 und die Behauptung fir k — 1
bereits bewiesen, d.h. (vq,...,v5—1) = (b1,...,bp—1) und [b;,b;] = 0 fiir 1 < i < j < k— 1. Wegen

St eidby € (b, bea) gilt

<Ul,.. . ,’Uk> = <b1,...,bk_1,’l)k-> = <b1,...,bk>.

Firi=1,...,k—1 ist aulerdem

o

-1

Vg, bj]

bi, bi| = vk, b;] —
bt = b = 3 (o

[b;,bi] = [vk, bi] — [k, bi] = 0.

1

<.
Il

Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Wegen ||b—11|bz| = ﬁ|bl\ =1 folgt die zweite Behauptung. [
Folgerung 11.11. Jeder euklidische Raum besitzt (mindestens) eine Orthonormalbasis.
Beweis. Man wende das Gram-Schmidt-Verfahren auf eine beliebige Basis an. O

Beispiel 11.12. Seien vy := (1,0,1), v2 := (0,1,1) und vz := (—1,2,0) linear unabhingig in R3.
Beziiglich des Standardskalarprodukts erhilt man

by :=v1 = (1,0,1),

[v2,b1], 1 1
[bl,bl]bl - (07 17 1) 2(1507 1) - 2( 1727 1)5

b2 =V —
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[v3, b1, [v3, bo]
[br,b1] " [b, b

1 5 1
b3 =3 — by = (_17270) + 5(1?0’ 1) - 6(_1’ 27 1) = 5(1’ 1’ _1)

Man beachte, dass Skalierungsfaktoren in dieser Rechnung keine Rolle spielen. Man kann b3 also etwas

bequemer mit by = (—1,2,1) ausrechnen. Nach Normierung ist %(1,0, 1), %(—1,2, 1), %(1, 1,—-1)

eine Orthonormalbasis von R?. Um die Eintriige der Vektoren zu minimieren, kann es niitzlich sein
zuerst den Gaufk-Algorithmus anzuwenden, bevor man das Gram-Schmidt-Verfahren startet. In diesem
Beispiel wiirde man am Ende die Standardbasis von R? erhalten.

Definition 11.13. Sei V ein euklidischer Raum und S C V. Dann nennt man

Sti={veV:VseS:[vs =0}

das orthogonale Komplement von S in V. Im Fall S = {v} schreibt man s+ := S*.

Bemerkung 11.14. Fiir v,w € S* und A € R gilt [\v 4+ w, s] = A[v,s] + [w, s] = 0 fiir alle s € S,
d.h. A 4+ w € S*. Daher ist S+ ein Unterraum, selbst wenn S nur eine Teilmenge ist. Aufierdem gilt
S+ = (S)L.
Lemma 11.15. Fiur Unterrdume U, W eines euklidischen Raums V' gilt

(a) V=UaU* und dimV = dimU + dim U~.

() (UH*t=U.

(c) UCW <= W+ cCU*.

Beweis.

(a) Firve UNU*L gilt [v]?> = [v,v] =0und v =0. Alsoist UNU+ = {0} und U + U+ =U @ U+,
Wir kénnen eine Basis vy,...,v; von U zu einer Basis vy,...,v, von V erginzen. Das Gram-
Schmidt-Verfahren liefert eine Orthonormalbasis b1, ..., b, von V mit (vi,...,vk) = (b1,...,bx).
Daher ist byy1,...,bp €Ut und V=U @ U*.

(b) Nach Definition ist U C (U+)*. Nach @ ist dim(U4)t = dimV — dim U+ = dim U. Also ist
U= (UHt

(¢) Nach Definition gilt
vew = whcvt B powhtcorht =w 0

Beispiel 11.16.

(a) In V' =R" lasst sich ein orthogonales Komplement von U < V' bzgl. des Standardskalarprodukts
mit dem Gaufs-Algorithmus bestimmen: Man schreibt die Vektoren eines Erzeugendensystems von
U als Zeilen in eine Matrix A € RF*™. Die Losungsmenge Ly des homogenen Gleichungssystems

Az =0 ist U*, denn nach gilt dim Lo = n —1k(A) =n — dimU = dim U .
(b) Fiir v = (2,y) € R*\ {0} gilt v = ((y, —x)).
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(c) Seien v, w € R? linear unabhingig. Wir erginzen zu einer Basis u, v, w von R3, sodass die Matrix

Uy U2 U3
A=|vy vy w3
w1, w2 wWs

Determinante 1 hat (das geht immer, indem man u geeignet skaliert). Es gibt genau einen Vektor
r € (v,w)" mit Az® = e; und zwar

1 - _ 1 det(AH) VW3 — V3W2
2t=A"110 022 7 0] = | —det(A12) | = | v3ws —viws | =1 v X w.
0 0 det(Alg) V1w — V2w

Man nennt v x w das Kreuzprodukt von v und w. Nach Konstruktion gilt (v, w)* = (v x w). Die

Richtung von v x w lasst sich mit der Rechte-Hand-Regel bestimmen: Zeigt v in Richtung Daumen
und w in Richtung Zeigefinger, so zeigt v X w in Richtung des Mittelfingers der rechten Hand.

11.3 Symmetrische und orthogonale Abbildungen

Definition 11.17. Sei V ein euklidischer Raum und f € End(V'). Man nennt f
. symmetrischﬂ falls [f(v),w] = [v, f(w)] fir alle v,w € V.
o orthogonal | falls [f(v), f(w)] = [v,w] fiir alle v,w € V.

Bemerkung 11.18.

(a) Die Nullabbildung ist symmetrisch. Sind f, g € End(V') symmetrisch und A € R, dann ist offenbar
auch Af + ¢g symmetrisch. Die symmetrischen Abbildungen bilden also einen Unterraum von
End(V).

(b) Orthogonale Abbildungen f € End(V) sind Isomorphismen, denn aus v € Ker(f) folgt |v|> =
[v,v] = [f(v), f(v)] =0, also v = 0. Wegen |f(v — w)| = |v — w| und

F(v). f(w)] _ [o,u]
F@F@)] ol

erhélt f Abstiande und Winkel (Bemerkung 11.6)). Insbesondere bildet f Orthonormalbasen auf
Orthonormalbasen ab. Mit f, g sind auch f o g und f~! orthogonal. Die Menge der orthogonalen
Abbildungen bildet daher eine Untergruppe O(V') von GL(V'). Man nennt O(V') die orthogonale
Gruppe von V.

(c¢) Der folgende Satz zeigt, dass ldngen-erhaltende Abbildung automatisch orthogonal (insbesondere
linear) sind.

Satz 11.19 (MAZUR-ULAM). Sei V ein euklidischer Raum und f € Abb(V, V') mit |f(v)| = |v| fir
alle v € V.. Dann ist f € O(V).

Soder selbstadjungiert, siche |Abschnitt 13.2

Soder isometrisch
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Beweis. Fir v,w € V gilt

1

[f(0), f(w)] = S (IF @) + [f(w)]* = |f(v) = f(w)]*) = %(W +w? = o — wf?) = [v,w].

N |

Daraus folgt
[f (0 +w) = Af(v) = f(w)|* = [f(h +w) = Af(v) = f(w), fFOw+w) = Af(v) = fw)]
=Mw4+w—-Av—w, \v+w—Av—w|=0

fiir A € R. Also ist f linear und orthogonal. O

Lemma 11.20. Sei V' euklidisch mit Orthonormalbasis B, f € End(V) und A := g[f]p. Dann gilt:
(a) f symmetrisch < A'= A.
(b) f orthogonal <= A' = A~1L.

Beweis. Sei B = {b1,...,by} und A = (a;;). Dann ist f(b;) = > ajb; firi=1,...,n.

a) Ist f symmetrisch, so gilt a;; = [f(b;),b;] = [bi, f(b;)] = a;; fiir 1 <i,j < n. Also ist A = A*. Sei
J J j J
umgekehrt A = A*. Dann folgt [f(b;),b;] = [bi, f(bj)] fiir 1 < 4,5 < n. Fiir beliebige v = > A\;b;
und w = > p;b; in V gilt

[f(v),w] = Z i f (bi), bj] = Z Aitj[bi, f(bj)] = [v, f(w)].
ij=1 ij=1
Also ist f symmetrisch.

(b) Ist f orthogonal, so gilt
> aiag; = [Z akibbzakjbk] = [f(bi), £(bj)] = [bs, bj] = i
k=1 k=1 k=1

Dies zeigt A'A =1, und A* = A~ Ist umgekehrt A*A = 1,,, so gilt [f(b;), f(bj)] = 6ij = [bs, bj].
Wie in [(a)] folgt [f(v), f(w)] = [v,w] fiir alle v,w € V, d.h. f ist orthogonal. O

Bemerkung 11.21.

(a) Fiir einen beliebigen Kérper K nennt man Matrizen A € GL(n, K) orthogonal, falls A = A~1.
Man zeigt leicht, dass die orthogonalen Matrizen eine Untergruppe O(n, K) von GL(n, K) bilden.
Wie tiblich entspricht O(n, R) der Gruppe O(V') durch Basiswahl (so wie sich GL(V') und GL(n, K)
entsprechen). Fiir jede orthogonale Matrix A gilt

det(A)2 =22 det(A) det(AY) = det(AAY) = det(1,) = 1
und det(A) = +1. Man nennt
SO(n, K) := O(n,K) NSL(n, K) < O(n, K) < GL(n, K).

die spezielle orthogonale Gruppe vom Grad n iiber K.
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(b) Die Gleichung A'A = 1,, = AA" bedeutet fiir orthogonale reelle Matrizen, dass die Spalten (bzw.
Zeilen) von A eine Orthonormalbasis von R™ bzgl. des Standardskalarprodukts bilden. Sei v ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert A € R. Dann gilt

0] = v'o = v* A" Av = (Av)*(Av) = N0'o = A*|o)?

und A = %1.

Beispiel 11.22.

(a) Jede Permutationsmatrix ist orthogonal, denn die Zeilen bilden eine Orthonormalbasis (ndmlich
eine Permutation der Standardbasis).

(b) Fir A € O(2,R) gilt
_(* Fy
4= (y iw)
mit 22 +y% = 1 = +det(A) (vgl. Beispiel 11.16).
e Im Fall det(A) = 1 beschreibt A eine Drehung um den Winkel ¢ zwischen e; und (z,y):
1

(—y,x) R (x7y)
\i/Aﬁ

1

Es gilt dann

- __[cosp —sing
A=Dlg):= <sing0 cos ) '

Fiir zwei Winkel ¢ und ¢ erhélt man D(¢ + ¢) = D(¢)D(), woraus die bekannten
Additionstheoreme folgen:

cos(ip + 1) = cos(i) cos(1p) — sin(p) sin(¥),
sin(ip + 1) = sin(p) cos(t) + sin(4) cos(p).

Offenbar besitzt D(¢) nur dann (reelle) Eigenwerte, wenn ¢ € {0, 7}, d.h. D(0) = 15 und
D(T[') = —12.

e Im Fall det(A) = —1 beschreibt A eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden zwischen e;
und (z,y):

Es gilt dann
cosyp  sing
A=S8(p) = ( )

sinp —cosp
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Die Spiegelachse wird von einem Eigenvektor zum Eigenwert 1 aufgespannt. Orthogonal dazu
steht ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 (beachte: det(A) ist das Produkt der Eigenwerte).

Nach ist S(¢) diagonalisierbar. Tatséchlich ist
. 10
D/ 1 S(0)D(e) = D-4/2S(0)D(e1) = 50) = (3 5.

Fiir spezielle Winkel erhélt man (vgl. |[Aufgabe 40)):

o | s /1 /s /2 ™
vl 1Y ) =003 (s ) ()

N
—~
S
NI
RN
-5
w
|
—_
>
SN—
S
7N
— =
| =
—_
N—
[N

R R

D(r/12) = D(v/s — 7/4) = D(v/3)D(v/4) " = D(v/3)D(v/1)"

Damit lasst sich auch

berechnen.

Bemerkung 11.23. Um zu zeigen, dass symmetrische Endomorphismen diagonalisierbar sind, miissen
wir die reellen Zahlen voriibergehend verlassen.

11.4 Komplexe Zahlen

Lemma 11.24. Der R-Vektorraum C := R? wird durch die Multiplikation
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc) (a,b,c,d € R)

zu einem Korper.

Beweis. Als Vektorraum ist (C,+) bereits eine abelsche Gruppe. Die Multiplikation in C fithren wir
auf die Matrizenmultiplikation zuriick.m Dafiir betrachten wir die injektive Abbildung

[:C—R¥2 2= (a,b)—T(z) = (Z _ab> .

Fiir z,y,2z € C gilt T'(z) + ['(y) = T'(z +y) und I'(z)['(y) = T'(z - y) (nachrechnen). Aus[Lemma 5.8|folgt
P(z(y2)) = T(2)l(yz) = T(2)(T(y)I'(2)) = (C(@)T ()T (2) = T(zy)T'(2) = T((2y)2)

und z(yz) = (zy)z, da I" injektiv ist. Analog beweist man das Kommutativ- und Distributivgesetz.
Wegen I'(1,0) = 12 ist (1,0) das Einselement in C. Es bleibt zu zeigen, dass z # 0 invertierbar ist. Es
gilt det(T'(2)) = a® +b? > 0 und

g 1 — 1 a b a -b
I'(z)! — T = - =T . O
(2) B A <a2 F02 a2 + b2>

"Man kann die Axiome auch direkt mit der Definition nachrechnen.
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Definition 11.25. Man nennt C den Koérper der komplezen Zahlen.

e Mittels der Abbildung R — C, a — (a,0) werden wir R als Teilmenge von C auffassen. Die
Verkniipfungen in R entsprechen genau denen in C mit den gleichen neutralen Elementen.

e Man nennt i := (0,1) € C\ R die imagindre Einheit. Es gilt i> = (—1,0) = —1. Da 1,i eine Basis
von C bilden, lasst sich jede komplexe Zahl eindeutig in der Form z = a + bi schreiben, wobei
Re(z) := a € R der Realteil und Im(z) := b € R der Imagindrteil von z ist.

e Man nennt |z| := y/Re(2)2 + Im(2)2 > 0 den Betrag von z (dies entspricht der Norm in R?).

Bemerkung 11.26. Im Gegensatz zu R ist C kein angeordneter Korper, d. h. es gibt keine Ordnungs-
relation < auf C mit

a<b = a+c<b+ec,
a,b>0 = ab>0

fiir alle a, b, c € C. Denn angenommen es gilt i > 0. Dann wiire —1 =i2 > 0 und 1 = (—1)? > 0. Nun
erhdlt man den Widerspruch 0 =1—-1 > 04 0 = 0. Ist hingegen i < 0, so wiare 0 =i —1 < —i und
—1 = (—i)? > 0. Dies fiihrt zum selben Widerspruch.

Lemma 11.27. Fir z € C\{0} undn € N ezistieren paarweise verschiedene n-te Wurzeln (i, ..., ¢, € C
mit (' =...=(, = z.

Beweis. Sei zp = ﬁz € C und T'(z) = (¢ _ab) € R?*? wie im Beweis von [Lemma 11.24. Wegen
a? +b? = |z|?> = 1ist T'(29) = D(p) € O(2,R) fiir einen Winkel ¢ mit a = cos ¢ und b = sin¢. Wir
definieren ¢y, 1= %%W fir k=1,...,n. Dann gilt

D(gr)" = D(ner) = D(p + 2km) = D(p) = T'(20).

Die Zahlen z;, := cos ¢y, + ising, € C erfiillen also z}' = zp. Wegen |z| > 0 existiert *\L/E € Ry
(Analysis). Fiir ¢, = {/]z]z erhilt man ¢ = |2[20 = z fiir k = 1,...,n. Sei nun ¢ = ¢ fiir
1 < k <1 < n. Dann unterscheiden sich ¢, und ¢; nur um ein Vielfaches von 27. Dies zeigt
27(l — k) = 2mwen fiir ein ¢ € Np. Aus 0 < [ —k < n folgt k = [. Daher sind die n-ten Wurzeln (i, ..., ¢,
paarweise verschieden. O

Beispiel 11.28. Die (n-ten) Wurzeln aus 1 nennt man Einheitswurzeln. Sie entsprechen Drehungen
um 27k/n mit k € Z. Die vierten Einheitswurzeln sind 1, i, —1, —i.

Folgerung 11.29. Sei A € C™™ und k € N mit A¥ = A. Dann ist A diagonalisierbar.
Beweis. Das Minimalpolynom g4 teilt X* — X = X(X*=! — 1) nach [Lemma 10.44] Die Nullstellen

von X* — X sind die (k — 1)-ten Einheitswurzeln und 0. Nach [Lemma 10.24] zerfillt 114 in paarweise
verschiedene Linearfaktoren. Die Behauptung folgt nun aus O

Beispiel 11.30. Sei & € N und A := D(27/k). Wegen A1 = AAF = AD(27) = A ist A iiber C
diagonalisierbar, aber nicht unbedingt iiber R.

Definition 11.31. Die Abbildung C — C, a + bi — a — bi =: a + bi heiltt komplere Konjugation.
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Lemma 11.32. Fiir z,w € C gilt |2]? =22, 2t w=Z+ W und Zw = Z - W.

Beweis. Fir z =a+ bi und w = ¢+ di gilt
|2 = a® + b% = (a + bi)(a — bi) = 27,

z+tw=a+c—(b+di=a—-bi+c—di=zZ+w,
zZw = ac — bd — (ad + bc)i = (a — bi)(c — di) =z - w. O

Bemerkung 11.33.

(a) Fiir Matrizen A = (a;;) € C"™*™ definieren wir A := (@;) € C"*™. Fiir B = (b;;) € C™*¥ gilt

(b) Nach |[Lemma 11.27| hat das Polynom X™ — z fiir jedes z € C eine Nullstelle (insbesondere ist i
eine Nullstelle von X2 + 1). Erstaunlicherweise besitzt sogar jedes nicht-konstante Polynom in
C[X] eine Nullstelleﬁ

Satz 11.34 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom o € C[X]\ C besitzt eine Nullstelle in C.

Beweis. Der Beweis benutzt Analysis (genauer die Vollstdndigkeit von R) und ist fiir diese Vorlesung
zu schwierig. Siehe |Algebra-Skript. O

Folgerung 11.35. Jedes normierte Polynom « € C[X]|\ C zerfallt in Linearfaktoren.

Beweis. Induktion nach d := deg(ca) > 1. Im Fall d = 1 ist « selbst ein Linearfaktor, da o normiert ist.
Sei nun d > 2. Nach dem Fundamentalsatz besitzt a eine Nullstelle x € C. Nach existiert
ein f € C[X]| mit o = (X — z)5 und deg(8) = d — 1. Da « normiert ist, muss auch § normiert sein.
Nach Induktion zerféllt 5 in Linearfaktoren und damit auch a. O

Beispiel 11.36. Sei o € R[X] mit ungeradem Grad. Um zu zeigen, dass « eine Nullstelle hat, konnen
wir annehmen, dass « normiert ist. Dann gilt lim,_, 1~ a(x) = £00. Nach dem Zwischenwertsatz der
Analysis besitzt die stetige Funktion R — R, x — «(x) eine reelle Nullstelle. In der Praxis lasst sich
eine solche Nullstelle allerdings nur niherungsweise berechnen. Sei konkret @ := X® — 4X 4 2. Anhand
des Graphen von « vermuten wir eine Nullstelle in der Nihe von zg := 0.5. Sei o = 5X* — 4 die
Ableitung von « (Analysis). Beim Newton- Verfahren berechnet man die rekursive Folge

Tptl 1= Ty — (n>0),

also 1 = 0.50847 ..., x9 = 0.50849948 ... usw. Ist x¢ (so wie hier) ,,gut* gewéhlt, so konvergiert die
Folge (xy)n quadratisch gegen eine Nullstelle, d. h. mit jeder Iteration verdoppelt sich die Anzahl der
korrekten Dezimalstellen. Tatséchlich sind bereits alle angegebenen Dezimalstellen von zo korrekt.

8Man sagt: C ist algebraisch abgeschlossen.
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Bemerkung 11.37. Sei 2 € C eine Nullstelle von o = 3~ a, X* € C[X]. Wir definieren @ := " az X* €
C[X]. Es gilt dann
a(z) = Zakxk =a(z)=0=0,
d.h. T ist eine Nullstelle von @. Im Fall o € R[X] gilt also: a(z) =0 <= «a(Z) = 0. Ggf. ist
(X —2)(X —7) = X?— (2 +T)X + 2T = X2 — 2Re(z) X + |z|> € R[X]

ein Teiler von a.

11.5 Der Hauptachsensatz

Satz 11.38 (Hauptachsensatz). Sei V' ein euklidischer Raum und f € End(V). Genau dann ist
f symmetrisch, wenn V eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von f besitzt. Insbesondere sind
symmetrische Endomorphismen diagonalisierbar.

Beweis. Sei B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f. Dann ist p[f]|p eine Diagonalmatrix
und daher symmetrisch. Nach ist f symmetrisch. Sei nun umgekehrt f symmetrisch.
Wir argumentieren durch Induktion nach n := dim V. Im Fall n = 1 kann jeder normierte Vektor fiir
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren verwendet werden. Sei also n > 2 und die Behauptung fiir
n — 1 bereits bewiesen. Sei zunédchst B eine beliebige Orthonormalbasis von V. Dann kénnen wir die
symmetrische Matrix A := p[f]p auch als komplexe Matrix auffassen. Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra besitzt x4 € C[X] \ C eine Nullstelle A € C. Also ist A ein Eigenwert von A. Sei
v =(v1,...,u,)" € C"*! ein entsprechender Eigenvektor. Wegen

n n
A Z lvi|? = Aot = T'Av = (T' Av)* = v' AT = v AT = v' Av = \'T = XZ |v;]?
i=1 =1
ist A= X € R. Nun ist A auch ein Eigenwert von f und wir konnen einen entsprechenden Eigenvektor

b1 € V wihlen. Nach Normierung ist |b1| = 1. Fiir U := b7 gilt V = (b1) ® U nach [Lemma 11.15| Fiir
uwe U gilt

[f(u), b1] = [u, f(b1)] = Alu, b1] = 0,
d.h. f(u) € U. Daher liegt die Einschrdnkung g := f|y in End(U). Offenbar ist g auch symmetrisch.

Wegen dim U = n — 1 besitzt U nach Induktion eine Orthonormalbasis bo, ..., b, € U aus Eigenvektoren
von g. Wegen f(b;) = g(b;) sind bo, ..., b, auch Eigenvektoren von f. Insgesamt ist by, ..., b, eine
Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f. O

Folgerung 11.39. Genau dann ist A € R™"™ symmetrisch, wenn eine Matriz S € O(n,R) mit
SYAS = diag(\1, ..., \n) existiert. Ggf. sind \1,. .., \, die Eigenwerte von A.

Beweis. Ist D := S*AS = diag(\1, ..., \n), so gilt
A= (SDS")' = SD'S* = SDS" = A,

d.h. A ist symmetrisch. Fiir die Umkehrung sei V' := R"” und f € End(V) mit [f] = A. Sei A symmetrisch.
Nach [Lemma 11.20]ist f symmetrisch. Nach dem Hauptachsensatz existiert eine Orthonormalbasis B
von V bestehend aus Eigenvektoren von f. Sei E die Standardbasis von V und S := gAp € GL(n,R).

Da die Spalten von S aus den Vektoren von B bestehen, gilt S € O(n,R). Aus folgt
S'AS = STYAS = p[f]B = diag(A1, ..., \n)

mit den Eigenwerten Aq,..., A\, € R von f. O
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Bemerkung 11.40. Sei f € End(V') symmetrisch. Seien v, w € V' Eigenvektoren von f zu verschiedenen
Eigenwerten A bzw. pu. Dann gilt A[v,w] = [f(v),w] = [v, f(w)] = plv,w] und es folgt [v,w] = 0.
Merkregel: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Man kann die gesuchte
Orthonormalbasis von V' also berechnen, indem man das Gram-Schmidt-Verfahren auf jeden Eigenraum
anwendet.

Beispiel 11.41. In [Beispiel 8.4 hatten wir die Abbildung f € End(R?) mit symmetrischer Matrix
211
A=[fl=11 2 1
11 2
untersucht. Es gilt
1
EI(A) = < 0 > 1 >a E4(A) = < 1 >
1

(beachte: tr(A) =6 =1+ 1+ 4). Das Gram-Schmidt-Verfahren fiir F(A) liefert

1 1
by == (1707 _1)7 by = (07 L, _1) - 7(1707 _1) = §<_1727 _1)'

2

Der Eigenvektor zum Eigenwert 4 muss nur normiert werden. Insgesamt erhélt man die Orthonormalbasis

%(1,07 —-1), %(—1,2, —1), %(1, 1,1) aus Eigenvektoren von f. Fiir die orthogonale Matrix

vi =16 1/v3
S:=1| o0 26 13
vz —1/\E 13

gilt S'AS = S~'AS = diag(1,1,4). Man kann das Ergebnis nutzen, um Wurzeln von Matrizen zu
ziehen. Fiir /A := S diag(1,1,2)S" gilt namlich

VA = S diag(1,1,2)5°S diag(1, 1,2)St = Sdiag(1, 1,2)25" = S diag(1, 1,4)S* = A.
Mehr dazu in [Satz 12.46[ und [Satz 14.42)

Satz 11.42 (EULER). Sei V ein 3-dimensionaler euklidischer Raum und f € O(V). Dann existiert
eine Orthonormalbasis B von V' und ein Winkel ¢ mit

slfls = <i;)1 D?@) |

Beweis. Da 3 ungerade ist, besitzt x s eine Nullstelle A € R nach [Beispiel 11.36| (oder [Bemerkung 11.37)).
Nach [Bemerkung 11.21]ist A € {4-1}. Sei b; ein entsprechender normierter Eigenvektor und U := by
Fiir u € U gilt

[f(u)a bl] = [f(u)7 )\2b1] = A[f(u)a f(bl)] = A[u7 bl] =0
und f(u) € U. Daher liegt die Einschrinkung g := fi; in O(U). Fiir eine Orthonormalbasis C' := {b2, b3}

von U ist ¢lg]c € O(2,R) nach [Lemma 11.20} Im Fall det(g) = 1 ist ¢[g]c = D(p) nach [Beispiel 11.22

und die Behauptung folgt mit B := {b1, ba, b3}. Sei nun det(g) = —1. Nach |Beispiel 11.22|ist g eine
Spiegelung mit Eigenwerten 1 und —1. Da dies auch Eigenwerte von f sind, kénnen wir A durch

—\ ersetzen und by entsprechend wéhlen. Anschliefsend ist det(g) = 1 und die Behauptung folgt wie
ZUvor. Ul
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Bemerkung 11.43. Die Matrizen in [Satz 11.42 mit Determinante 1 (also von der Form diag(1, D(y)))
entsprechen Drehungen um den Winkel ¢, wobei die Drehachse vom ersten Basisvektor aufgespannt
wird. Nach dem Determinantensatz ist die Komposition von Drehungen wieder eine Drehung (im
2-dimensionalen Raum ist dies klar wegen D(p)D(¢)) = D(¢ + )). Achtung: Die orthogonalen
Abbildungen mit Determinante —1 sind nicht unbedingt Spiegelungen. Es gibt auch sogenannte
Drehspiegelungen, d. h. Kompositionen einer Drehung mit einer Spiegelung.

Beispiel 11.44. Wihrend eines Fufiballspiels gibt es einen Punkt auf der Oberflache des Fufsballs, der
sich zu zwei verschiedenen Zeitpunkten exakt am gleichen Ort befindet. Begriindung: Der Mittelpunkt
des Fufsballs liegt zu Beginn der ersten und zweiten Halbzeit auf dem Anstofspunkt. Dazwischen fiihrt
der Ball mit jedem Schuss eine Drehung (und Translation) aus. Da die Komposition von Drehungen
wieder eine Drehung ist, wird auch die Transformation auf dem Anstofspunkt durch eine Drehung f
beschrieben. Die Drehachse von f schneidet die Oberfliche des Balls an zwei Punkten. Diese bleiben
also fest.

Definition 11.45. Sei V ein euklidischer Raum und v € V'\ {0}. Man nennt

[w, v]

Syt V=V, w—w—2
[v, v]

die Spiegelung an v*.

Bemerkung 11.46. Fiir A € R* ist Sy, = 5,. Wir kénnen daher annehmen, dass v normiert ist. Dann
gilt

Sy(w) = w — 2[w, v]v
fiir alle w € V. Offenbar ist S, linear und S,(w) = w gilt genau dann, wenn w € v'. Auferdem
ist S,(v) = —v. Geometrisch entspricht S, also einer Spiegelung an der Hyperebene v'. Bzgl. einer
geeigneten Basis hat S, die Darstellungsmatrix diag(—1,1,...,1) (vgl. [Aufgabe 42). Insbesondere ist
S, orthogonal und det S, = —1. Aufserdem gilt S, 0 .S, = idy.

Satz 11.47 (CARTAN-DIEUDONNE). Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Raum und f € O(V).
Dann ist f eine Komposition von héchstens n Spiegelungen.

Beweis. Im Fall f =idy ist f die Komposition von 0 Spiegelungen. Sei daher f # idy und w € V mit
f(w) # w. Im Fall n = 1ist f = —idy = S1. Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 bereits
beweisen. Fiir v := f(w) —w # 0 gilt

[f (w) +w, 0] = [f(w) +w, fw) —w] = [f(w), f(w)] = [w,w] =0,
d.h. f(w)+w € vt. Also ist

1 1
(Sy o f)(w) = §<Sv(f(w) +w) + Sy(v)> = i(f(w) +w—v) =w.
Sei U := w*. Wegen g := S, 0 f € O(V) ist g(U) = U. Nach Induktion ist gy eine Komposition
von hochstens n — 1 Spiegelungen Sy, ..., Sy, mit wy,...,w; € U. Man kann §,,, mit der gleichen
Formel auch als Spiegelung von V auffassen. Wegen w € U~ gilt Sy, (w) =w fir i =1,..., k. Damit
ist f =5, o g ein Produkt von hichstens n Spiegelungen. O

Bemerkung 11.48. Nach [Bemerkung 11.46|ist f € SO(V) ein Produkt einer geraden Anzahl an
Spiegelungen. Insbesondere benttigt man im Fall dim V' = 2n + 1 nur 2n Spiegelungen.
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12 Bilinearformen

12.1 Gram-Matrizen

Bemerkung 12.1. Wir verallgemeinern in diesem Kapitel Teile der euklidischen Geometrie auf beliebige
Korper. Stets sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 12.2.

e Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung 5: V x V — K, die in der ersten und zweiten
Komponente linear ist, d. h.

Bt + v, w) = AB(u, w) + B(v, w),
B(u, Av + w) = A\B(u,v) + B(u, w).
fiir alle u,v,w € V und X\ € K.
e Man nennt 3
— symmetrisch, falls f(v,w) = B(w,v) fir alle v,w € V gilt.
— antisymmetrisch, falls (v, w) = —p(w,v) fir alle v,w € V gilt.
— alternierend, falls S(v,v) = 0 fiir alle v € V gilt.
ausgeartet, falls v € V \ {0} : Vw € V : f(v,w) = 0.

Beispiel 12.3.

(a) Die triviale Bilinearform (v, w) = 0 fiir alle v,w € V ist symmetrisch, antisymmetrisch und
alternierend. Fiir V' # {0} ist sie ausgeartet. In der Regel interessieren wir uns fiir nicht-ausgeartete
Bilinearformen.

(b) Ein Skalarprodukt f(v,w) = [v,w] auf einem euklidischen Raum V ist eine symmetrische
Bilinearform. Fiir V' # {0} ist 8 nicht-ausgeartet, denn [v,v] = |v|> > 0 fiir v # 0.

(c) Fiir V= K™ und A € K™ definiert 84 (v, w) := vAw® eine Bilinearform. Dies folgt aus den
Rechenregeln fiir Matrizen. Wir werden in [Satz 12.9] sehen, dass jede Bilinearform diese Form hat.

(d) Die Wahl A = 1,, in|(c)| fithrt zur symmetrischen Bilinearform

n

B(v,w) = vw' = Zviwi.

i=1
Im Fall K =R erhélt man das Standardskalarprodukt.
(e) Sei V := K? und B(v,w) := det(y) fiir v,w € V. Nach ist 3 eine alternierende

Bilinearform. Im Allgemeinen ist det eine Multilinearform.
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Bemerkung 12.4.

(a) Jede alternierende Bilinearform S ist antisymmetrisch, denn aus
0=p0+w,v+w)=pBv,0)+B(v,w) + Bw,v) + f(w,w) = (v, w) + f(w,v)

folgt B(v,w) = —B(w,v). Fir K € {Q, R, C} gilt auch die Umkehrung, denn aus 8(v,v) = —S(v,v)
folgt B(v,v) = 0. Fiir K = Fq ist diese Schlussweise ungiiltig, denn 1+ 1 = 0. Hier ist symmetrisch
und antisymmetrisch sogar gleichbedeutend. Insbesondere ist die Bilinearform 8(v, w) = vw" auf
V = K" (anti)symmetrisch, aber nicht alternierend. Um diesen Fall zu vermeiden, werden wir im
Folgenden oft 1 +1 # 0 annehmenE

(b) Jede symmetrische Bilinearform f definiert eine quadratische Form q: V — K durch ¢(v) :=
B(v,v). Ist 1+ 1 # 0, so kann 3 aus ¢ durch Polarisierung zurtickgewinnen:

B(v,w) = %(q(v +w) —q(v) — q(w)) (v,we V).

Satz 12.5. Die Menge Bil(V') aller Bilinearformen auf V ist Unterraum von Abb(V x V, K).

Beweis. Die Nullabbildung ist die triviale Bilinearform. Sei 8,y € Bil(V) und A € K. Wie in [Satz 7.13
zeigt man, dass 4+ v und A5 in der ersten und zweiten Komponenten linear sind (allerdings ist
Bil(V) € Hom(V x V, K)). Dies zeigt 8 + v, A8 € Bil(V). O

Bemerkung 12.6. Offenbar bilden die symmetrischen (antisymmetrischen, alternierenden) Biline-
arformen jeweils einen Unterraum von Bil(V). |[Satz 12.9 gibt Aufschluss iiber die Dimension dieser
Unterraume.

Satz 12.7. Sei f € Bil(V). FirveV sei F,: V= K, w~— (v,w). Dann ist F: V — V* v~ F,
st ein Homomorphismus. Genau dann ist B nicht-ausgeartet, wenn F' ein Isomorphismus ist.

Beweis. Wegen der Bilinearitdt von g ist F, € V* und F' ein Homomorphismus. Offenbar ist
genau dann nicht-ausgeartet, wenn F' injektiv ist. Wegen dim V* = dim V' ist injektiv dquivalent zu
bijektiv. 0

Definition 12.8. Sei ( eine Bilinearform auf V. Sei B := {by,...,b,} eine Basis von V. Man nennt

8l8]5 = (Bbi, b)) ._, € K™

ij=1
die Gram-Matriz von [ bzgl. B. Ist V = K™ und B die Standardbasis, so sei [3] := p[f]B.
Satz 12.9. Sei B eine Basis von V mit |B| = n. Dann ist die Abbildung
gl]p: Bil(V) —» K™", B — B[AlB
ein Isomorphismus. Fir A := g[f]p gilt:

(a) B symmetrisch <= A symmetrisch.

b) B antisymmetrisch <= A'= —A
(

!Neben F gibt es viele (auch unendliche) Kérper mit 1+ 1 = 0.
2Man nennt A antisymmetrisch oder schiefsymmetrisch.
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(c) B nicht-ausgeartet <= A invertierbar.

Beweis. Fiir 5,y € Bil(V) und A € K gilt

BAB +9]B = (A8 +7)(bi, b)) = A(B(bi, b;)) + (v(bi, b;)) = AB[B]s + B[V]B;

d.h. g[.]p ist linear. Ist g[B]p = 0, so gilt
B30 Abi D msbs) = 3 Ay Blbisb) = 0
1]

fur alle A\;, u; € K. Also ist § = 0 und p[.]p ist injektiv. Fiir die Surjektivitét sei A € K™*" gegeben.
Aus der Linearitét der Koordinatendarstellung v — glv] (siehe Beweis von [Satz 7.10|) folgt, dass

B(v,w) := plv]Ap[v]"

eine Bilinearform definiert. Wegen £(b;,b;) = e,;Ae;- = a;j ist p[B]p = A. Also ist g[.]p ein Isomorphis-
mus.

(a) Ist § symmetrisch, so gilt a;; = B(b;,b;) = B(bj,b;) = ay; fiir alle 1 < i,j < n. Daher ist A
symmetrisch. Sei umgekehrt A symmetrisch. Dann ist §(b;,b;) = a;; = aj; = [(bj,b;). Fiir

Blv] = (v1,...,v,) und plw] = (w1, ..., w,) folgt
Bv,w) = Z viw;B(bi, by) = Z viw;B(bj, b;) = B(w,v),
1<i,j<n 1<i,j<n

d. h. 8 ist symmetrisch.

b) Ist B antisymmetrisch, so gilt a;; = 8(b;, b;) = —B(b;,b;) = —a;; und A* = —A. Die Umkehrung
J j j J
zeigt man wie in @

(c) Sei 3 ausgeartet und v # 0 mit B(v,w) = 0 fiir alle w € W. Fiir z := g[v]* und i = 1,...,n gilt
dann

eidz =Y B(bs, bj)zj = B(bs,v) = 0.

=1
Dies zeigt Az = 0. Nach ist A nicht invertierbar. Ist umgekehrt A nicht invertierbar, so
existiert z € K™\ {0} mit Az = 0. Fiir v = Y, 2;b; gilt dann B(v,w) = 0 fiir alle w € V.
Daher ist 3 ausgeartet. O

Beispiel 12.10. Sei 1 +1 # 0 in K und n := dim V' ungerade. Sei 5 € Bil(V) antisymmetrisch mit
Gram-Matrix A bzgl. einer beliebigen Basis. Nach gilt

det(A) = det(A') = det(—A) 2= (—1)" det(A) = — det(A)

und det(A) = 0. Daher muss 3 ausgeartet sein.

Satz 12.11. Seien B und C Basen von V. Fir alle 8 € Bil(V') gilt

clBle = BALB[BlBEAC.
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Beweis. Sei B = {b1,...,b,}, C ={c1,...,cp} und S = (s45) = pAc. Fiir 1 <4,j < n gilt

B(ci, ¢j) = Z skiB(br, by) sy = Zski(B[ﬁ]BS)kj = (S'5[8]B9)i;- O
k=1

kl=1

Definition 12.12. Matrizen A, B € K™*" heiken kongruent, falls ein S € GL(n, K) mit B = SAS"
existiert Pl

Bemerkung 12.13.

(a) Wie in [Bemerkung 7.30| zeigt man, dass die Kongruenz von Matrizen eine Aquivalenzrelation
ist. Nach [Satz 12.9| und [Satz 12.11| bestimmt jede Bilinearform auf V eine Kongruenzklasse
von Gram-Matrizen. Wir zeigen im néchsten Abschnitt, dass man Bilinearformen &dhnlich wie
Endomorphismen diagonalisieren kann.

(b) Nach [Lemma 5.15]ist
rk(B) = 1k(SAS") < min{rk(S),rk(AS")} = rk(AS*) < min{rk(A),rk(S")} = rk(A).

Aus Symmetriegriinden folgt rk(B) = rk(A), d.h. kongruente Matrizen haben den gleichen
Rang. Andererseits haben A und B nicht unbedingt die gleiche Determinante, denn det(B) =
det(SASY) = det(S)? det(A). Wegen [Bemerkung 10.35{ haben A und B in der Regel auch nicht
die gleichen Eigenwerte. Bereits im Fall n = 1 sieht man, dass A und B ebenso nicht die gleiche
Spur haben.

(c) Nach dem Hauptachsensatz ist jede symmetrische reelle Matrix kongruent und dhnlich zu einer
Diagonalmatrix.

12.2 Sylvesters Tragheitssatz

Definition 12.14. Sei § € Bil(V) und S C V. Wie in euklidischen Rédumen definieren wir das
orthogonale Komplement von S durch

Sti={veV:VsecS:pB(vs) =0}

Bemerkung 12.15.

(a) In der Definition von S+ miisste man streng genommen zwischen ,links-orthogonal“ und ,rechts-
orthogonal“ (Vs € S : 3(s,v) = 0) unterscheiden. In der Regel werden wir annehmen, dass 8
(anti)symmetrisch ist, sodass beide Versionen &quivalent sind.

(b) Fiir U <V ist U+ < V. Genau dann ist 3 ausgeartet, falls V+ # {0} gilt.
Satz 12.16. Sei 8 € Bil(V) nicht-ausgeartet. Fiir U <V gilt dimV = dim U + dim U+,

Beweis. Sei F':' V — V* v+ F, der Isomorphismus aus Dann gilt
F,e F(UY) < YueU:F,(u)=f(v,u) =0 < F, e U°,
d.h. F(U+') = U°. Die Behauptung folgt aus [Lemma 7.43 O

3Im Gegensatz zu Ahnlichkeit fithren wir kein Symbol fiir die Kongruenz von Matrizen ein.
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Bemerkung 12.17. Achtung: Im Gegensatz zu euklidischen Rdumen gilt im Allgemeinen weder
UNU*L = {0} noch V =U @ U™ . Sei zum Beispiel V = F2 und [3] = 12. Fiir U = ((1,1)) gilt U = U+.

Definition 12.18. Sei g € Bil(V) symmetrisch. Eine Basis B = {b1,...,b,} von V heifst Orthogo-
nalbasis bzgl. 3, falls B(b;,b;) = 0 fiir ¢ # j gilt. Ist zusétzlich 5(b;,b;) = 1, so nennt man B eine
Orthonormalbasis bzgl. 3.

Bemerkung 12.19.

(a) Offenbar ist B genau dann Orthogonalbasis (bzw. Orthonormalbasis) bzgl. 3, falls g[f]p eine
Diagonalmatrix (bzw. g[5]p = 1,,) ist.

(b) Nach [Folgerung 11.11] besitzt jedes Skalarprodukt auf einem euklidischen Raum eine Orthonor-
malbasis.

Satz 12.20. Sei 141 # 0 in K. Dann besitzt jede symmetrische Bilinearform auf V eine Orthogonalbasis.

Beweis. Sei € Bil(V') symmetrisch. Wir argumentieren durch Induktion nach n := dim V. Im Fall
n < 1 oder f = 0 ist jede Basis eine Orthogonalbasis. Sei also n > 2 und S(v,w) # 0 fiir gewisse
v,w € V. Im Fall 8(v,v) = f(w,w) =0 ist

Bv+w, v+ w) = B(v,v) + Bv,w) + f(w,v) + f(w,w) = 26(v,w) # 0

(beachte 1+ 1 # 0). In jedem Fall existiert also ein by € V'\ {0} mit 8(b1,b1) # 0. Sei U := (by). Wegen
UNU* = {0} ist V= U@ U™ . Die Einschrinkung von § auf U x U ist eine symmetrische Bilinearform.
Nach Induktion besitzt U+ eine Orthogonalbasis bo, . . ., b,. Nun ist by, ..., b, eine Orthogonalbasis von
V. O

Bemerkung 12.21.

(a) Die Matrix-Version von [Satz 12.20| lautet: Jede symmetrische Matrix ist zu einer Diagonalmatrix
kongruent (falls 1 + 1 # 0). Wir werden sehen, dass man die Diagonaleintrige speziell wihlen
kann.

(b) Ist 1+1 =0 in K, so wird [Satz 12.20] falsch: Die Bilinearform 8 mit [3] = ({}) besitzt keine
Orthogonalbasis, denn B(v,v) = 0 fiir alle v € K2.

(c) Das Gram-Schmidt-Verfahren zur Berechnung von Orthogonalbasen funktioniert in dieser Allge-
meinheit nicht immer, denn man muss durch §(b;, ;) teilen, aber dieser Wert kann 0 sein. Wir
modifizieren stattdessen den Gaufs-Algorithmus wie folgt:

(1) Sei A := [B]. Nehmen wir induktiv an, dass die Zeilen und Spalten 1,...,k —1 von A bereits
die gewiinschte Diagonalgestalt haben (zu Beginn sei k = 1).

(2) Nehmen wir zunéchst agr # 0 an. Dann kann man a;, = 0 fiir i = k+1, ..., n erreichen, indem
man wie gewohnt ein Vielfaches der k-ten Zeile auf die darunterliegenden Zeilen addiert. Dies
entspricht der Multiplikation mit Elementarmatrizen S, ...,S,_; von links. Anschlieffend
setze man ay; = 0 fiir i = k + 1,...,n. Dies entspricht der Multiplikation von S}, ... vsz—k
von rechts (in beliebiger Reihenfolge). Insgesamt wird A zu SAS®, wobei S = Sy...S,.
Wegen (SASY)t = (S')PALSt = SAS® bleibt A durch dieses Vorgehen symmetrisch.
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(3) Sei nun agr = 0. Existiert ein [ > k mit a; # 0, so tausche man die Zeilen k£ und [ und
anschliekend die Spalten k£ und [. Dadurch werden ax; und a; vertauscht und A bleibt
symmetrisch. Man ist nun in Situation

(4) Sei schlielich a;; = 0 fiir i = k,...,n. Ist a;; = 0 fiir alle £ < ¢, < n, so sind wir fertig. Sei
daher a;; # 0 fiir gewisse k < i < j < n. Wir addieren die i-te Zeile zur j-ten Zeile und
anschliefsend die i-te Spalte zur j-ten Spalte. Der Eintrag an Position (j, ) wird dadurch zu
2aij # 0 (beachte 14 1 # 0). Also ist man in Situation [(3)]

(5) Zur Bestimmung der Orthogonalbasis B fiithre man alle Zeilenoperationen (aber nicht die
Spaltenoperationen) an der Einheitsmatrix aus. Dadurch entsteht die Matrix S € GL(n, K),

sodass SAS® eine Diagonalmatrix ist (vgl. [Satz 6.17). Nach [Satz 12.11|sind die Zeilen von S
die Vektoren von B.

Beispiel 12.22.

+
$
OlllOOj+ 21 21 10 —1/2 4-1
(A13)=]1 0 1|0 1 0 ~101010]+
1 1 0]0 0 1 2 1 1({0 0 1 +
2 1 2 1 1 0 2 0 0 1 1 0
~ [0 =12 0 |-1l2 12 O]~ [0 =12 0O |-12 12 0
o 0 -1f-1 -11 o 0 -1] -1 -11
1 1 0
S=1[-12 12 0
-1 -1 1

Satz 12.23 (SYLVESTERs Trégheitssatz). Sei § eine symmetrische Bilinearform auf V- =R"™. Dann
existiert eine Basis B von V. mit

BBl = diag(1,, —15,04).
Die Zahlen r,s,t hingen nicht von B ab.

Beweis. Nach [Satz 12.20| existiert eine Orthogonalbasis B = {by,...,b,} von V. Nach Umsortierung

konnen wir
>0 firi=1,...,r,

B(bi,bi)s <0 firi=r+1,...,r+s,
=0 firi=r+s+1,...,r+s+t=n
annehmen. Fiir ¢ = 1,...,7 + s ersetzen wir b; durch mbi. Dann gilt B(b;, b)) =1 fiiri=1,...,r
und B(b;,b;)) = —1firi=r+1,...,7r+ s. Damit ist die Existenz von B gezeigt.

Wegen V+ = (b.ysi1,...,b,) hiingt t = dim V- nicht von B ab. Sei V, := (by,...,b,). Fiir v =
S b € Vi mit A € R gilt B(v,0) = Y0 A2 > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0. Sei
B’ = {V,...,b,} eine weitere Basis von V' mit

B’ [B]B’ = diag(lr’a _15’3 Ot)
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Sei Vi := (b 1y, by). Fiir v € Vi N VS, gilt einerseits S(v,v) > 0 und andererseits 3(v,v) < 0.

ren

Dies zeigt B(v,v) = 0 und v = 0. Also ist Vi NV, = {0} und
r+s +t=dim(Vy @ V) <dimV =n=r+s+t.

Es folgt s’ < s. Aus Symmetriegriinden ist s’ = s und ' = r. O

Definition 12.24. In der Situation von [Satz 12.23| nennt man ind(3) := (r, s, t) den Index von ﬁﬁ
Fiir eine symmetrische Matrix A € R™*" definiert man ind(A) := ind(f) durch der Bilinearform £ mit

6] = A.

Beispiel 12.25.
(a) Jedes Skalarprodukt auf R™ hat Index (n,0,0).
(b) Ist ind(B) = (r,s,t), so ist 8 genau dann ausgeartet, wenn ¢ > 0 gilt.

(c) In der Relativitiitstheorie betrachtet man den Minkowski-Raum R* bzgl. einer Bilinearform 3 mit
Index (3,1,0). Die vierte Dimension beschreibt dabei die Zeit.

Bemerkung 12.26. Zur Berechnung des Index einer Matrix A kann man zunéchst eine Orthogonalbasis
B mit dem modifizierten Gauf-Algorithmus aus [Bemerkung 12.21| bestimmen (beachte: 141 # 0 in R).
Anschlieffend z&hlt man die positiven und negativen Eintriage auf der Hauptdiagonale. Dividiert man
die Vektoren in B jeweils durch die Wurzel des entsprechenden Diagonaleintrags, so erhiilt man die

Basis B wie im Beweis von [Satz 12.23] Die Matrix aus [Beispiel 12.22| hat zum Beispiel Index (1, —2,0)
bzgl.

B= {\}5(1,1,0), \%(—1,1,0), (—1—1,1)}.

Satz 12.27. Sei A € R™" symmetrisch mit Index (r,s,t). Dann ist r die Anzahl der positiven

Eigenwerte und s die Anzahl der negativen Eigenwerte von A jeweils gezahlt mit (algebraischen)
Vielfachheiten.

Beweis. Nach der Matrix-Version des Hauptachsensatzes ist A zu diag(A1, ..., \,) kongruent, wobei
A, ..., A die Eigenwerte von A sind (die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts stimmt mit der
geometrischen Vielfachheit iiberein). Man kann das Argument aus dem Beweis von [Satz 12.23| auf diese

Matrix anwenden. Die positiven \; werden dabei zu 1 transformiert und die negativen zu —1. O

Folgerung 12.28. Fir symmetrische Matrizen A, B € R™*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) A und B sind kongruent.
(2) ind(A) = ind(B).

(8) A und B haben die gleiche Anzahl an positiven Eigenwerten und die gleiche Anzahl an negativen
Eigenwertenﬁ

4Dieser Begriff ist in der Literatur nicht einheitlich! Manche Autoren nennen r — s die Signatur von 3. Aus Dimension,
Rang und Signatur lasst sich der Index bestimmen.
®Das beschreibt die Trigheit in Sylvesters Satz.
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Beweis. Da kongruente Matrizen die gleiche Bilinearform beschreiben, gilt |(1)=1(2)l Aus [Satz 12.27
folgt [(2)=1(3)F Gilt so haben A und B den gleichen Index nach [Satz 12.27| Also sind A und B
kongruent, d. h. gilt. O

Bemerkung 12.29.

(a) Fiir jedes m < n gibt es genau m + 1 Kongruenzklassen von symmetrischen n x n-Matrizen mit

Rang m (ndmlich mit Index (i,m —i,n —m) fir i = 0,...,m). Daher gibt es
n n+1
B _ (n+1)(n+2)
St 1) = 3=
m=0 m=1

symmetrische Bilinearformen auf R™ bis auf Basiswahl (vgl. [Beispiel 1.16]).

(b) Arbeitet man iiber C anstatt R, so kann man stets g[5]p = diag(1,,0;) erreichen. Man kann
namlich jeden Basisvektor b mit 5(b,b) < 0 durch |Bl(b b)|b ersetzen. Daher gibt es nur n + 1

symmetrische Bilinearformen auf C" bis auf Basiswahl. Wir beweisen in [Satz 13.25| Sylvesters
Trégheitssatz iiber C mit einem anderen Kongruenzbegriff.

Satz 12.30. Sei V ein beliebiger K -Vektorraum. Sei 5 € Bil(V') alternierend und nicht-ausgeartet.

Dann existiert eine Basis B von V' mit g|B]p = (_Ofn (I)Z)

Beweis. Induktion nach dim VH Sei by € V' \ {0}. Da 8 nicht-ausgeartet ist, existiert ¢; € V mit
B(b1,c1) # 0. Indem man ¢; durch B(by, 1) tey ersetzt, erreicht man B(by,c;) = 1. Sei U := (b1, c1).
Fiir v = Aby + pey € U gilt B(v,b1) = pB(c1,b1) = —p und B(v,c1) = A Dies zeigt UN UL = 0.
Nach gilt V. =U @ UL, Fiir u € U existiert ein v € V mit B(u,v) # 0. Schreibt man
v = v] +vo mit vy € U und vy € UL, so folgt B(u, v2) = B(u,v) # 0. Daher ist auch die Einschrinkung
B von B auf ULt x Ut nicht-ausgeartet und alternierend. Nach Induktion besitzt U eine Basis

B' ={bs,...,by,co,...,cp} mit
Op—1  lp1
/ o n n
ol = (G ).
Nun ist B = {b1,...,bp,c1,...,cn} eine Basis mit der gewiinschten Eigenschaft. O]

Bemerkung 12.31. Ein Vektorraum V mit einer alternierenden, nicht-ausgearteten Bilinearform nennt
man einem symplektischen Raum. Darauf gehen wir nicht weiter ein.

12.3 Positiv definite Matrizen

Bemerkung 12.32. In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die positive Definitheit von Skalarpro-
dukten in euklidischen Rdumen. Stets sei V' ein R-Vektorraum.

Definition 12.33. Eine symmetrische Bilinearform g € Bil(V') nennt man
e positiv (semi)definit, falls f(v,v) > 0 (bzw. B(v,v) > 0) fir alle v € V'\ {0},
o negativ (semi)definit, falls f(v,v) < 0 (bzw. B(v,v) < 0) fir alle v € V'\ {0},

5Nach [Beispiel 12.10|ist dim V gerade, aber das wird hier nicht benutzt.
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e indefinit, falls Jv,w € V : f(v,v) > 0 > f(w,w).

Diese Begriffe tibertragen sich auf symmetrische Matrizen A, indem man ein 5 mit [3] = A wéhlt.

Bemerkung 12.34.

(a) Offensichtlich ist jede positiv definite Bilinearform auch positiv semidefinit. Ist 5 positiv (se-
mi)definit, so ist —f negativ (semi)definit. Daher kann man sich in Regel auf die positive
Eigenschaft beschrianken.

(b) Ist B positiv (semi)definit, so ist die dazu gehorige quadratische Form aus [Bemerkung 12.4| positiv
(bzw. nicht-negativ).

(c) Die Summe von positiv (semi)definiten Bilinearformen und Matrizen ist wieder positiv (semi)definit.
Das Produkt von positiv (semi)definiten Matrizen ist in der Regel nicht symmetrisch und kann
nach unserer Definition nicht positiv (semi)definit sein.

Beispiel 12.35.
(a) Sei

Fir z € R™\ {0} gilt
n n—1 n—1
rAzt = 2237? -2 Z TiTipl = a:% + Z(wZ — a:i+1)2 + xi
i=1 i=1 i=1

Im Fall 21 # 0 oder z,, # 0 folgt zAx® > 2?2 + 22 > 0. Anderenfalls existiert ein i > 0 mit
r; = 0 # x;11. Dann ist ebenfalls xAz® > (z; — 2;11)? > 0. Also ist A positiv definit.
(b) In der Analysis bildet man aus den zweiten partiellen Ableitungen einer Funktion f: R™ — R die
2
Hesse-Matrix (gxf éﬁ)) € R™*" welche an einem Punkt x € R™ nur dann positiv definit sein kann,
10
wenn x ein lokales Minimum der Funktion ist.

Satz 12.36. Flir jede symmetrische Bilinearform B € Bil(V') mit Index (r, s,t) gilt

(a) B positiv semidefinit <= s =0.

(b) B positiv definit <= s=1=0.

(c) B indefinit <= s,t > 0.
Beweis. Sei B die Basis aus Sylvesters Trégheitssatz. Ist s > 0, so existiert ein b € B mit 5(b,b) = —1.
Dann kann £ nicht positiv semidefinit sein. Ist ¢ > 0, so existiert b € B mit (b, b) = 0. Dann kann
nicht positiv definit sein. Ist s = 0 (bzw. s =t = 0) so gilt 8(b,b) > 0 (bzw. 5(b,b) > 0) fiir alle b € B.

Da B eine Orthogonalbasis ist, folgt leicht, dass  positiv (semi)definit ist. Genau dann ist 3 indefinit,
falls b,c € B mit B(b,b) =1 = —f(c, ¢) existieren. Das bedeutet s,t > 0. O]
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Folgerung 12.37. Eine symmetrische Matriz A € R"*"™ ist genau dann positiv (semi)definit, wenn
alle Eigenwerte von A positiv (bzw. nicht-negativ) sind.

Beweis. Bekanntlich sind alle Eigenwerte von A reell. Die Behauptung folgt aus O

Beispiel 12.38. Fiir

2 01 1
A=(+a)=|" " 7 | erm
SR

funktioniert der Trick aus [Beispiel 12.35| nicht. Wegen rk(A — 1,,) = 1 ist 1 ein Eigenwert von A mit
(geometrischer) Vielfachheit n — 1 (vgl. |Aufgabe 26)). Der fehlende Eigenwert muss tr(A4) — (n — 1) =
2n —n+1=n+ 1 sein. Daher ist A positiv definit.

Bemerkung 12.39. Da sich die Eigenwerte in der Praxis nur schwer berechnen lassen, ist es niitzlich
andere Kriterien fiir die positive Definitheit zu kennen. Eine notwendige (aber nicht hinreichende)
Bedingung ist, dass alle Diagonaleintriige positiv sind, denn a;; = e; Ae}.

Lemma 12.40. Genau dann ist A € R™™"™ positiv semidefinit, wenn eine Matriz S € R™™ mit A = SS*
existiert. Ist A positiv definit, so ist S invertierbar.

Beweis. Sei A = SS* fiir ein S € R™". Fiir v € R" gilt vAv' = vS(vS)" = [vS|?> > 0. Daher ist A
positiv semidefinit. Ist S invertierbar, so gilt [vS| > 0 fiir alle v # 0. Dann ist A positiv definit. Sei
umgekehrt A positiv semidefinit. Nach Sylvesters Trégheitssatz undexistiert einU € GL(n,R)
mit A = UDU", wobei D = diag(1,,0;). Fiir S = UD gilt SS* = A wegen D? = D. Ist A positiv
definit, so ist S = U invertierbar. O

Satz 12.41 (SYLVESTER-Kriterium). Sei A = (a;;) € R™" symmetrisch und Ay = (aij)?;jzl fiir
1 <k <n. Genau dann ist A positiv definit, wenn det(Ax) > 0 fir k=1,...,n gilt.

Beweis. Induktion nach n: Im Fall n = 1 ist A genau dann positiv definit, falls det(A) = det(A;) = a;; >
0. Seinun n > 2 und 1 < k < n. Sei A positiv definit und v € R¥\ {0}. Fiir w := (vy,...,v,0,...,0) €
R" gilt vAxv* = wAw® > 0. Also ist Ay, positiv definit. Nach existiert ein S € GL(k,R)
mit A = SS*. Es folgt det(A;) = det(S)? > 0.

Nehmen wir umgekehrt det(Ag) > 0 fir £ = 1,...,n an. Nach Induktion ist A,,_; positiv definit. Sei
B € Bil(R") mit [3] = A. Dann ist die Einschrinkung 3; von 3 auf R*~! x R"~! positiv definit, denn
[B1] = Ap_1. Sei b},...,b!, | € R"! eine Orthonormalbasis von ;. Durch Anfiigen einer 0 erhilt man
die Vektoren b; := (b},0) € R™ mit

B(bi by) = b AL = b A1 = 6

fiir i = 1,...,n — 1. Sei V4 := (b, ...,by—1). Da B auf Vj positiv definit ist, gilt V3 N V= = {0}. Mit
b, € Vit \ {0} ist B = {b1,...,b,} eine Orthogonalbasis von R™ und

D := B[B]B = dla’g(17 L )‘)

fiir ein A € R. Da A und D kongruent sind, existiert ein S € GL(n,R) mit D = SAS*. Es folgt
A = det(D) = det(S)%det(A4) > 0. Mit D ist nun auch A positiv definit. O
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Beispiel 12.42.
(a) Die Matrix A = (%) ist genau dann positiv definit, wenn @ > 0 und ac > b?.

(b) Sei
2 -1 . |

-1 . . =1 2
Nach [Beispiel 12.35| gilt det(Ag) > 0 fir k = 1,...,4. Da die Zeilensummen von A verschwinden,

ist (1,...,1)" ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Dies zeigt det(A) = 0. Der Beweis von [Satz 12.41
zeigt, dass A positiv semidefinit ist, aber nicht positiv definit.

Bemerkung 12.43.

(a) Achtung: Aus det(Ay) > 0 fiir k = 1,...,n folgt nicht, dass A positiv semidefinit ist (betrachte

zum Beispiel A = (§ °))).

(b) Ebenso ist die negative Definitheit nicht zu det(Ax) < 0 &quivalent. Bekanntlich ist A genau
dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist. Dies ist #quivalent zu (—1)* det(Ay) > 0 fiir
k=1,...,n.

Satz 12.44. Eine symmetrische Matriz A € R™*™ mit charakteristischem Polynom
xa=X"+a X" ' +.. . +a, € RX]
ist genau dann positiv definit, falls die Koeffizienten von xa alternierende Vorzeichen haben,
d.-h.a;(—=1)" >0 firi=1,...,n.
Beweis. Sei a;(—1)* >0 fiir i = 1,...,n. Fiir A < 0 gilt dann
xa(N) = (D™ (A" + Jar ||\ + ... + |an]) # 0.

Also besitzt A nur positive Eigenwerte. Nach [Folgerung 12.37]ist A positiv definit.

Sei umgekehrt A positiv definit mit Eigenwerten Ay,..., A, > 0. Dann gilt

X4 = f[(X —A) = X" — (Zn: )X (30N XM (S A
=1

i=1 i<j
und
ak(—l)k = Z Aip oA, >0
11 <...<lp

firk=1,...,n. O
Beispiel 12.45. Fiir

2 -1 -1

A=1-1 2 -1
-1 -1 1

gilt
xa=(X-22%(X-1)42-2(X-2)— (X —1)=X>—-5X%24+5X +3.

Da die letzten beiden Koeffizienten das gleiche Vorzeichen haben, kann A nicht positiv definit sein.
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Satz 12.46. Sei A € R™"™ positiv (semi)definit und k € N. Dann besitzt A genau eine positiv
(semi) definite k-te Wurzel W € R™" d. h. WF = A.

Beweis. Nach dem Hauptachsensatz existiert ein S € O(n,R) mit S*AS = diag(\1,...,\,). Da A
positiv semidefinit ist, gilt A1, ..., A, > 0 nach [Folgerung 12.37| Nun ist W := S diag(¥/A1, ..., ¥/\,)S"
positiv (semi)definit mit W* = A. Sei a € R[X] mit a(\;) = ¥\ fiir i = 1,...,n (Interpolation).
Wegen (S'AS)? = STA'S fiir i € N gilt

a(A) = Sa(STAS)St = W.

Sei auch B € R™ " positiv (semi)definit mit B¥ = A. Der Hauptachsensatz liefert ein 7' € O(n, R) mit
T*BT = diag(p1, ..., ftn) und jig, ..., pn > 0. Dabei sind 4, ..., uF die Eigenwerte von B* = A. Also
existiert eine Permutationsmatrix P mit P*T*BTP = S'WS und P'T*ATP = S*AS. Daher ist TPS"
mit A und mit a(A) = W vertauschbar. Dies zeigt B = TPS'WSP'T* = W. O
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13 Unitare Raume

13.1 Sesquilinearformen

Bemerkung 13.1. Wir entwickeln in diesem Kapitel eine Geometrie fiir die komplexen Zahlen. Anstelle
des euklidischen Skalarprodukts tritt eine ,schiefsymmetrische Abbildung, die nur noch in der ersten
Koordinate linear ist. Das Gegenstiick des Hauptachsensatzes ist der Spektralsatz.

Definition 13.2. Ein Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V ist eine Abbildung V x V — C mit
folgenden Eigenschaften (u,v,w € V, XA € C):

e [v,v] € R und [v,v] > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0 (positiv definit),

o [v,w] = [w,v] (schiefsymmetrisch),

o [\u+v,w] = Au, w] + [v,w].

Zusammen mit einem Skalarprodukt wird V' ein unitdrer Raum. Vektoren v, w € V heilsen orthogonal,
falls [v, w] = 0. Man nennt |v| := /[v,v] > 0 die Norm von v. Im Fall |v| = 1 nennt man v normiert.
Beispiel 13.3. Das Standardskalarprodukt auf V = C" ist definiert durch
n
[v,w] == V" = Zviw
i=1
fiir v,w € V. Man priift leicht, dass die Eigenschaften des Skalarprodukts erfiillt sind.

Bemerkung 13.4.
(a) Fir v,w € V und X € C gilt

[, Ao + w] = [Av + w,u] = v, u] + [w, u] = A[u,v] + [u, w],
d. h. das Skalarprodukt ist in der zweiten Komponente nicht linear. Man spricht daher von einer
Sesquilinearformm

(b) Die meisten der in [Abschnitt 11.1) bewiesenen Sdtze héngen nicht wesentlich von der Bilinearitét

das Skalarprodukts ab und kénnen daher problemlos iibertragen werden.

Lemma 13.5. Sei V' ein unitirer Raum, v,w € V und A € C. Dann gilt
(a) |Av| = |A||v] (Homogenitét).

(b) |[v,w]| < |v||w| mit Gleichheit genauw dann, wenn v und w linear abhingig sind (CAUCHY-
ScHWARZ-Ungleichung).

sesqui ist lateinisch fiir eineinhalb.
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(c) ||v| = w|| < v+ w| < |v| + |w| (Dreiecksungleichung).

Beweis.

(8) [3o] = o, x] = \/XAv, 0] = /IAR/To, o] = Aol

(b) O.B.d. A. sei w# 0 und \ :=

v Wegen \ = [ oilt

[w,w]”® [w,w]

0<|v—w?=[v—Aw,v—w| = [v,0] — A[w,v] — Av,w] + |\?*[w,w] = |v]* -

Es folgt |[v, w]|?> < |[v?|w|? und |[v,w]| < |v||w|. Gleichheit impliziert v = Aw, d.h. v und w sind
linear abhéngig. Sind umgekehrt v und w linear abhéngig gegeben, dann existiert ein u € C mit

v = pw und [[o,u]] = jalfw2 @ ]| = ofjul.
(c) Sei [v,w] = a+ bi. Dann gilt

[v,w] 4+ [w,v] = [v,w] 4+ [v,w] = 2a < 2+/a? + b = 2|[v, w]].

Es folgt

[®)
o+ wl? = [+ w, v+ w] < [v,0] + 2/[o, 0] + [w,w] < o+ 20v][w] + [wf? = (jv] + [w])®
und |v + w| < |v| + |w]. Also ist |v] = |[v+w —w| < |v 4+ w| + |w| und |v| — Jw| < v+ w|.
Vertauschen von v und w liefert —(|v| — |w|) = |w| — |[v| < [v +w], d. h. ||Jv] = |w|| < [v+w]. O
Bemerkung 13.6. Sei V ein unitdarer Raum.

(a) Eine Basis b1, ...,b, von V heit Orthonormalbasis falls [b;,b;] = d;; fiir 1 < 4,5 < n gilt. Das
Gram-Schmidt-Verfahren zur Berechnung einer Orthonormalbasis funktioniert unveréndert fiir
unitdre Rdume. Insbesondere besitzt jeder unitdre Raum eine Orthonormalbasis.

(b) Fiir U <V definiert man wie iiblich Ut := {v € V : Vu € U : [v,u] = 0} < V. Die Regeln aus
Lemma 11.15)

e V=UagU"t,
* (UL)L:U,
e UCW «— Wicut,

gelten auch fiir unitdre Rdume.

13.2 Adjungierte Abbildungen

Satz 13.7. Sei V ein unitdrer Raum und f € End(V). Dann ezistiert genau ein f* € End(V) mit
[f(v),w] = [v, f*(w)] fir alle v,w € V.
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Beweis. Sei by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V. Wir definieren f* € End(V') durch

n

Fo(05) =) [f(bi), bs]bi

=1
fir j=1,...,n. Fir v =) A\ib; und w = ) p;b; gilt
[f),w] = Y Naglf (0, bi) = - Ao, £ (07)] = o, £ (w)].
ij=1 ij=1
Sei auch f; € End(V) mit [f(v),w] = [v, fi(w)] fiir alle v,w € V. Dann ist [v, f*(w) — fi(w)] = 0. Fir
v:= f*(w) — fi(w) ergibt sich f*(w) = f1(w) fiir alle w € V. Dies zeigt f1 = f*. O

Definition 13.8. In der Situation von nennt man f* die zu f adjungierte Abbildung.

Bemerkung 13.9.
(a) Fir v,w € V gilt [v, f(w)] = [f(w),v] = [w, f*(v)] = [f*(v), w]. Insbesondere ist (f*)* = f.
(b) Fiir f,g € End(V) und X € C gilt (Af + g)* = M\ f* + g*.

(c) Achtung: Wir benutzen fiir die adjungierte Abbildung von f die gleiche Bezeichnung wie fiir die
zu f duale Abbildung. Die duale Abbildung liegt jedoch in End(V*).

Definition 13.10. Sei V' ein unitédrer Raum. Man nennt f € End(V)
o hermitesch, falls f = f*, d.h. [f(v),w] = [v, f(w)] fiir alle v,w € V.
o unitdr, falls [f(v), f(w)] = [v,w] fiir alle v,w € V.
e normal, falls fo f*= f*o f.

Bemerkung 13.11.
(a) Sei f € End(V) hermitesch. Sei A € C ein Eigenwert von f mit Eigenvektor v € V. Dann gilt

Mol? = [, 0] = [f(v), 0] = [v, f(0)] = [v, ] = Al]”

und A =\ € R.

(b) Sei f € End(V) unitér. Fiir v € Ker(f) ist |v|? = [v,v] = [f(v), f(v)] =0, d.h. v = 0. Daher ist
f ein Isomorphismus. Wegen [f(v),w] = [v, f~!(w)] fiir alle v, w € V folgt aukerdem f* = f~1.
Sind f, g € End(V) unitér, so auch f o g und f~!. Daher bilden die unitiren Abbildungen eine
Untergruppe U(V') von GL(V). Man nennt U(V) die unitire Gruppe vom Grad n.

? =

(c) Sei A ein Eigenwert einer unitiren Abbildung f mit Eigenvektor v € V. Dann gilt |A|]?|v
D, ] = [£(0), ()] = [0,0] = Jof? und [A] = 1.

(d) Hermitesche und unitdre Abbildungen sind offenbar normal.

Lemma 13.12. Sei V' unitdr mit Orthonormalbasis B und f € End(V'). Dann gilt g[f*|s = B[f]|B -
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Beweis. Sei B = {b1,...,by}. Sei f(b;) = 35 azbj und f*(b;) = >0 aj;b; fiv i = 1,...,n. Die
Behauptung folgt aus o
5= [bj, f7(0)] = [f(b)), bi] = ayy. O

Definition 13.13. Fiir 4 € C™" sei A* := A" = At die zu A adjungierte Matrix.

Folgerung 13.14. Sei V' unitdr mit Orthonormalbasis B, f € End(V) und A := g[f]p. Dann gilt
(a) f hermitesch <= A* = A <= A'= A.
(b) f unitir <= A*=A"! = At Al

(c) f normal < A*A = AA* < A'A=AA"

Beweis. Es gilt
f hermitesch «<— f*=f B g f o =4 = A =4

Die anderen Aussagen beweist man analog. O

Definition 13.15. Eine Matrix A € C™"*" heifst
e hermitesch, falls A* = A.
o unitir, falls A* = A~1,

e normal, falls AA* = A*A.

Beispiel 13.16.

(a) Hermitesche und unitdre Matrizen sind normal. Diagonalmatrizen sind normal, aber nicht unbe-
dingt hermitesch oder unitér.

(b) Reelle Matrizen sind genau dann hermitesch (bzw. unitér), wenn sie symmetrisch (bzw. orthogonal)
sind.

(c¢) Invertieren, Transponieren und Komplex-Konjugieren sind miteinander vertauschbare Operatoren
auf C"*" (vgl. [Bemerkung 5.9)). Ist A hermitesch (bzw. unitér, normal), so auch A, A* und A*
(nachrechnen).

Bemerkung 13.17. Die unitaren Matrizen bilden eine Untergruppe U(n,C) von GL(n,C), die wie
iiblich U(V) entspricht. Fiir A € U(n,C) gilt |det(A)|?> = det(A)det(A) = det(A*A) = 1. Nach
[Bemerkung 13.11] haben auch alle Eigenwerte von A den Betrag 1. Man nennt

SU(n,C) := U(n,C) N SL(n,C) < U(n,C).

die spezielle unitire Gruppe vom Grad n.
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13.3 Der Spektralsatz

Satz 13.18 (Spektralsatzﬂ). Sei V' unitir und f € End(V). Genau dann ist f normal, wenn V
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f besitzt. Insbesondere sind normale Endomorphismen
diagonalisierbar.

Beweis. Sei B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f. Dann ist A := g[f]p eine Diagonalmatrix.
Sicher ist A* auch eine Diagonalmatrix. Insbesondere sind A und A* vertauschbar. Nach [Folgerung 13.14]
ist f normal. Sei umgekehrt f normal. Wir argumentieren durch Induktion nach n := dim V. Im Fall
n = 1 liefert jeder normierte Vektor eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Sei n > 2. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra besitzt f einen Eigenwert A € C mit Eigenvektor b; € V. O.B.d. A. sei
|b1] = 1. Wegen

= [f*(b1), £*(b1)] = ALF*(b1), b1] — A[br, £*(b1)] + [A[[br, bi]
= [F(f*(b1)), b1] — Alb1, £(b1)] = A[f(b1), b1] + [N = [£*(f(b1)), br] — [A]?
= A[f*(b1), b1] — [A> = Alby, f(b1)] — AP =0

| F*(br) — b |?

ist A ein Eigenwert von f* zum Eigenvektor by. Fiir U := (by) gilt V = U @ U*. Fiir u € U* ist
[f(u),b1] = [u, £*(b1)] = Mu,b1] = 0 und f(u) € U*. Daher ist die Einschrinkung von f auf U+ ein
normaler Endomorphismus. Nach Induktion existiert eine Orthonormalbasis bs, ..., b, von UL aus
Eigenvektoren von f. Nun ist by,...,b, eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f. O

Bemerkung 13.19. Ist A € R™"™ symmetrisch, so liefert der Spektralsatz ein S € U(n,C) mit
S*AS = diag(A1, ..., A\n). Im Gegensatz zum Hauptachsensatz erhdlt man nicht, dass S orthogonal
(also reell) ist.

Folgerung 13.20. Sei V unitir und f € End(V) normal mit Eigenwerten A1, ..., A\, € C. Dann gilt
(a) f hermitesch <= Ai,..., A\, € R.
(b) f unitir <= |M|=...= |\ =1

Beweis. Nach dem Spektralsatz existiert eine Orthonormalbasis B von V mit D := g[f]p = diag(\1, .. .,

An). Nach [Folgerung 13.14] ist f genau dann hermitesch (bzw. unitér), wenn D = D' = D (bzw.
1, = DD = diag(|]A\1]?, . . ., |\al?)) gilt. Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 13.21. Sei f € End V normal. Seien v, w € V Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
A bzw. p. Wie im Beweis des Spektralsatz ist w ein Eigenvektor von f* zum Eigenwert . Aus

Ao, w] = [f(v), w] = [v, f*(w)] = [v, pw] = plv, w]

folgt [v,w] = 0. Daher sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal (wie bei symme-
trischen Matrizen, siehe [Bemerkung 11.40). Die Orthonormalbasis im Spektralsatz lasst sich also wie
beim Hauptachsensatz mit dem Gram-Schmidt-Verfahren bestimmen.

2Die Menge der Eigenwerte von f € End(V) nennt man das Spektrum von f.
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Beispiel 13.22. Nehmen wir an, dass

51 —4 2
A= 4 b5 2
-2 21 8i

normal ist (anderenfalls wird sich ein Widerspruch ergeben). Man berechnet

xa = (X —5i)%(X — 8i) — 32i + 8(X — 5i) + 16(X — 8i) = X* — 18iX? — 81X = X(X — 9i)*.

Wegen
5 —4 2 bi —4 2
A~ |0 95 18/5] ~ | 0 9i/5 18i/5
0 185 36i/s 0 0 0

ist (2i,—2,1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Nach Normierung sei by := %(21, —2,1). Der Eigenraum
zum Eigenwert 9i wird durch ¢z := (0,1,2) und c3 := (i, 1,0) aufgespannt. Wir stellen fest, dass diese
Vektoren in der Tat orthogonal zu b; sind. Daher muss A normal sein. Das Gram-Schmidt-Verfahren
liefert:

1
NG
Cé =Cc2 — [CQ, bg]bz = (174/5, —2/5),

1

by = —— (51,4, —2).

Nun ist B = {b1, ba, b3} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

b2 = (07172)7

Satz 13.23 (SCHUR-Zerlegung). Fir A € C"*™ eaistiert ein S € U(n,C), sodass S*AS eine Dreiecks-
matrix ist. Genau dann ist A normal, wenn S*AS eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. O.B.d.A. sei n > 2. Sei A € C ein Eigenwert von A und v € C" ein normierter Eigenvektor zu
A. Wir ergénzen v mit Gram-Schmidt zu einer Orthonormalbasis von C”. Nach Wechsel zu dieser Basis
gilt A= (34 ) mit Ay € Cr=Dx(n=1) Induktiv existiert ein S; € U(n — 1,C), sodass S} A1 S eine
obere Dreiecksmatrix ist. Jetzt ist S := diag(1y,.51) € U(n,C) und S*AS ist eine obere Dreiecksmatrix.
Eine untere Dreiecksmatrix erhilt man, indem man A' in eine obere Dreiecksmatrix transformiert und
anschlieftend transponiert.

Ist A normal, so ist D := (d;;) = S*AS eine normale obere Dreiecksmatrix. Wegen
|dii|* = (DD*);; = (D*D)ii = |duil* + ... + |dis|”

istaj; =0firj=1,...,i—1undi=1,...,n. Dies zeigt, dass D eine Diagonalmatrix ist. Ist umgekehrt
D eine Diagonalmatrix, so ist A nach dem Spektralsatz normal. O

Beispiel 13.24. Die Matrix
-1 -1 0
A:=1 2 1 0
0o 2 1

hat offenbar den Eigenvektor ez zum Eigenwert 1. Ubergang zur Orthonormalbasis {es3, ez, e} ergibt

1 2 0
A= |0 1 2
0 -1 -1
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Die Matrix A1 = ( 21) im Beweis von [Satz 13.23| hat den Eigenvektor (1 +1i,—1) zum Eigenwert i.
Orthogonal dazu steht (1,1 —1). Nach Normierung erhélt man

V3 0 0 1 2 0 V3 0 0 1 (+20)/y3 2/yv3
0 1—-i -1 0 1 2 0 14+4i 1 |=10 i 1—2i
0 1 14i/ \0 -1 -1 0 -1 1-i 0 0 —i

1
A~ =
3

Satz 13.25 (Trégheitssatz fiir hermitesche Matrizen). Fiir jede hermitesche Matriz A € C™*™ existiert
ein S € GL(n,C) mit
S*AS = diag(1,, —15,0;)

Die Zahlen r,s,t sind eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach dem Spektralsatz konnen wir A = diag(A1, ..., A,) annehmen. Nach [Folgerung 13.20|
sind die Eigenwerte Aq,..., A\, von A reell. Sei 0.B.d. A. A1,...; A > 0, Mgt ..o, Args < 0 und
Artst1 = ... = Ap = 0. Die Gleichung gilt nun mit

S = diag(v/[M] seees v/ Poas] 1) € GL(n, C).

Mit tk(A) = r + s ist ¢ eindeutig bestimmt. Fiir alle v € (ey,...,e,) \ {0} gilt vAv" > 0. Sei umgekehrt
U < C" mit uAu® > 0 fiir alle u € U \ {0}. Fiir u € U N {ep11,...,e,) gilt einerseits wAu® > 0 und
andererseits uAu® < 0. Dies zeigt u = 0 und U N (€41, ..., e,) = {0}. Es folgt dimU < r. Somit ist r
die maximale Dimension eines Unterraums U < C" mit wAu' > 0 fiir alle w € U \ {0}. Auf diese Weise
ist r eindeutig durch A bestimmt. Nun ist auch s = n — r — t eindeutig bestimmt. O

Beispiel 13.26. Die Zahlen r, s, t in kann man mit dem modifizierten Gauf-Verfahren aus
[Bemerkung 12.21| bestimmen (beachte: 1 + 1 # 0 in C). Zum Beispiel:

1 i 2]1 00 1 i 2 1 00
(A1) =] —-i 1 —1[0 1 0|~ ]0 0 21—-11 i 1 0
2 -1 310 0 1 0 —2i—1 -1 -2 01
1 0 0 1 00 1 1 0 0
~l0 -1 —=2i—-1]|-2 01 (010 -2 0 1
0 2i—1 0 i 10 502—-31 1 2i—1
10 0 1
~10 1 0 [@3)/5 1/\[ 211/\[)
00 —1 -2
1 Vi 0 0
S*=—12-3 1 2i—1

\@—2\/50 V5

Bemerkung 13.27. Der Satz von Mirsky gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz von Matrizen mit vorgegebenen Eigenwerten und Hauptdiagonalelementen (deren Summe
muss gleich sein). Fiir hermitesche Matrizen gelten starkere Einschrankungen an diese Zahlen.
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Satz 13.28 (SCHUR-HORN).

(a) Ist A € C™™™ hermitesch mit Hauptdiagonale dy > ... > d,, und Eigenwerten \; > ... > A, S

qilt
k k
ddi <) N
i=1 i=1
fir k=1,...,n mit Gleichheit im Fall k = n.

(b) Sind reelle Zahlen dy > ... > dp und Ay > ... > Ay mit Sor_ di < SF N firk=1,...,n
und Y d; =Y N gegeben, so existiert eine reelle symmetrische Matriz mit Hauptdiagonale
di,...,d, und Eigenwerten A1,..., \,.

Beweis (CHAN-LI).

(a) Nach dem Spektralsatz existiert eine unitére Matrix S := (s;;) mit
A= (aij) = S* diag()\l, ey )\n)S

Fir 1 <k <n gilt

1=

k k
dodi=) a= ZsﬂsﬂA _Z)\ Z\sﬂy? (13.1)
i=1 i=1 1 =1 i=

Da S unitér ist, gilt £; := S2F | |s;|> < 1 mit Gleichheit falls k& = n. Es folgt

th —ZZ’«SM =k,

k i=1 j=1 =(zl
S~ M) Z)\t—ZA + (k=D )
i=1 =1
k. n
=S =)t —1) + ti (N — ) <0.

Alsoist SSF  d <S°F  Aund 0 dy = tr(A) = S N

(b) Induktion nach n: Im Fall n = 1 erfiillt A := (d;) = (A1) die Behauptung. Sei n = 2. Dann gilt
A >dy >do = A +Ay—dp > Ao, Im Fall A\ = Ay konnen wir A := di15 wahlen. Im Fall Ay > Ag

ist
§im 1 <Vd1_A2 _Ml_‘h) e O(2,R)
VM = WA —di Vdi— Ao T
Fir A = (aij) = St diag()\l, )\2)5 gilt
1
G = ——((di = X))\ + (A1 —di)Xe) = du

nach ((13.1)). Es folgt ass = A1 + Ay — di = ds. Sei nun n > 3 und
)\,2 = A+ Ay —di > Ao

Nach Induktion existiert S € O(2,R), sodass S* diag(\1, A2)S Hauptdiagonale (di, \y) hat. Da
die Folgen (A5, A3, ..., A\p) und (ds,...,d,) die gleichen Voraussetzungen erfiillen, existiert nach
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Induktion ein 7' € O(n — 1,R), sodass T" diag(\,, ..., \,)T Hauptdiagonale da, ..., d, hat. Fiir
U := diag(S,1,,—2) diag(11,T) € O(n,R) hat

dy  * 0
* N
A:=Ubdiag(A1,..., \)U = (é 1%) A3 | (é ;)
0 . An
Hauptdiagonale (di,...,dy,) und Eigenwerte A1, ..., \y. O

Beispiel 13.29. Wir konstruieren eine symmetrische Matrix mit Eigenwerten 3, 2, 1 und Hauptdiagonale
2,2,2. Mit der Bezeichnung aus dem obigen Beweis ist \j = 3. Man erhalt

1 . . .10\ /3 . . =1\ /1 . .
A=1|. Yw Y| |-1 . . o2 e . Yvs =13
—1/v3 1/\3 AR 25 U 2 R 0 R VAV B VAV
1 N 2 .. NZ I 2
=1 . 1 1](. 3 . 1 —1l=]. 2 =1
~1 1 1 1 1 -1 2
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14 Die Jordan-Normalform

14.1 Hauptraume

Bemerkung 14.1. Nach [Satz 10.34] gibt es zwei Griinde, warum ein Endomorphismus nicht diagonali-
sierbar ist:

e Das charakteristische Polynom zerféllt nicht in Linearfaktoren.

e Die Eigenrdume sind zu ,klein“, d. h. die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist kleiner als
die entsprechende algebraische Vielfachheit.

Uber C tritt das erste Problem nach dem Fundamentalsatz der Algebra nicht auf. Um das zweite
Problem zu umgehen, ersetzen wir Eigenrdume durch gréfere Unterrdume. Im Folgenden sei V' ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 14.2. Sei f € End(V). Ein Unterraum U <V heift f-invariant, falls f(U) C U gilt.

Beispiel 14.3. Fiir f € End(V) sind Ker(f) und f(V) stets f-invariante Unterrdume, denn f(Ker(f)) =
{0} € Ker(f) und f(f(V)) € f(V).

Bemerkung 14.4. Sei U <V ein f-invarianter Unterraum.
(a) Fir v,w €V gilt
v+U=w+U = v—wel = f(v)— flw)=flv—w)eU = fv)+U = f(w)+U.
Daher ist f: V/U — V/U, v+ U ~ f(v) + U ein wohldefinierter Endomorphismus.

(b) Sei Bj eine Basis von U und B = B U By eine Basis von V. Aus Dimensionsgriinden ist dann
{b+U : b € By} eine Basis von V/U. Auferdem ist p[f]p = ({ 5 ), wobei A = p,[fjy]s, und
D = p,[f]B,- Besitzt U ein f-invariantes Komplement W (d.h. V = U @ W), so kann man C' = 0
durch geeignete Basiswahl erreichen. Wir versuchen daher V' in moglichst kleine f-invariante

Unterrdume zu zerlegen.

Definition 14.5. Man nennt f € End(V') trigonalisierbar, falls eine Basis B von V existiert, sodass
Blf]B eine Dreiecksmatrix ist. Analog heifst A € K™*™ trigonalisierbar, falls A zu einer Dreiecksmatrix
ghnlich ist.

Bemerkung 14.6. Sei B = {by,...,b,} eine Basis von V, sodass g[f]|p eine obere Dreiecksmatrix ist.
Dann ist p/[f]p mit B’ = {b,,by—1,...,b1} eine untere Dreiecksmatrix. Man muss in [Definition 14.5|
also nicht spezifizieren, ob man obere oder untere Dreiecksmatrizen betrachtet (vgl. [Bemerkung 15.26)).

Beispiel 14.7. Nach der Schur-Zerlegung ist jede komplexe quadratische Matrix trigonalisierbar. Der
néchste Satz erweitert [Satz 10.52
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Satz 14.8. Eine Abbildung f € End(V) ist genau dann trigonalisierbar, wenn py (oder xy) in
Linearfaktoren zerfdllt.

Beweis. Ist g[f]p (fir eine Basis B von V') eine Dreiecksmatrix mit Diagonale A1, ..., \,, so zerfallt

Xf = (X —=A1)...(X = \,) in Linearfaktoren. Nach Cayley-Hamilton und [Lemma 10.24f zerfallt auch
iy in Linearfaktoren.

Nehmen wir umgekehrt an, dass py in Linearfaktoren zerfillt. Nach zerfallt auch x in
Linearfaktoren. O. B.d. A.sei V' # {0}. Dann existiert ein Eigenvektor v € V von f. Offenbar ist U := (v)
f-invariant. Sei V := V/U und f wie in |Bemerkung 14.4} Dann ist G | 1. Nach [Lemma 10.24| zerfallt

auch G in Linearfaktoren. Durch Induktion nach dim V enthalten wir eine Basis B = {by,...,b,_1}

von V, sodass 5[ f]g eine untere Dreiecksmatrix ist. Wir wihlen b; € b; fiir i = 1,...,n — 1. Dann gilt
f(b;) € (biy...,bp—1,v) fiir i =1,...,n— 1. Daher ist B := {b;,...,b,_1,v} eine Basis von V, sodass
Blf]B eine untere Dreiecksmatrix ist. O
Lemma 14.9. Sei f € End(V).

(a) Ist U <V f-invariant, so ist U® < V* f*-invariant.

(b) Ist U < V* f*-invariant, so ist Uy <V f-invariant.

Beweis. Die dualen Komplemente U°, Uy und die duale Abbildung f* wurden in [Abschnitt 7.3|definiert.
(a) Sei~y € U. Fiir alle u € U gilt f*(v)(u) = v(f(u)) =0, d.h. f*(y) € U°.
(b) Sei v € Uy. Fiir alle v € U gilt v(f(v)) = f*(y)(v) =0, d.h. f(v) € Up. O

Lemma 14.10. Sei f € End(V) diagonalisierbar und U <V ein f-invarianter Unterraum. Dann ist
auch die Einschrinkung fji diagonalisierbar.

Beweis. Fiir das Minimalpolynom j; von fiir gilt p1 | oy nach |Lemma 10.44} Nach [Satz 10.52 zerfillt
py in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Nach [Lemma 10.24] gilt dies auch fiir p;.

Lemma 14.11 (Simultane Diagonalisierung). Seien f,g € End(V') diagonalisierbar. Genau dann gilt
fog=gof, wenn f und g simultan diagonalisierbar sind, d. h. es existiert eine Basis B von V, sodass
Blf]B und Blg]p Diagonalmatrizen sind.

Beweis. Sei B eine Basis von V, sodass Dy := g[f|p und D, := p[g]p Diagonalmatrizen sind. Aus
DD, = DyDy folgt dann fog = go f. Sei umgekehrt fog = go f. Fiir die Eigenwerte A1,..., A\ € K
von f gilt V.= E) (f)®...® E\ (f), da f diagonalisierbar ist. Fiir v € U := Ej,(f) gilt

flg()) = g(f(v)) = Xig(v)

und g(v) € U. Daher ist U ein g-invarianter Unterraum. Nach [Lemma 14.10}ist g;; diagonalisierbar.

Man kann also eine Basis von V wihlen, die aus gemeinsamen Eigenvektoren von f und g besteht. [

Lemma 14.12 (Simultane Trigonalisierung). Seien f,g € End(V') vertauschbar und trigonalisierbar.
Dann sind f und g simultan trigonalisierbar, d. h. es existiert eine Basis B von V', sodass g|f]p und
Blg]B untere Dreiecksmatrizen sind.
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Beweis. O.B.d.A. sei V # {0}. Nach [Satz 14.8| besitzt f einen Eigenwert A € K. Wie im Beweis von
Lemma 14.11]ist U := E)\(f) ein g-invarianter Unterraum. Das Minimalpolynom von g teilt gy und

zerféllt daher in Linearfaktoren. Daher existiert ein Eigenvektor u € U von g. Nun ist W := (u) sowohl
f-invariant und g-invariant. Sei V' := V/W, f € End(V) und g € End(V') wie im Beweis von [Satz 14.8
Wegen pi5 | p1f und pg | pg kann man induktiv annehmen, dass f und g simultan trigonalisierbar sind.
Die Behauptung folgt nun wie im Beweis von [Satz 14.8 O

Beispiel 14.13. Im Gegensatz zur simultanen Diagonalisierung ist die Umkehrung von
falsch: diag(1,0) und (§ ) sind trivialerweise trigonalisierbar, aber nicht vertauschbar.

Definition 14.14. Sei dimV = n und f € End(V) mit Eigenwert A € K. Man nennt
Hy(f) :=XKer((f — Xidy)") <V

den Hauptraum von f zu . Ist A Eigenwert einer Matrix A € K™*™, so definiert man analog Hy(A) :=
Ker((A — Al1,)").

Beispiel 14.15. Sei f € End(K?) mit A:=[f] = (}1). Dann ist Ey(f) = (e1). Wegen (A — 12)> =0
ist H1(f) = K2, d.h. der Hauptraum ist grofer als der Eigenraum.

Bemerkung 14.16. Fiir v € E)\(f) gilt
(f = Aidy)"(0) = (f = Aidy)" " ((f = Ady)(v)) = (f = Aidy)"~(0) = 0.

Dies zeigt E\(f) € Hx(f). Offenbar ist f mit f — Aid und (f — Aid)" vertauschbar. Fir v € H)(f)
gilt daher

(f = Xidy)"(f(v)) = ((f = Aidy)" o f) (v) = F((f = Aidv)"(v)) = £(0) = 0.

Also ist f(v) € Ha(f) und Hy(f) ist f-invariant. Wir zeigen als Néchstes, dass Hy(f) ein f-invariantes
Komplement besitzt.

Lemma 14.17 (FITTING). Sei dimV =n und f € End(V'). Dann ist

V="(V) @ Ker(f")|

eine Zerlequng in f-invariante Unterrdume.

Beweis. Fiir v € Ker(f*) gilt f*1(v) = f(f*(v)) = f(0) = 0. Dies zeigt Ker(f) < Ker(f?) <.... Da
die Dimension dieser Unterrdume durch n beschriinkt ist, existiert ein & < n mit Ker(f*) = Ker(f*+1).
Fiir v € Ker(f*2) gilt f*+1(f(v)) = f*2(w) = 0, also f(v) € Ker(f*1) = Ker(f*). Dies zeigt
A1 (v) = 0 und v € Ker(f*1). Induktiv erhilt man

Ker(fk) = Ker(ka) =...=Ker(f") = Ker(f”H) =....
Fiir v € Ker(f™) N f*(V) existiert ein w € V mit v = f*(w). Wegen f?"(w) = f™*(v) = 0 ist w €
Ker(f?") = Ker(f") und es folgt v = f™(w) = 0. Also ist Ker(f")N (V) = {0}. Der Homomorphiesatz

zeigt V= Ker(f") & f"(V). Wegen f(Ker(f")) C Ker(f*~!) € Ker(f") und f(f"(V)) = f*(f(V)) €
f™(V) sind beide Unterrdume f-invariant. O

133



Beispiel 14.18. Seien A\, \' € K verschiedene Eigenwerte von f € End(V). Fiir U := H)\(f) N Hx (f)
gilt

(f = Aid)"(U) = {0} = (f = Nid)" (V).
Das Minimalpolynom der Einschrinkung g := fijy € End(U) teilt daher (X — )" und (X — \')" nach

Lemma 10.44] Aus [Lemma 10.24] folgt 1y = 1 und U = {0}.

Satz 14.19 (Hauptraumzerlegung). Sei f € End(V'), sodass ps in Linearfaktoren zerfdllt. Dann gilt
V=H\(f)®...® H\(f)

fiir die verschiedenen Eigenwerte A1,..., \x € K von f.

Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach n := dim V. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei also
n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Da ¢ in Linearfaktoren zerfillt, besitzt f einen
Eigenwert A = A1 € K nach [Satz 10.50l Fiir die Abbildung g := f — Aidy gilt

V=¢"(V)@Ker(g") =9g" (V) ® H\(f)

nach Fitting. Fir U := ¢"(V) gilt f(U) = (¢ +Aid)(U) C g(U)+U C U, d.h. U ist f-invariant. Wir
betrachten nun die Einschrinkung h := fii; € End(U). Nach ist pp, | pp und pyp, zerféllt
in Linearfaktoren (Lemma 10.24)). Wegen dim H)(f) > dim E\(f) > 1 ist dimU < n. Nach Induktion
gilt daher

U=H),(h)@...® Hy,(h)

fir die verschiedenen Eigenwerte Ao, ..., A; von h. Wir zeigen H)y,(h) = Hy,(f) fiir i = 2,..., k. Wegen
Ey,(h) C Ey,(f) sind Ag, ..., \; auch Eigenwerte von f. Wegen Ejy,(h) N Hx(f) < U N H\(f) = {0}
ist A\ # \; fiir i = 2,..., k. Sicher ist Hy,(h) < Hy,(f). Sei umgekehrt v € Hy,(f) fiir ein 4 > 2. Dann
existieren u € U und w € H)(f) mit v = u + w. Es folgt

0=(f—XNid)"(v) = (f — \iid)"(u) + (f — Niid)"(w) € U & Hx(f).

Aus erhdlt man (f — A\;id)"(u) = 0 = (f — A\;id)"(w). Nach [Beispiel 14.18|ist w €
H\(f)NHy,(f) ={0} und v =u € Hy,(f) NU = Hy,(h). Dies zeigt

VZH,\(f)EBU:H,\(f) EBH)\Q(h)EB...GBH,\k(h) :H)\l(f)@...éBH,\k(f). O

Bemerkung 14.20. Zerfallt ;1 in paarweise verschiedene Linearfaktoren, so ist f diagonalisierbar
(Satz 10.52). Die Hauptraumzerlegung ist dann genau die Zerlegung in Eigenrdume, denn E)(f) C H(f).

Beispiel 14.21. Sei

.1 11
111 . 44
A= 11 1lE€ F57".
11
Da 0 und 1 die einzig moéglichen Eigenwerte sind, berechnen wir probeweise
11
2 2 1

1 1 1 1 1 11
Man sieht (0,0,0,1),(1,0,1,0) € Hy(A) und (0,1,1,0),(0,1,0,1) € H1(A). Aus Dimensionsgriinden
folgt

1
. .o o1 .
1 .1 .| 1 11 1
1
1
F4 = Hy(A) @ Hi(A) = ((0,0,0,1),(1,0,1,0)) @ ((0,1,1,0), (0, 1,0, 1)).
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14.2 Jordanblocke

Bemerkung 14.22. Nach der Hauptraumzerlegung interessieren wir uns fiir Basen von Hauptrdumen.

Definition 14.23. Fir A € K und n > 1 nennt man

A 0
R 1 nxn
Jn(N) == eK
0 1 A

einen Jordanblock zum Eigenwert A[T]

Bemerkung 14.24. Offenbar hat A := J,,(\) das charakteristisches Polynom y4 = (X — A)”, d.h. A
hat algebraische Vielfachheit n. Andererseits hat A geometrische Vielfachheit dim E)(A) = 1. Somit ist
A besonders weit davon entfernt diagonalisierbar zu sein (Satz 10.34). Fiir den Standardbasisvektor
ey € K™ gilt Ae; = (%,1,0,...,0)" und induktiv

AFe; = A(AFtey) = A(x,...,%,1,0,...,0)" = (x,...,%,1,0,...,0)".
——

~——
k—1 k
Also sind ey, Aeq, ..., A" le; linear unabhiingig. Daher miissen auch die Matrizen 1,,, A, ..., A"~! linear

unabhéngig sein. Dies zeigt deg g > n. Aus Cayley-Hamilton folgt g4 = x4 = (X — )™

Definition 14.25. Man nennt f € End(V) (bzw. A € K™*™) nilpotent, falls f™ = fo...o f =0 (bzw.
A™ =0, fir ein m € N gilt.

Beispiel 14.26. Sei A eine strikte (obere oder untere) Dreiecksmatrix. Dann ist x4 = X™. Nach
Cayley-Hamilton ist g4 | X™ und daher A™ = 0,,. Also ist A nilpotent. Insbesondere sind Jordanblocke
zum Eigenwert 0 nilpotent.

Bemerkung 14.27. Ist A € K™ " nilpotent, so ist uyg | X™ fiir ein m € N. Wegen degua < n
ist ua | X™ und A™ = 0. Der folgende Satz liefert ein kanonisches Représentantensystem fiir die
Ahnlichkeitsklassen von nilpotenten Matrizen. Die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen ist die Anzahl p(n)
der Partitionen von n, d.h. Zerlegungen der Form n = ny + ... 4+ ng mit n; > ... > ny. Zum Beispiel
gilt p(5) =7, denn

5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=24+14+14+1=1+1+1+1+1.

Man kennt keine einfache Formel fiir p(n).

Satz 14.28. Sei f € End(V) nilpotent. Dann existiert eine Basis B von V', sodass
B[f1p = diag(Jn, (0), ..., Jn,(0)).

Die Zahlen ny > ... > ng > 1 sind durch die Gleichungen

{1 <i<s:mg >k} =rk(f"!) —tk(f*) (k=1,...,m) (14.1)

eindeutig bestimmt. Insbesondere ist s = dim Ker(f).

'Tn manchen Biichern benutzt man J,, (\)". Das macht keinen wesentlichen Unterschied (Satz 14.44]).
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Beweis. Sei m € N mit f™ =0# f L Fiir k € N gilt f(Ker(f*)) C Ker(f*1). Nach [Folgerung 4.16

existieren Unterrdume Uy, ..., U,, mit
V = Ker(f™) = Ker(f™ ') @ Uy,
Ker(f™1) = (Ker(f™?) + f(U1)) & Us,

Ker(f) = (f" 1 U1) +...+ f(Un-1)) ® Up.

Wir zeigen, dass alle Summen direkt sind. Dies ist fiir die erste Summe gegeben. Sei induktiv bereits
gezeigt:
Ker(f™ ") = Ker(f" *) & fFH(th) @ fF2(h) ® ... & f(Up-1) ® Us. (14.2)

Sei w+ fF(u1) + ...+ f(ug) = 0 mit w € Ker(f™*~1) und u; € Uj; fiir i = 1,..., k. Dann folgt
PR ) 4 ) = (R () + -+ )
= " w o )+ fa) = 770 =0

und

) 4+ up € Ker(f™ )0 (fFH ) @ ... @ F(Uk—1) ® Uy) {0}.
Dies zeigt f*1(u1) =... =u =0 und es folgt w = 0. Also ist
Ker(f"*) = Ker(f™* Yo fH(U) @ f*' (U2) @ ... © f(Uy) ® Uppa
wie gewlinscht.
Insgesamt ist
V=UofU)e..of" ' (U)elhaef(U)®...0 f"2(U)®...0Upn,.

Sei b1, ..., by, eine Basis von U; fir i =1,...,m (der Fall U; = {0} mit k; = 0 ist zugelassen). Wegen
Ker(f7) N U; = {0} ist die Einschrinkung f‘]U, fir j =1,...,m — i injektiv (Lemma 7.7)). Insbesondere
ist f7(bi1), ..., f/(bix,) eine Basis von f7(U;). Also ist

m k;
B = (U{bis f(big), o, F7 7 (i) }

i=1j=1

eine Basis von V. Wegen U; C Ker(f™ ") ist f™~*F1(b;;) = 0. Somit entsprechen die Elemente
bijs f(bij), ., f™(bi;) dem Jordanblock Jp,—i+1(0) in g[f] 5. Insgesamt hat g[f]p nun die gewiinschte
Form. Aufserdem ist

ki+...+k=dim(f 7 U)e f2U) ... U) = dimKer(f ') — dim Ker (™)
w7 ) = k(Y

die Anzahl der Jordanblocke J,, (0) mit n; > m — [+ 1. Indem man m — [ + 1 durch k ersetzt, folgt
(14.1)). Die letzte Behauptung erhdlt man mit & =1 in (14.1)). O]

Bemerkung 14.29. In der Situation von gilt
{1<i<s:n =k} =|{1<i<s:n >k} -|[{1<i<s:n; >k+1}
= rk(f*71) k(5 — 20k(fF)

fiir k = 1,...,n. Insbesondere ist 21k(f*) < rk(f**1) +rk(f*=1), d. h. die Folge rk(f), rk(f?),... kann
nicht zu ,schnell fallen.
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Beispiel 14.30. Sei f € End(R®) mit

2 -3 -1 -1 2
1 -2 0 0 1
AZ:B[f]B: 0 2 -1 -1 0
1 -4 1 1 1
0 -1 1 1 0
Man berechnet
0 0O 0 0 O
0 0O 0 0 O
A2=11 -2 00 1|, A3=0
-1 2 0 0 -1
0 0O 0 0 O

Also ist rk(f?) = 1. Wie im Beweis von [Satz 14.28 konnen wir by := e; ¢ Ker(f2) und Uy := (by) mit
R® = Ker(f?) @ (b;) wihlen. Weiter ist

1 -2 0 0 1 1 0 -2 =2 1 1 0 0 0 1
0O 1 -1 -1 0 01 -1 -1 0 01 0 0O
ANOQIlONOOllO)NOOllO
0 -2 1 1 0 00 -1 -1 0 000 00O
0 -1 1 1 0 00 O 0 0 000 0O

0 1 2

0 0 1

Ker(f) ® f(Ul) = < 1 ] 0 ;10 >
—1 0 1
0 -1 0

Mit by := e € Ker(f?)\ (Ker(f)® f(U1)) und Us := (bs) gilt Ker(f?) = Ker(f)® f(U1) ®Us. SchlieRlich
ist Ker(f) = f2(U) @ f(Us) (also Uz := {0}). Beziiglich der Basis B := {by, f(b1), f2(b1), ba, f(b2)} hat
f die Darstellungsmatrix diag(.J3(0), J2(0)).

Satz 14.31. Sei f € End(V), sodass puy in Linearfaktoren zerfdllt. Dann existiert eine Basis B von V
mil

slfls = diag(Jn, (M), .., In.(As)), (JorDAN-Normalform)
wobei A, ..., s € K die Eigenwerte von f sind (mdglicherweise mit Vielfachheiten). Die Jordanblicke
JIn;(Ni) sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir fiigen alle Puzzleteile zusammen: Seien Ay, ..., A\; € K die verschiedenen Eigenwerte von
fund H; := Hy,(f) fir i = 1,..., k. Nach der Hauptraumzerlegung gilt V.= H; & ... ® Hj. Fir
gi = (f — Niidy) g, gilt gi' = 0. Nach [Satz 14.28 existiert eine Basis B; von H; mit

B; [gi]Bi = diag(']rm (0)7 SR Jmt (0)) .
Nach [Satz 7.1 ist
B, [fIHi]Bi = B,[9i + \iidm,|B, = B,9i]B, + NiB,[idH,]|B, = diag(Jml 0),..., Jmt(O)) + Al
= diag(Jm; (Xi)s -+, I, (M)

Also ist B := By U...U By, eine geeignete Basis. Fiir ein fest gewéhltes Paar (n;, A;) ergibt sich die
Anzahl der Blocke J,,(\;) aus [Bemerkung 14.29| angewendet auf g;. O

137



Folgerung 14.32. Jede Matriz A € C"*" besitzt eine Jordan-Normalform (genauer: A ist zu einer
Jordan-Normalform dhnlich).

Beweis. Nach [Folgerung 11.35| zerfallt u4 in Linearfaktoren. O

Bemerkung 14.33.

(a) Da man die Eigenwerte Aq, ..., A\, in der Regel nicht sinnvoll ordnen kann (vgl. [Bemerkung 11.26)),
gibt es im Gegensatz zu keine kanonische Reihenfolge der Jordanblocke. Man kann
jedoch die lexikografische Ordnung

z <y <= Re(z) <Re(y) V (Re(z) = Re(y) A Im(z) < Im(y))

auf C definieren und die Jordanblécke zunéchst nach Groéfse und dann nach Eigenwert bzgl. <;
sortieren. Im Folgenden sprechen wir etwas ungenau von der Jordan-Normalform von f.

(b) Sei A € K™ . In |Satz 15.39| konstruieren wir einen Korper L O K, sodass u4 in L[X] in
Linearfaktoren zerfiallt. Man kann dann A als Matrix in L™*" auffassen und dort die Jordan-
Normalform bestimmen.

Beispiel 14.34. Sei f € End(C?) mit
5 0 1
A=[fl=-5-1 -1 -1
-9 0 -1
Durch Laplace-Entwicklung nach der zweiten Spalte erhélt man

Xf=xa=(X+)(X=5)(X+1)+9) = (X +i)(X*—4X +4) = (X +1)(X —2)~.

Also sind Ay = 2 und Ay = —i die Eigenwerte von f. Offensichtlich ist b3 := ey ein Eigenvektor zu As.
Wegen

3 0 1 3 0 1
A-2-13=|1-5—-1 -2—-i 1| ~|-H—-i —2—-1 -1
-9 0 -3 0 0 0

ist rk(f — 2id) = 2, d.h. A; = 2 hat geometrische Vielfachheit 1. Also ist f nicht diagonalisierbar und
die Jordan-Normalform von f muss diag(J2(2), Ji(—i)) sein. Wegen

0 0 0
(A—2-13)% = |3+4i 3+4i 0
0 0 0

konnen wir by := ez € Ker((f — 2id)?) \ Ker(f — 2id) wie in wihlen. Fiir

by := (f —2id)(b1) = (1, -1, -3)
gilt f(b1) = 2by + by und f(b2) = (f — 21d)(b2) + 2by = 2by. Fiir die Basis B := {by, b2, b3} erhilt man
0
0

Blfls = = diag(J2(2), J1(—1)).

O = N

0
2
0

—i
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14.3 Anwendungen

Satz 14.35. Sei J := diag(Jn, (A1),...,Jn,(Xs)) die Jordan-Normalform von A € K"*™. Seien
Pl,---, Pk die verschiedenen FEigenwerte von A. Fir i = 1,...,k sei a;, m; und s; die Anzahl, das
Maximum und die Summe der nj mit \; = p;. Dann ist a; die geometrische Vielfachheit von p; und

XA = (X —p1)" . (X —pp)** pa= (X —p1)™ .. (X —pp)"*.

Insbesondere ist A genau dann diagonalisierbar, wenn J eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Man sieht leicht rk(J — p;1,) = n — aj, d. h. a; ist die geometrische Vielfachheit von p; (vgl.
Satz 14.28)). Da J eine untere Dreiecksmatrix ist, ist s; die algebraische Vielfachheit von p;. Da pa
nicht von der Basiswahl abhangt, gilt

0= :UA(J) = diag(ﬂA(Jnl ()‘1))7 s ?)LLA(Jns ()‘s)))

Aus|Bemerkung 14.24[folgt pq = (X —p1)™ ... (X —pr)™*. Die zweite Behauptung gilt nach|[Satz 10.52]
O

Beispiel 14.36. Fiir A = diag(J3(1), J2(1), Ja(i)) gilt x4 = (X —1)>(X —i)* und pa = (X —1)3(X —i)%.

Folgerung 14.37. Sei A, B € C"*™. Im Falln < 3 gilt
AX B <= XA = XB, HA = lB-

Im Fall n < 6 sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A=~ B.

(2) xA = xB, pa = pp und die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A stimmen mit
denen von B tberein.

Beweis. Bekanntlich impliziert A ~ B die jeweils andere Aussage. Seinunn < 3, x4 = xp und pa = pp.
Dann haben A und B die gleichen Eigenwerte mit den gleichen algebraischen Vielfachheiten. Sei A
ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit r» < 3. Fiir die entsprechenden Gréfsen der Jordanblocke
ny>...>n,von Agiltr=ni+...4+ng Dang durch pga festgelegt ist, sind auch k& und no, ..., ny

durch r eindeutig bestimmt. Also haben A und B die gleiche Jordan-Normalform. Es folgt A =~ B.

Sei jetzt n < 6 und erfiillt. Neben r und np ist nun auch die geometrische Vielfachheit & von A
eindeutig bestimmt. Es gibt folgende Méglichkeiten:

e k= 1: Hier ist n; = r.
e k = 2: Hier ist ng = r — ny.

o k=3 Wegen r < 6 ist (n1,n2,n3) € {(1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),(2,2,2),(3,1,1),(3,2,1),(4,1,1)}.
Diese Tripel sind durch r und n; eindeutig bestimmt.

e k = 4: Hier ist (n1,n9,n3,n4) € {(1,1,1,1),(2,1,1,1),(2,2,1,1),(3,1,1,1)}.

e k=5 Hierist ny=r—4undng =...=n5 = 1.
e k=06: Hierist ny =... =ng = 1.
In allen Féllen folgt A =~ B. O
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Beispiel 14.38. Die Matrizen

diag(J2(0), J2(0)) 5 diag(J2(0), J1(0), J1 (0)),
diag(']3(0)7 JZ(O)a J2(0)) A7é dlag(‘]3(0)a J3(0)7 Ji (O))

zeigen, dass man [Folgerung 14.37| nicht auf n = 4 bzw. n = 7 erweitern kann.

Satz 14.39. Eine Matriz A € C™™ ist genau dann nilpotent, wenn tr(A*) =0 firk =1,...,n gilt.

Beweis. O.B.d. A. sei A in Jordan-Normalform mit paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., A; € C.
Sei m; die algebraische Vielfachheit von );. Die Eigenwerte von A* sind dann )\If, ..., Ak mit den
entsprechenden Vielfachheiten. Nach [Bemerkung 10.35| gilt

tr(AF) = m AP+ ..+ m A = 0.

Ist A nilpotent, so gilt s = 1, Ay = 0 und tr(A4*) =0 fir k=1,...,n.
Sei umgekehrt tr(AF) = miA\¥ + ...+ msA¥ =0 fiir k = 1,...,n. Nehmen wir indirekt an, dass A nicht

nilpotent ist. O.B.d. A. sei \; # 0 fiir i = 1,...,s. Dann ist (myq,...,ms)" eine Losung des homogenen
linearen Gleichungssystem mit Koeflizientenmatrix V' = ()\;) € K%*5. Nach Vandermonde ist allerdings
det(V) = A1... As det()\;_l) # 0. Widerspruch. O

Beispiel 14.40. [Satz 14.39| gilt nicht iiber beliebigen Kérpern. Zum Beispiel ist tr(15) = tr(12) = 0 in
I, fiir alle k € N.

Bemerkung 14.41. Nach [Satz 12.46| besitzt jede positiv (semi)definite reelle Matrix eine k-te Wurzel.
Fiir beliebige Matrizen ist das falsch: J5(0) besitzt keine Quadratwurzel, denn fiir A € K2*? mit
A% = J5(0) wiire A* = 0 und damit A% = 0 (Bemerkung 14.27).

Satz 14.42. Fir k € N und A € GL(n,C) existiert ein W € C™™ mit Wk = A.

Beweis. Wegen (SWS~1)k = SW*S~! fiir S € GL(n,C) kénnen wir annehmen, dass A eine Jordan-
Normalform ist. Es geniigt eine k-te Wurzel fiir jeden Jordanblock zu konstruieren. Sei also A = J,, ()

mit A € C. Da A invertierbar ist, gilt A # 0. Nach [Lemma 11.27] existiert ein p € C mit p* = \. Sei
J := J,(u). Mit Induktion nach k zeigt man:

p* 0
Jk B klukfl
% k,uk’1 Mk

Also ist p* = X der einzige Eigenwert von J* und die geometrische Vielfachheit betrigt n — 1. Nach
[Satz 14.35ist A die Jordan-Normalform von J*. Insbesondere ist A ~ J*. O
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Beispiel 14.43.

(a) Der Beweis zeigt J,,(1)* =~ J,(1) fiir alle k,n € N. Wir suchen eine dritte Wurzel von J3(1). Fiir

100
S =10 3 0
039
gilt
1 0 0\ /1 00\ /100
STLr1)3s=10 15 0] (3 1 0][0 3 0]=uJ31)
0 —19 1o/ \3 3 1/ \0 3 9
Fir
1 0 0\ /100 1 00
W:=8"1'p1s=[0 13 o 1 30|l=(ys 1 0
0 —1/9 19/ \O 6 9 —1/9 1/3 1

gilt W3 = J3(1). In [Satz 15.35 bestimmen wir die Anzahl der k-ten Wurzeln von J,,()\) fiir alle
A€ Cund n,k € N.

(b) Man rechnet leicht nach, dass J2(1) € GL(2,F3) keine Quadratwurzel besitzt.
Satz 14.44. Fiir alle A € C™" gilt A ~ A*.

Beweis. Wie iiblich kénnen wir A = J,,(\) annehmen. Da )\ der einzige Eigenwert von A* ist und die
geometrische Vielfachheit 1 betrigt, ist A die Jordan-Normalform von A*. O

Bemerkung 14.45. Man kann auch direkt nachrechnen:

0 1\ Y 0 1 0 1 _
In(A) = ' = J,(\)

—

In [Satz 15.25| beweisen wir iiber beliebigen Korpern.
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15 Die Frobenius-Normalform

15.1 Irreduzible Polynome

Bemerkung 15.1. Wir konstruieren in diesem Kapitel eine Normalform fiir Endomorphismen, die
im Gegensatz zur Jordan-Normalform iiber jedem Korper existiert. Da im Allgemeinen nicht jedes
Polynom in Linearfaktoren zerfallt, kann man nicht erwarten, dass die Normalform eine Dreiecksmatrix
ist . Dennoch erzielen wir die gleiche Anzahl an Nulleintrdgen wie in der Jordan-Normalform.
Die Grundidee ist, das Minimalpolynom in moglichst ,kleine Polynome zu faktorisieren. Wir immer sei
V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 15.2.

e Ein normiertes Polynom o € K[X]\ K heifst irreduzibel, falls es keine Faktorisierung ov = 8 mit
B,y € K[X]\ K gibt (vgl. Primzahl).

e Wir nennen «, 8 € K[X] teilerfremd, falls jeder gemeinsame Teiler von o und § konstant ist, also
in K liegt.

Beispiel 15.3.

(a) Normierte Polynome vom Grad 1 sind irreduzibel, denn deg(af) = deg(a) + deg() fiir o, 8 €
K[X]. In C[X] hat umgekehrt jedes irreduzible Polynom Grad 1 nach dem Fundamentalsatz der
Algebra und Im Allgemeinen sind normierte Polynome vom Grad < 3 genau dann
irreduzibel, wenn sie keine Nullstelle besitzen. Zum Beispiel ist X2 + X + 1 € Fo[X] irreduzibel.

(b) Das Polynom X2 —2 ist irreduzibel in Q[X], aber nicht in R[X], denn X2 -2 = (X +v/2)(X —v/2).
Analog ist X2 + 1 irreduzibel in R[X], aber nicht in C[X] wegen X2 + 1 = (X +1i)(X —i).

(c) Zwei verschiedene irreduzible Polynome sind teilerfremd. Ist v € K[X]\ K ein gemeinsamer Teiler
von « und S, so ist auch jeder irreduzible Teiler von v ein gemeinsamer Teiler von « und 5. Also
sind o und S genau dann teilerfremd, wenn sie keine irreduziblen gemeinsamen Teiler haben.

Satz 15.4 (Euklidischer Algorithmus). Seien a, f € K[X]| mit deg o > deg . Der folgende Algorithmus
bestimmt, ob o und (B teilerfremd sind:

(1) Setze ap := a0, aq := [ und i := 1.

(2) Wiederhole:
e Division mit Rest: a;—1 = ayy; + a1 mit deg(ay1) < deg(ay).
e Gilt ajy1 =0, so breche ab.
e Erhéhe i um 1.

(3) Genau dann sind o und [ teilerfremd, wenn o; € K gilt.
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Beweis. Jeder gemeinsame Teiler von a;—1 und oy teilt auch a;—1 — a7y = a1 fiiri =1,2,.... Da
deg(cy;) mit jeder Division mit Rest kleiner wird, muss der Algorithmus nach endlich vielen Schritten
abbrechen. Am Ende gilt a; 11 = 0 # «ay, d. h. a;—1 = ay7y;. Daher sind o und 3 genau dann teilerfremd,
wenn «; konstant ist. O

Beispiel 15.5. Sei « = X° + X4+ X3 + 1 € Fo[X] und 8 = X* + X3 + X + 1 € Fo[X]. Es gilt

X+ X4 X1 =X+ X+ X+ DX+ X+ X34 X +1 ==X+ X2+ X +1,
X'+ X3+ X +1=X+ X+ X+ )X+ X% +1 — a3 =X?+1¢TP,,
X34+ X2 4+ X+1=(X2+1)(X+1) — a4 =0.

Also ist X? 4+ 1 ein gemeinsamer Teiler von o und §.
Lemma 15.6 (BEzouT). Sind o, 8 € K[X] teilerfremd, so existieren &, 3 € K[X]| mit ai+ 5 = 1.

Beweis. Nach Voraussetzung sind o und (8 nicht beide 0. Also existieren &, B € K[X], sodass p :=
ada+ 5 # 0 minimalen Grad hat. Division mit Rest liefert v, d € K[X] mit a = yp+6 und deg d < deg p.
Also ist

§=a—vp=a—yad—y86 = a(l — &) — B(vB).

Die Wahl von p zeigt 6 = 0. Es folgt p | . Analog ergibt sich p | 8. Da a und § teilerfremd sind, ist
p € K*. Nach Normierung kann man p = 1 annehmen. O

Bemerkung 15.7. Die Polynome & und f in [Lemma 15.6| lassen sich berechnen, indem man den
euklidischen Algorithmus riickwérts liest

Q= 09 — O 1%i—1 = Qj—2 — (043 — 0i—27%i—2)Yi—1 = 0—3%i—2 + @i—2(l — yicoyio1) = .. ..
und durch «; teilt.

Beispiel 15.8. Sei o := X3+ X2+ 1 und 8 := X? — X. Der euklidische Algorithmus liefert

X2+ X241=(X?-X)(X+2)+2X +1

1 3
X2 - X =(2X+ 1)1(2)( —3)+7
Also ist
Z:g— 3(2X+1)(2X—3) =p- i(a—ﬁ(X+2))(2X—3)
1 1
= —1X = 3o+ (1+ (X +2)(2X -3))5
und

1 1
—3(2X =)o+ g(2X2 +X-2)8=1.

Satz 15.9 (Primfaktorzerlegung in K[X]). Jedes normierte Polynom in K[X|\ K ist ein Produkt von
irreduziblen Faktoren, die bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.
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Beweis. Sei a € K[X] normiert. Induktion nach d := deg(«). Ist «v irreduzibel (zum Beispiel d = 1), so
sind wir fertig. Anderenfalls ist a = Sy mit deg(p), deg(y) < d. Wir kénnen annehmen, dass 5 und ~y
normiert sind. Nach Induktion sind # und v Produkte von irreduziblen Faktoren und daher auch a.

Sei nun & = 01 ...0, = 71 ... Ty mit irreduziblen Polynomen o1, ...,0p,71,..., 7y € K[X]. Induktion
nach m. Im Fall m = 1ist n = 1 und o1 = 71. Sei nun m > 2. Im Fall o1 # 71 sind o1 und 7 teilerfremd.
Nach Bézout existieren 6,7 € K[X] mit 016 + 717 = 1. Es folgt

01(6Ty ... T +02...OnT) = T2 ... Ty
Induktiv erhélt man oy = 7; fiir ein @ € {1,...,m}. Dann ist 09...0,, = T1...T—1Ti41 ... T und

Induktion liefert {o1,...,00} ={71,..., T} O

Beispiel 15.10. Wie bei natiirlichen Zahlen werden wir in der Primfaktorzerlegung von Polynomen
gleiche irreduzible Faktoren in Potenzen zusammenfassen. Zum Beispiel ist

X0 x5 X' - X3=X3(X+13*(X -1).
Aus algorithmischer Sicht ist die Bestimmung der Primfaktorzerlegung (von Zahlen wie Polynomen) ein
sehr schwieriges Problem.

Folgerung 15.11. Seien «, 5 € K[X] und ~y ein irreduzibler Teiler von af. Dann gilt vy | « oder ~y | 5.

Beweis. Wegen 7 | af muss 7 in der Primfaktorzerlegung von a8 auftauchen. Diese Primfaktorzerlegung
erhélt man, indem man die Primfaktorzerlegungen von o und § zusammenfasst. Also muss v in der
Zerlegung von « oder B auftreten. O

Satz 15.12 (Primérzerlegung). Sei f € End(V) und py =" ... " die Primfaktorzerlegung von p
in K[X]. Dann ist
V = Ker('y‘fl(f)) B...08 Ker('yzk(f))

eine Zerlegung in f-invariante Unterraume. Auferdem ist ~;" das Minimalpolynom der Einschrinkung
von f auf Ker(v{(f)) firi=1,.... k.

Beweis. Fir 1 <i <k sei V; := Ker(7(f)). Fir v € V; gilt

% (N W) = F(i* () w) = £(0) =0,

d.h. f(v) € V;. Also ist V; f-invariant. Zum Nachweis der direkten Zerlegung argumentieren wir durch
Induktion nach k. Fiir k =1 ist Vi = Ker(us(f)) = Ker(0) = V. Sei also k > 2. Die Polynome « := ~{*
und 3 :=~5%...7,"* sind teilerfremd, da sie keinen irreduziblen gemeinsamen Teiler haben. Nach Bézout

existieren &, f € K[X] mit ad + 88 = 1. Sei V3 := Ker(B(f)). Wegen (af)(f) = 0 = (Ba)(f) ist
B(f)(V) C Vi und o f)(V) C Vs. Es folgt

V =id(V) = (a@+ BB)(/)(V) C a(f)(V) + B(f)(V) € Vs + Vi.

Fiir v € V1 N Vg ist andererseits

v = (ad + BB)()(v) = a(f)(alf)(v)) + B (B(H)(v) = 0.

Dies zeigt V = V1 @ Vj.
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Das Minimalpolynom aj der Einschrinkung fjy; teilt o, denn a(f)(V1) = 0. Insbesondere gilt deg(a;) <
deg(a). Genauso ist 8 durch das Minimalpolynom S von fg := fjy, teilbar. Wegen V' =V & Vj gilt
andererseits (a181)(f) =0 und ps | a1f81. Aus

deg(a) + deg(B) = deg(uy) < deg(a11) = deg(az) + deg(f1)

folgt a1 = @ sowie 81 = B. Wir koénnen nun die Induktionsvoraussetzung auf fz € End(Vj3) anwenden.
Fir ¢ =2,...,k gilt Ker(y;"“(f3)) = Vi N Vg = V;. Dies zeigt

Die Behauptung folgt aus O

Bemerkung 15.13. Nehmen wir an, dass py in Linearfaktoren zerfillt, d. h. es gilt ; = X — A; fiir
i=1,...,k, wobei A1,..., A\x die verschiedenen Eigenwerte von f sind. Wegen

Ker(7(f)) = Ker((f — Aiid)™) € Ker((f — Xiid)") = H),(f)
stimmt die Primérzerlegung mit der Hauptraumzerlegung aus [Satz 14.19| iiberein.

Definition 15.14. Fiir v € V und f € End(V) nennt man U := (f*(v) : i € Ng) < V einen zyklischen
Unterraum. Offenbar ist U f-invariant. Wir bezeichnen das Minimalpolynom von fiy mit fi,.

Bemerkung 15.15. Sei f € End(V) und v € V \ {0}. Sei d € N minimal, sodass v, f(v),..., f¢(v)
linear abhéingig sind. Dann existieren ag, . .., aq—1 € K mit f4(v)+ag_1 f< 1 (v)+...+a1f(v)+agv = 0.
Sei a:= X%+ a4 1 X1+ ... +ap € K[X]. Dann gilt

a(f)(f'(v)) = fia(f)v) = F(0) =0

fiir alle 4 € Ng. Also ist p, | . Da v, f(v),..., f¢1(v) linear unabhingig, gilt andererseits deg(u,) > d.
Dies zeigt p, = a.

Lemma 15.16. Fir f € End(V) existiert ein v € V. mit pi, = py.

Beweis. Sei V; := Ker(7{(f)) fiir i = 1,...,k wie in [Satz 15.12| Fiir v € V; ist (f/(v) : j € Ng) C V.

Daher ist y, ein Teiler von ~;". Nach der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt s, = ’yf-’i fiir ein b; < a;.

Da ~;" das Minimalpolynom von Jv; ist, muss ein v; € V; mit p,, = 7" existieren. Wir setzen
v:=v1 +... +v,. DaV; f-invariant ist, gilt p,(f)(v;) =0 fir ¢ = 1,..., k. Dies zeigt 7" = iy, | to
und es folgt ju, = puy. O

15.2 Begleitmatrizen
Bemerkung 15.17. Wir definieren das Gegenstiick zu den Jordanblécke iiber beliebigen Korpern.

Definition 15.18. Fiir a:= X" +a, 1 X" '+ ...+ a9 € K[X]\ K nennt man

0 —ap

Blays= |1 e R
. n—
0 1 —AQp—1

die Begleitmatriz von .
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Beispiel 15.19. Offenbar ist Bx» = J,(0) ein Jordanblock und Bxn_; = P, die Permutationsmatrix
des n-Zyklus o = (1,...,n).

Lemma 15.20. Sei a € K[X]\ K normiert und k € N. Dann gilt:
(@) XB(a) = HB(a) = O
(b) a(B(ak)) ~ diag(Jk(0), .. ., Jk(0)).

Beweis. Sei a = X" + a1 X" 1+ ...+ ao.
(a) Sei B := B(a). Fiiri =1...,n—1gilt Be; = e;11. Daherist e1, Bey, ..., B" le; die Standardbasis
von K™ ist und deg(up) > deg(fte,) > m. Andererseits gilt
a(B)e; = Bi_la(B)el = Bi_l(Ben + ap—16n + ... +ares +ager) =0

fir i = 1,...,n. Dies zeigt up | . Insgesamt ist up = . Nach Cayley-Hamilton ist xp = up
wegen deg(xp) = n.

(b) Sei d := deg(a¥) = kdeg(a) = kn. Fiir A := B(a¥) und N := a(A) gilt N¥ = o*(A) = 0 nach
@ Nach [Satz 14.28| besitzt N eine Jordan-Normalform J bestehend aus Blocken der Form J;(0)
mit | < k. Wie in @ gilt ;41 = Ae; fiir i =1,...,d — 1. Daher sind die Vektoren

Ne; = Ae; + an_lA"_lei +...+te €eppi + <61, R en—i-i—l)

fir i =1,...,d — n linear unabhéngig. Dies zeigt tk(N) > d — n und dim Ker(N) < n nach dem
Homomorphiesatz. Somit besitzt J hochstens n Jordanblocke. Diese miissen folglich alle die Grofe

k x k haben. m
Satz 15.21. Sei f € End(V) mit x5 = pus. Dann existiert eine Basis B von V mit g[f]p = B(uf).

Beweis. Sei n := dim V. Nach [Lemma 15.16| existiert ein v € V mit pus = p,. Fiir U := (fi(v) : i €
No) <V gilt

n = deg(xs) = deg(us) = deg(py) < dimU.
Also ist U = V. Nach [Bemerkung 15.15|ist B := {v, f(v),..., " !(v)} eine Basis von V und g[f]p =
B(pg). O

Satz 15.22. Fiir jede Matriz A € K™*" gilt:

(a) Es existieren eindeutig bestimmte normierte Polynome aq, ..., a4 € K[X]\ K mit oy, | ag—1 |
oo | a1 und
A =~ diag(B(o), ..., B(og)) (FROBENIUS—NormalformED

Dabei ist pp = ap und xa = aq ... Q.
(b) Es existieren irreduzible Polynome v1,...,vs € K[X] und ay,...,as € N mit

A~ diag(B({1), ..., B(7:*)) (WEIERSTRASS-Normalform)

Dabei sind die Potenzen ~i*,...,v% bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt und x4 =
al a
Yy

Tm Englischen: rational canonical form
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Beweis (JACOB). Sei V := K™ und f € End(V) mit [f] = A. Nach [Lemma 15.16| existiert v € V' mit
a1 = iy = pif. Sei d := deg(ay) und
= (fi(v):ieNg) < V.
Nach [Bemerkung 15.15(ist B(a1) die Darstellungsmatrix von fi;; bzgl. {b; := f""'(v) i =1,...,d}.
Im Fall U =V sind wir fertig. Sei also U < V. Wir ergénzen die b; zu einer Basis by,...,b, von V. Sei
by, ..., b} die duale Basis von V* und f* € End(V*) die zu f duale Abbildung. Nach [Lemma 14.9|ist
U° < V* f*invariant. Der zyklische Unterraum
L= ((f)"b}) i€ No) <V*

ist ebenfalls f*-invariant. Wegen [f*] = A" (Satz 7.49) ist s | prp= = pyg. Insbesondere ist dim L < d.
Angenommen es existieren Ay,...,A\r € K mit t < d, Ay # 0 und

t
Z by e LU

Nach [Bemerkung 7.50| gilt (f*)? = (f%)* fiir i € Ny. Es folgt der Widerspruch

0=v"(bg—t+1) = bd<2/\ 7 (ba- t+1)) = by(Aebg) = M.

Daher ist {(f*)¥(b%) :i=0,...,d — 1} eine Basis von L und LNU® = {0}. Aus dimU° =n —dimU =
n —d folgt V* = L& U°. Nach m ist

V= LO (&) U,
wobei Ly nach f-invariant ist. Das Minimalpolynom von f := fi, teilt a;y. Durch Induktion
nach n besitzt f; eine Frobenius-Normalform diag(B(aw), ..., B(ag)) mit ag | ag—1 | ... | a2 = py, | a1.

Insgesamt existiert eine Frobenius-Normalform fiir f. Aus der Blockdiagonalform und [Lemma 15.20
ergibt sich x4 = a1 ... qp.

Fiir die Eindeutigkeit konstruieren wir zunéchst die Weierstraf-Normalform. Dafiir sei pp = ~7* ...,
die Primfaktorzerlegung, V; := Ker(v;*(f)) und f; := fjy, fiir i = 1,...,1. Nach der Primarzerlegung ist

V=Vi®..oV

und gy, = 7;*. Eine Frobenius-Normalform von f; hat somit die Form diag(B(v;?),..., B(7{*)) mit
1<aq,...,as <c¢;. Daraus erhélt man eine Weierstraft-Normalform fiir f. Nach [Lemma 15.20]ist

diag(Ja, (0), ..., Ja, (0), ..., Ja,(0),..., Ja, (0))

deg‘(r%') deg?%‘)
die Jordan-Normalform von 7;(f;). Daher sind die Zahlen aq, ..., as eindeutig bestimmt. Sei umgekehrt

B(p) mit p € K[X] ein Block einer beliebigen Weierstraf-Normalform W von f. Dann existiert ein
f-invarianter Unterraum U <V, sodass p das Minimalpolynom von f|;; ist. Es folgt p | py. Nach
[Folgerung 15.11]ist p | 7{* fiir ein ¢ und U < V;. Die entsprechenden Blocke von W liefern also auch
eine Weierstrafs-Normalform von f;. Da die Zahlen a4, ..., as eindeutig bestimmt sind, ist Weierstrafs-
Normalform von f ebenfalls eindeutig bestimmt (bis auf Reihenfolge der Blocke).

Wir betrachten schlieflich die f-invariante Zerlegung V =U; @ ... ® Uy einer Frobenius-Normalform
von f wie oben. Sei a; = 7' ...~;2* die Primfaktorzerlegung des Minimalpolynoms von fy,. In der

Weierstraf-Normalform von f|y;, miissen dann die Blocke B ('y” ') mit j = 1,...,s auftreten. Da a; auch
das charakteristische Polynom von fy, ist (Lemma 15.20), konnen keine weiteren Blocke auftreten.
Zusammen ergeben alle B ('y?jij ) die eindeutige Weierstrafs-Normalform von f. Auf diese Weise sind

auch aq, ..., a eindeutig bestimmt (siehe [Beispiel 15.24]). O
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Bemerkung 15.23.

(a) Im Gegensatz zur Jordan-Normalform sind die Blocke B(c;) der Frobenius-Normalform in einer
festen Reihenfolge. Aufferdem héngt die Frobenius-Normalform nicht von der Faktorisierung des
Minimalpolynoms ab. Insbesondere veréindert sich die Frobenius-Normalform nicht, wenn man K
durch einen groferen Korper ersetzt (zum Beispiel Q C R C C).

(b) Die Polynome aj,...,ax in der Frobenius-Normalform lassen sich alternativ durch die Folge
f1 = ai/ag, P2 = az/as,...,Pr = a beschreiben. Sind umgekehrt beliebige normierte
Polynome (1, ..., 8k gegeben, so erhélt man die Frobenius-Normalform

diag(B1 ... Bk, B2 .. Bry- .-, Bk) € K™
mit
n =deg(B1) +2deg(B2) + ... + k deg(Bk).

Auf diese Weise lassen sich die Ahnlichkeitsklassen von Matrizen systematisch aufzihlen. Mochte
man nur invertierbare Matrizen zahlen, so miissen alle 8; ein Absolutglied # 0 haben (anderenfalls
wére X ein Teiler des charakteristischen Polynoms)

(c) Ist ¢ := | K| < o0, so gibt es genau ¢¢ normierte Polynome vom Grad d > 0. Unter diesen haben
q® — q% 1 ein Absolutglied # 0. Sei n = 4. Mit den Bezeichnungen aus @ gibt es folgende

Moglichkeiten:
deg(B1) deg(B2) deg(PBs) deg(Bs) | Anzahl | invertierbar
0 0 1 q q—1
1 0 1 ¢ (¢—1)°
2 1 ¢ | (@P-d-1)
0 2 7 @ —q
4 w -

Insgesamt gibt es ¢* + ¢ + 2¢% + ¢ Ahnlichkeitsklassen von Matrizen in K***. Davon bestehen
¢* — ¢ aus invertierbaren Matrizen.

(d) Ist A nilpotent, so stimmen Jordan-, Frobenius- und Weierstraf-Normalform iiberein.

(e) Ein Nachteil der Frobenius-Normalform ist, dass man Begleitmatrizen weniger leicht multiplizieren
kann als Jordanblocke. Ein weiterer Nachteil ist, dass die Frobenius-Normalform F' nur dann eine
Diagonalmatrix ist, wenn A = F eine Skalarmatrix ist (beachte deg(us) = deg(ay) = 1). Man
kann am ersten Block B(ay) jedoch erkennen, ob A diagonalisierbar ist .

(f) Man beachte, dass die irreduziblen Polynome ~; in der Weierstrafs-Normalform nicht unbedingt
verschieden sind. Da diese Polynome aus der Primfaktorzerlegung der a; entstehen, hangt die
Weierstraf-Normalform, im Gegensatz zu Frobenius-Normalform, von K ab (in einem groferen
Korper zerfallen die 7; moglicherweise). Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn die Weierstrafs-
Normalform eine Diagonalmatrix ist. In diesem Fall stimmt die Weierstraf-Normalform also mit
der Jordan-Normalform iiberein.

Beispiel 15.24.

(a) Seien v, B,v € K[X]irreduzibel. Die Umrechnung zwischen Frobenius-Normalform und Weierstrak-
Normalform geht wie folgt:

diag(B(a”5%y), B(a?8?), B(a)) = diag(B(a), B(a®), B(a?), B(6%), B(5%), B(~)).
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(b) Die Berechnung der Frobenius/Weierstraf-Normalform (von Hand) ist naturgeméf sehr aufwendig.
Unser Beweis von ist zum Beispiel nicht konstruktiv, aber es gibt entsprechende
Algorithmenﬂ Oft kann man Ad-hoc-Argumente benutzen. Die Matrix

7 -1 -3
A:=130 —4 —15]| e Q**3
0 0 1

hat das charakteristisches Polynom
xa=((X =7)(X+4)+30)(X —1) = (X?-3X +2)(X —1) = (X — 1)*(X —2).

Wegen
6 -1 -3 5 -1 -3
(A—19)(A—2-19)= (30 -5 —15 30 -6 —15] =0
0 O 0 0o o0 -1

ist pg = (X — 1)(X —2). Also ist

10 0
BX-1) 0\ _ a
R

die Frobenius-Normalform von A. Die Weierstraf-Normalform ist hingegen diag(1, 1, 2).

(c) Wir beschreiben die Ahnlichkeitsklassen von Matrizen in IF;’XB’ mit der Folge (f1,...,8k) aus
[Bemerkung 15.23;

(1,1,X) = 03, (1,1, X +1) = 13, (X, X),

(X, X +1) = diag(1,1,0), (X +1,X)~diag(1,0,0), (X +1,X +1)= Py,
(X?) = J5(0), (X?+1) = Puas), (X3 + X),
(X3+ X +1), (X3 + X?), (X3 + X2 +1),

(X3 + X2+ X), (X3 + X2+ X +1).

Also gibt es genau 14 Ahnlichkeitsklassen, von denen sechs zu invertierbaren Matrizen gehoren
(welche?).

Satz 15.25. Fliir alle A € K™ gilt A ~ A*.

Beweis. Nach der Frobenius-Normalform kann man A = B(«) fiir ein normiertes Polynom a € K[X]\ K

annehmen. Nach |[Lemma 15.20| und [Aufgabe 35| gilt x4t = x4 = pa = pas. Nach [Satz 15.21] ist
At =~ A, O

Bemerkung 15.26. Einen direkten Beweis von findet man in

2siche [M. Geck, On Jacob’s construction of the rational canonical form of a matriz, Electron. J. Linear Algebra 36
(2020), 177-182]
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15.3 Zentralisatoren

Definition 15.27. Fiir f € End(V) und A € K™*" sei

C(f):=={9g€End(V): fog=go f} CEnd(V),
C(A):={Be K"": AB= BA} C K™"

der Zentralisator von f bzw. A.

Bemerkung 15.28. Offenbar sind Zentralisatoren Unterrdume. Fir C,D € C(A) ist auferdem
CD € C(A). Fiir S € GL(n, K) gilt C(SAS™!) = SC(A)S~!L. Daher ist dim C(A) eine Invariante der
Ahnlichkeitsklasse von A. Es gilt

{a(A) @ € K[X]} = (A1 i € No) C C(A).

Wir untersuchen, wann Gleichheit gilt.

Beispiel 15.29.

(a) Sei A € K™ eine Diagonalmatrix. Nach Permutation der Basisvektoren kénnen wir A =

diag(A11lg,, ..., Aklg, ) mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Ay € K annehmen. Nach [Aufgabe 17
gilt C(A) = {diag(A1,...,Ax) : Vi : A; € K4>*%}, Insbesondere ist dim C(A) = S°7_, d?. Dies
wird in [Autgabe 61| und [Bemerkung 15.33| verallgemeinert.

(b) Sei A € K44 und D := diag(4,...,A) € K¥**& Sei B = (B;;) € K¥*¥ mit Blécken
Bij € K44, Dann gilt

ABy -+ ABy BiiA -+ By A
: : =DB=BD = :

: : : : <— Vi, j: Bij € C(A)
ABy1 -+ ABy BriA -+ ByppA
Insbesondere ist dim C(D) = k? dim C(A).

(c¢) Nach [Aufgabe 53 gilt dim C(J,,(\)) = n fur alle A € K. Dies wird in [Folgerung 15.34] verallgemei-

nert.

Lemma 15.30. Seien V, W Vektorriume und f € End(V'), g € End(W) mit x5 = py | Xg = g
Dann st
H:={h e Hom(V,W):ho f=goh}

ein Vektorraum mit dim H = dim V.
Beweis. Sei d := dimV und e := dim W. Wegen x; = puy und x4 = 4 existieren v € V und w € W

mit

V={(f(v):i=0,....d-1), W=/(g'(w):i=0,...,e—1).
Sei h € H. Dann existiert genau ein Polynom a € K[X] mit h(v) = a(g)(w) und deg(a) < e. Fiir

i=1,...,d—1folgt h(f'(v)) = g*(h(v)). Also ist h durch « eindeutig bestimmt. Nach [Lemma 10.15
ist die Abbildung H — K[X], h — « linear und injektiv. Wegen

0= h(ur(f)(v)) = ps(9)(h(v)) = ps(g)(alg)(w)) = (any)(g)(w)
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gilt auerdem pg | apy, d.h. 7:= Z—j | a. Sei Py C K[X] der Vektorraum aller Polynome vom Grad

< d. Dann ist
I': H— Py, h— a/T

eine injektive lineare Abbildung.

Sei umgekehrt 3 € Py gegeben und « := 7. Dann gilt g | ouy. Wir definieren h € Hom(V, W) durch
h(v) = a(g)(w) und h(fi(v)) = ¢'(h(v)) firi =1,...,d — 1. Fiiri = 0,...,d — 2 gilt dann

(ho F)(f'(v)) = g (h(v) = g(g'(h(v))) = (g 0 h)(f'(v)).
Sei pip = X%+ ag_1 X1+ ... 4 ag. Wegen us(f) =0 gilt
(ho F)(f 1) = h(f* () = h(=ag-1 /" (v) = ... = aov) = —ag_19""" (A(v)) — ... — aoh(v)
= g*(h(v)) = ug(9)(h(v)) = g (A(v)) = (nge)(9)(w) = g (h(v)) = (g 0 H)(f*"}(v)).
Dies zeigt h € H mit I'(h) = 8. Also ist I ein Isomorphismus und dim H =dim P; =d =dimV. O
Beispiel 15.31. Sei V = K und f = Aidy fiir ein A € K. Fir h € H gilt Ah(1) = h(f(1)) = g(h(1)),
d.h. h(1) ist ein Eigenvektor von g zum Eigenwert A. Aufserdem ist H — FE\(g), h — h(1) ein

Isomorphismus. Wegen dim H = 1 hat A geometrische Vielfachheit 1. Das kann man natiirlich auch
direkt aus der Bedingung xy = X — A | x4 = j1y ableiten.

Satz 15.32 (FROBENIUS). Sei A € K™*" mit Frobenius-Normalform diag(B(a1), ..., B(ax)). Dann
qgult

k
dim C(A) =Y (2i — 1) deg(a).

=1

Insbesondere ist dim C(A) > n mit Gleichheit genau dann, wenn x4 = pA.

Beweis. Sei d; := deg(o;) und A; := B(a;) € K%*% fiir i = 1,..., k. Nach [Bemerkung 15.28| kénnen
wir A = diag(Ai,..., Ag) annehmen. Sei C = (C;;) € K™ eine Blockmatrix mit C;; € K%*4% fiir
1 <4,j < k. Dann gilt

Fir ¢ < j gilt xa, = pa;, = o | o = x4, = pa, nach [Lemma 15.20] Nach [Lemma 15.30 gibt es d;

linear unabhéngige Moglichkeiten fiir die Wahl von Cj;. Im Fall ¢ > j kénnen wir
Ci AL = (AiCy)" = (Cyy4;)" = A5Cy;

betrachten. Wegen x 4t = a; = p4¢ (Aufgabe 35)) gibt es d; linear unabhéangige Moglichkeiten fiir Citj
(und damit auch fiir Cy;). Da die Bl6cke C;; In C' unabhéngig voneinander gewéhlt werden konnen,
erhélt man

k
dim C(A) = Y min{d;, d;} = dy + 3dy + 5d3 + ... + (2k = 1)dp, > di + ... + di = n
ij=1
mit Gleichheit genau dann, wenn k =1 und pa = oy = x4 (Satz 15.22)). O
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Bemerkung 15.33. In [Bemerkung 15.23| haben wir die Frobenius-Normalform durch die Polyno-
me (1 = ai/ag, P2 = as/as,...,Br = ap beschrieben. Es gilt deg(a;) = deg(Bifit1--.Bk) =
Z;?:i deg(B3;) und Y| (2i — 1) = m? nach |Aufgabe 4] Dies zeigt

k
dim C(A) =) 17 deg(B)).
=1

Folgerung 15.34. Sei A € K™™ mit x4 = ua. Dann gilt C(A) = (A*:i=0,...,n—1).

Beweis. Aus deg(pa) = deg(xa) = n folgt dim C(A) > dim(A® : i € Ng) = n. Nach Frobenius ist
andererseits dim C(A) = n. O

15.4 Zerfallungskorper

Satz 15.35. Fiir n,k € N und \ € C existieren genau k Matrizen W € C™™ mit W* = J,,()\).

Beweis. Sei J := J,(\). Nach existiert zumindest eine k-te Wurzel W mit W* = J. Fiir
jede k-te Einheitswurzel ¢ € C gilt auch ((W)* = J. Nach [Lemma 11.27| existieren also mindestens k
Wurzeln von J. Nach [Folgerung 15.34| gilt W € C(J) = (J* : i € Np). Insbesondere ist W eine untere
Dreiecksmatrix mit Diagonale (, ..., u) fiir eine k-te Einheitswurzel p (vgl. [Aufgabe 53). Indem man
W durch g~ 'W ersetzt, kann man p = 1 annehmen.

Sei umgekehrt A € C™*™ mit A*¥ = J. Dann ist auch A eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonale
(¢,...,¢) fir eine k-te Einheitswurzel ¢. Da B := (W € C(J) ein Polynom in J ist, sind A und B
vertauschbar. Es folgt
0=A" - B =(A-B)(A*" ' + A" 2B+ ...+ AB* 2 4 B* 1),
—C

Offenbar ist C' eine untere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonale k¢*~'(1,...,1) # 0. Insbesondere ist C
invertierbar und A— B=0-C~' =0,d.h. A= B. O

Satz 15.36 (SCHURs Lemma). Sei f € End(V). Genau dann ist x ¢ irreduzibel, wenn {0} und V' die
einzigen f-invarianten Unterrdume sind.

Beweis. Seien {0} und V' die einzigen f-invarianten Unterrdume von V. Nach der Frobenius-Normalform
ist xf = py. Sei 7 ein irreduzibler Teiler von py. Dann ist U := Ker(y(f)) < V ein f-invarianter
Unterraum. Fir v € V mit p, = py gilt 0 # %f(f)(v) € U. Dies zeigt U = V und
Xf = py =y ist irreduzibel.

Sei umgekehrt x s irreduzibel und U < V' f-invariant. Wir ergdnzen eine Basis By von U zu einer Basis
B von V. Dann gilt

5lfls = (Bl[f\OU}Bl *)

*

Dies zeigt x s, | x5 und Xfiy € K. Es folgt U = {0}. O

Satz 15.37. Fir jedes irreduzible Polynom v € K[X] ist L := C(B(7y)) ein Kérper mit dimg L =
deg(7)-
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Beweis. Sei n := deg(y), V = K™ und f € End(V) mit A := B(y) = [f]. Nach ist
Xf = pty = 7. Nach [Folgerung 15.34|ist L = (A" : i € Np) C K"*". Insbesondere ist die (Matrizen-)
Multiplikation in L kommutativ. Fiir g € C(f) \ {0} ist Ker(g) < V wie {iblich ein f-invarianter
Unterraum. Nach Schurs Lemma gilt Ker(g) = {0} und g € GL(V). Mit g ist auch g=! € C(f).
Also besitzt jedes nicht-triviale Element in L ein Inverses bzgl. Multiplikation. Die verbleibenden
Korperaxiome fiir C(A) folgen aus den Rechenregeln in K™*". Nach [Folgerung 15.34)ist dim L = n. [

Beispiel 15.38.

(a) Bekanntlich ist v := X? + 1 € R[X] irreduzibel. Sei A := B(y) = ({ ;') € R**2. Nach Satz 15.37

0
ist C(A) = {(¢ _ab) :a,b € R} ein Korper. Tatséchlich stimmt C(A) mit der Konstruktion von C

im Beweis von [Lemma 11.24] iiberein.

(b) Fiir v = X% — 2 € Q[X] ist C(B(v)) = Q(v/2) der Koérper aus [Aufgabe 14
(c) Fiir ist v:= X2+ X +1 € Fo[X] ist

ein Korper mit vier Elementen.

Satz 15.39. Fir jedes normierte Polynom o € K[X] ewistiert ein Korper L O K, sodass o in L[X] in
Linearfaktoren zerfdllt.

Beweis. Im Fall deg(a) = 1 ist « selbst ein Linearfaktor. Sei also deg(«) > 2. Sei v ein irreduzibler
Teiler von v mit d := deg(~y). Nach [Satz 15.37ist L1 := C(B(~1)) ein Koérper. Wir kénnen K mit den
Skalarmatrizen {A\l; € Lj : A € K} identifizieren (die Rechenregeln fiir Skalarmatrizen entsprechen

denen in K). Fiir x := B(y) € L gilt v(x) =0, d. h. z ist eine Nullstelle von . Nach
gilt @« = (X — z)p fir ein f € L1[X] mit deg(8) = deg(a) — 1. Durch Induktion nach deg(«)
existiert ein Kérper L O Ly, in dem [ in Linearfaktoren zerfillt. Offenbar zerféllt auch « in L[X] in
Linearfaktoren. O

Definition 15.40. In der Situation von [Satz 15.39| nennt man L einen Zerfallungskérper von a (nicht
eindeutig bestimmt).
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16 Die Jordan-Chevalley-Zerlegung

16.1 Der chinesische Restsatz

Bemerkung 16.1. Wir erweitern unsere Kenntnisse iiber Polynome. Mit diesem Werkzeug zerlegen
wir eine Matrix auf eindeutige Weise in einen diagonalisierbaren Teil (iiber einem Zerfallungskorper)
und einen nilpotenten Teil.

Definition 16.2. Seien «, 3,6 € K[X] mit § # 0. Wir sagen « ist kongruent zu 8 modulo ¢, falls
0 | o — B. Ggf. schreiben wir o = # (mod ).

Lemma 16.3. Die Kongruenz modulo 6 € K[X]\ {0} ist eine Aquivalenzrelation auf K[X]. Fiir
a;, Bi € K[X] mit a; = f; (mod 0) (1 = 1,2) gilt aq + e = f1 + P2 (mod 0) und aqas = B152
(mod 9).

Beweis. Wegen § | 0 = o — « ist a = « (mod §). Aus « = 8 (mod 0) folgt 8 = o (mod §). Sei nun
a=f (mod ) und f =+~ (mod J). Dann gilt 6 | (¢ — )+ (f—~) = a—~v und a =y (mod ). Daher
ist = eine Aquivalenzrelation. Aus a; = 3; (mod §) folgt

6| (a1 —B1) + (a2 — B2) = (o1 + az) — (B1 + B2),
0| (a1 = Br)ag + (ag — B2)B1 = a1z — f1Pa.

Dies zeigt die zweite Behauptung. O

Beispiel 16.4.
(a) Fir § € K* ist a = # (mod ¢) fiir alle o, 5 € K[X], d.h. = ist die triviale Relation.
(b) Es gilt « = 8 (mod X) genau dann, wenn « und  das gleiche Absolutglied haben.
(c) Fiir alle a € K[X] existiert ein 8 € K[X] mit a = 5 (mod ¢) und deg(8) < deg(d). Dies ergibt

sich aus der Division mit Rest.

(d) [Lemma 16.3| vereinfacht viele Teilbarkeitsbetrachtungen: Um zu priifen, ob
a=(X2+ X +2)+(X° - 1)(X?+ X) € QX]

durch 6 = X +1 € Q[X] teilbar ist, kann man die Kongruenz mit jedem einzelnen Term
durchfiihren. Wegen

X2+ X+2=XX+1)+2=2 (mod ),
X 1=X+1)X*'—X34+X2-X+1)-2=-2 (mod ),
X4+ X+10=(X+1)(X? - X+2) +8=8 (mod d)

gilt a =2* +(=2)8 =0 (mod §), d.h. § | a.
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Satz 16.5 (Chinesischer Restsatz). Seien aq, ..., a, € K[X]\{0} paarweise teilerfremd und 1, ..., By €
K[X] beliebig. Dann existiert ein v € K[X]| mit v = 3; (mod «;) firi=1,...,n.

Beweis. Furi=1,...,nsei o} := [1;; @j- Nach |[Folgerung 15.11| muss jeder irreduzible Teiler von o
ein a; mit j # 4 teilen. Da o; und «; teilerfremd sind, miissen auch a; und o teilerfremd sein. Nach
Bézout existieren 71, ...,7y, € K[X]| mit o}y =1 (mod «;). Sei
n
vi=Y i
i=1
Dann gilt v = o}f;v; = 6; (mod ;) firi =1,...,n. O

Bemerkung 16.6. Mit ~ erfiillt auch v + p[[;-; o; fiir alle p € K[X] die Kongruenzen aus dem
chinesischen Restsatz. Daher gibt es unendlich viele Lésungen.

Beispiel 16.7. Da die Polynome X2 — 2, X2 + 1 € Q[X] keine gemeinsamen Nullstellen haben, sind
sie teilerfremd. Gesucht sei v € Q[X] mit

y=X (mod X% -2), v=3 (mod X?+1).
Bézout liefert £(X?+1) =1 (mod X2 —2) und —3(X? —2) =1 (mod X? + 1) (im Zweifel muss man
den euklidischen Algorithmus bemiihen). Wie im Beweis von [Satz 16.5|ist

1 1 1 1
7:g(X2+1)X—g(X2—2)3:§X3—X2+§X+2

eine Losung der Kongruenzen.

Definition 16.8.
o Fiir a =Y 2, ap X" € K[X] definieren wir die (formale) Ableitung

(o]
o = Z k:akafl
k=1

von a wie in der Analysis.
e Ein irreduzibles Polynom « heiftt separabel, wenn o # 0. Ein beliebiges Polynom « heiftt separabel,
wenn alle irreduziblen Teiler von « separabel sind (das Gegenteil ist inseparabel).
Beispiel 16.9.
(a) Die konstanten Polynome sind separabel, da sie keine irreduziblen Teiler haben.

(b) Ist die Abbildung N — K, n + n- 1 injektiv, so gilt o/ # 0 fiir alle « € K[X]\ K. Insbesondere
ist jedes Polynom in C[X] separabel.
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(c) Uber endlichen Kérpern ist die Bedingung o/ # 0 weniger offensichtlich. Zum Beispiel gilt
(X2) =0 in Fy[X]. Sei allgemein o = 3" ap X* € Fy[X] mit o/ = 3~ kap, X¥~! = 0. Fiir ungerade
k folgt apX* 1 = ka, X*~1 =0, also aj = 0. Dies zeigt
a=ay+aX?+... +ayX"
fiir ein n € N. Wegen (z + y)? = 22 + 22y + y? = 2 + y in Fy erhilt man induktiv
a=(ag+aX +...+ agn X™)2.

Insbesondere ist « reduzibel (d.h. nicht irreduzibel). Damit ist jedes Polynom in F3[X] separabel.

(d) Man konstruiert Q aus Z, indem man Briiche einfiihrt. Auf die gleiche Weise kann man den
Korper der rationalen Funktionen

K(X) = {3 ca,f e K[X], 8 # 0}

B

aus K[X] gewinnen, indem man Briiche von Polynomen einfiihrt. Sei speziell K := Fyo(X). Man
kann zeigen, dass a := X2 + Y € K[Y] irreduzibel und inseparabel ist.

Lemma 16.10. Fir o, € K[X] gilt

(a+p8) =d +7, (Summenregel)
(af) =d'B+ap. (Produktregel)

Beweis. Fiir a =Y apX"* und B = b X* ist

(a4 8) = (D(an +b)X*) = 37 ko + b X4
= kap XM kb XM =d/ 4+ 5.

Daraus folgt

(aB) = (i Gklek+l>, = Zakbl (Xk+l)/ = Z(k + Dagpb X FH=1
k.l

k=0 kil
= kaph XF 4 Clagh XU = o/B+ 0. O
k,l kil

Lemma 16.11. Sei v € K[X] irreduzibel. Genau dann ist vy separabel, wenn ~y keine mehrfachen
Nullstellen in einem Zerfillungskorper besitzt.

Beweis. Sei A € L eine Nullstelle von v in einem Zerfallungskorper L. Dann existiert ein p € L[X] mit
v = (X — A)p. Aus der Produktregel folgt

Y =p+ (X =N

und 7/ (A) = p(N). Ist 7 inseparabel, so ist p(A) =+/(A) =0, d. h. X ist eine mehrfache Nullstelle. Sei
umgekehrt v separabel, d.h. 4/ # 0. Dann gilt 0 < deg(y') < deg(y). Da ~ irreduzibel ist, sind +/
und 7 teilerfremd. Nach Bézout existieren «, 8 € K[X] mit ay 4+ 8+ = 1. Es folgt 8(A\)7/(A) =1 und
p(A) =~'(N\) # 0. Also ist A eine einfache Nullstelle. Da A beliebig war, sind alle Nullstellen einfach. [
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16.2 Separable und halbeinfache Abbildungen

Definition 16.12. Wir nennen f € End(V) (bzw. A € K"*")
o separabel, falls py (bzw. p14) separabel ist.

e halbeinfach, falls p1y (bzw. p14) in paarweise verschiedene irreduzible Polynome zerfllt.

Beispiel 16.13.

(a) Uber @, R, C und Fy sind nach [Beispiel 16.9| alle Endomorphismen separabel.

(b) Sei K = C. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra und [Satz 10.52|ist f € End(V') genau dann
halbeinfach, wenn f diagonalisierbar. Dies wird in [Lemma 16.15| verallgemeinert. Andererseits
sind B(X? —2) € Q%2 und B(X? + X + 1) € F3*? halbeinfach, aber nicht diagonalisierbar.

Satz 16.14. Genau dann ist f € End(V') halbeinfach, wenn jeder f-invariante Unterraum U <V ein
f-invariantes Komplement besitzt.

Beweis. Sei f halbeinfach und gy = v1...7, mit paarweise verschiedenen irreduziblen Polynomen
Y1, - .-, Yk- Die Weierstrak-Normalform von f liefert eine Zerlegung V =V} ® ... @ V; in f-invariante
Unterrdume, sodass die Darstellungsmatrix von f auf V; durch B(y;) fiir ein 1 < j < k gegeben
ist (beachte k < s). Nach und Schurs Lemma besitzt V; keine echten nicht-trivialen f-
invarianten Unterrdume fiiri = 1,...,s. Sei U <V f-invariant. Sei W < V' f-invariant mit UNW = {0},
sodass dim W moglichst grofs ist (notfalls W = {0}). Angenommen es gilt U & W < V. Dann existiert
ein ¢ mit Vj; ,(Z U + W. Offenbar ist

L=V,Nn({U+W)<V

f-invariant. Aus Schurs Lemma folgt L = {0}. Seiu =w+v e UN(W +V;) mit w € W und v € V;.
Dann gilt v=u—w e V,N(U+W)={0} und u=w e UNW = {0}. Also ist UN (W +V;) = {0}
im Widerspruch zur Wahl von W. Dies zeigt V =U @& W.

Nehmen wir umgekehrt an, dass jeder f-invariante Unterraum von V ein f-invariantes Komplement
besitzt. Wir nehmen indirekt py = 42§ fiir ein irreduzibles Polynom « an. Nach Voraussetzung besitzt
U :=Ker(v(f)) <V ein f-invariantes Komplement W. Fiir w € W gilt

(vO) () (w) e UNW = {0}

Wegen (v6)(f)(U) = {0} gilt sogar (v0)(f)(v) = 0 fiir alle v € V. Dann wére aber pf | v0. Widerspruch.
O

Lemma 16.15. Sei A € K™*"™ separabel. Genau dann ist A halbeinfach, wenn ein Korper L O K
existiert, sodass A in L™*"™ diagonalisierbar ist.

Beweis. Sei A halbeinfach und g = 71 ...7, mit paarweise verschiedenen (separablen) irreduziblen

Polynomen 71, ...,7;. Sei L ein Zerfallungskorper von p4. Nach hat jedes 7; keine
mehrfachen Nullstellen in L. Fiir i # j existieren «, 8 € K[X] mit ay; + f7; = 1 nach Bézout. Daher

haben 7; und 7; keine gemeinsamen Nullstellen in L. Insgesamt zerféllt 114 in paarweise verschiedene
Linearfaktoren in L[X]. Nach [Satz 10.52|ist A in L™*™ diagonalisierbar. Ist A nicht halbeinfach, so hat
pa offensichtlich mehrfache Nullstellen in L[X]. Damit kann A nicht diagonalisierbar sein. O
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Lemma 16.16. Sind A, B € K™ " wvertauschbar, separabel und halbeinfach, so ist auch A + B
halbeinfach.

Beweis. Sei L ein Zerfallungskorper von papup. Nach [Lemma 16.15 und [Lemma 14.11]sind A und B in
L™ simultan diagonalisierbar. Also ist auch A + B in L™*" diagonalisierbar. Nach [Satz 10.52| hat

pA+p keine mehrfache Nullstellen in L. Nach ist A+ B separabel und nach
halbeinfach. O

16.3 Verallgemeinerte Jordanblocke

Bemerkung 16.17. Ist v € K[X] irreduzibel, so kann man A := B(7y) als Element des Korpers
L := C(B(y)) auffassen. Im folgenden Lemma studieren wir den Jordanblock Ji(A\) € LF** als Matrix
in K™*" wobei n := kdeg(y). Fiir vy = X — p erhdlt man Ji(v) = Ji(u).

Satz 16.18 (Verallgemeinerter Jordanblock). Sei v € K[X] irreduzibel und separabel vom Grad d und
k € N. Dann gilt

B(v) 0
J(y) = | M ~ B(y")
0 1y B(v)

Beweis. Sei J := Ji (7). Eine einfache Induktion zeigt

B(y)™ 0
m m—1
g _ | MBOY)
* mB(y)" 1 B(y)™

fiir m € Ny (vgl. [Satz 14.42)). Es folgt

0 0
V() = Y (B(7))
* 7’(3(.7)) 0

0 0
. 0 0
V()P = | (B())? s (D= ;
* BaE 0 o e
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Da ~y separabel ist, gilt 0 < deg(y') < deg(y). Da ~ irreduzibel ist, miissen v und ' teilerfremd sind.
Nach Bézout existieren «, 8 € K[X] mit ay + 57 = 1. Es folgt

L= a(B()V(B(")) + B(B()Y(B()) = BBM))Y (B(v))-

Also ist 7/(B(7)) invertierbar und ~'(B(v))¥~! # 0. Dies zeigt u; = ~*. Die Behauptung folgt aus
O

Satz 16.19 (JORDAN-CHEVALLEY-Zerlegung). Fir jede separable Matriz A € K™*" existieren eindeutig
bestimmte Matrizen D, N € K™™ mit folgenden Eigenschaften:

(a) A=D+ N und DN = ND.

(b) D ist halbeinfach und N nilpotent.
Gyf. existiert ein o € K[X]| mit a(A) = D.
Beweis. Wir transformieren A zunéchst in die Weierstraf-Normalform. Da p 4 separabel ist, konnen
wir anschliefend jeden Block B(y?) in der Weierstrak-Normalform zu J, () umformen (Satz 16.18]). Sei

also S € GL(n, K) mit
W = SAS_l = diag(']al (71)7 ceey Jas(’}/s))

Firi=1,...,s sei d; := deg(y;) und

( (r)/i)v s vB(’Yi)) € Kaidixaidiv Nj = Jai(’Yi) — Dy,

dia
diag(Dy, ..., Dy), N := diag(Ny, ..., Ns).

Dann gilt W = D + N. O.B.d. A. seien vi,. .., die verschiedenen Primteiler von pa. Fir 1 <i < k

und 1 < j < s mit y; = ; sei aukerdem a; > a;. Nach [Lemma 15.20]ist pup, = v und pp =1 ... Y,
d.h. D ist halbeinfach. Andererseits ist N eine strikte untere Dreiecksmatrix und daher nllpotent

(Beispiel 14.26)). Eine Rechnung wie in [Satz 16.18| zeigt D; N; = N;D; und DN = DN. Da das
Minimalpolynom nicht von der Basiswahl abhéngt, ist D := S~'DS halbeinfach und N := SN S
nilpotent. Aukerdem gilt DN = ND und A = S~'WS =D+ N.

Wegen J; := Jo,(vi) = D; + N; ist D; € C(J;). Nach [Satz 16.18| und [Folgerung 15.34] existiert ein
a; € K[ X|mit a;(J;) =D; fiiri =1,...,k Seil < j < smit~y; =~. Dannist a; < a; und J; = (JJ' 0).

Es folgt
(% 9) = D=ty - (<0 )
% * *

und «;(J;) = D;. Nach den chinesischen Restsatz existiert ein o € K[X] mit a = a; (mod ;") fiir
i=1,...,k Aus 4" (J;) = 0 folgt

a(W) = diag(a1(J1), ..., as(Js)) = diag(Dy,...,Ds) = D

und a(A) = S~ta(W)S = D. Damit ist die Existenzaussage bewiesen. Da up die gleichen Primteiler
wie ua hat, ist D separabel.

Sei nun A = D + N mit den gleichen Eigenschaften. Wir zeigen zunéchst, dass D separabel ist. Uber
einem Zerféllungskorper sind D und N nach ISatz 14.8/ und [Lemma 14.12|simultan trigonalisierbar. Bzgl.
einer geeigneten Basis ist dann A eine Dreiecksmatrix. Als nilpotente Matrix muss N bzgl. dieser Basis
eine strikte Dreiecksmatrix sein. Daher haben A und D die gleiche Hauptdiagonale und damit das
gleiche charakteristische Polynom (beachte: x4 héngt nicht vom Zerfallungskorper ab). Da A separabel
ist, muss auch D separabel sein. Nach Voraussetzung ist D mit A und mit a(A) = D vertauschbar.
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Nach ist D — D halbeinfach. Analog sind auch N und N vertauschbar. Multipliziert
man (N — N)2” aus, so erhilt man Summanden der Form NiN2n=i it <7 <2n.Im Fall : > n ist
N = 0. Anderenfalls ist 2n — i > n und N2~ = 0. In jedem Fall ist (N — N)?" = 0. Insgesamt ist
D — D = N — N halbeinfach und nilpotent. Das geht nur mit dem Minimalpolynom X, d. h. D=D
und N = N. O

Folgerung 16.20. Fir jede Matrix A € C™"*"™ ezistieren eindeutig bestimmte Matrizen D, N € C"*™
mit folgenden Figenschaften:

(a) A=D+ N und DN = ND.
(b) D ist diagonalisierbar und N nilpotent.

Beweis. Nach [Beispiel 16.13]ist A separabel und D ist genau dann halbeinfach, wenn D diagonalisierbar
ist. O

Bemerkung 16.21. Man kann die Jordan-Chevalley-Zerlegung von A € K™*" berechnen, indem man
A {iber einem Zerfallungskorper von p4 betrachtet und dort die Jordan-Normalform benutzt. Da die
Jordan-Chevalley-Zerlegung eindeutig bestimmt ist, liegen D und N (dennoch) in K™*™.

Beispiel 16.22. Sei v:= X2 +1 € Q[X] und

Wir bestimmen die Jordan-Chevalley-Zerlegung von A ohne den in [Bemerkung 16.21] beschriebenen

Umweg iiber C (oder Q(i), vgl. [Aufgabe 14)). Nach [Satz 16.18 gilt A ~ Ja(y). Um diesen Basiswechsel

zu realisieren, bendtigen wir ein Basisvektor b3 € Q* mit uy, = . Dafiir eignet sich

bs :=(A)e; = e; +e3 = (1,0,1,0)".

Dann ist by := Abs = (0,1,0,1)*. Fiir b1 und by soll gelten: Ab; = by + b und Aby = —by + by. Damit
erhélt man das Gleichungssystem

Y(A)by = (A% + 14)by = 2by = (0,2,0,2)"

mit der Losung by = 2eq. Schlielich ist by = Aby — bg = (—1,0,1,0)". Fiir

gilt S~1AS = Jy(7y). Dies ergibt die Jordan-Chevalley-Zerlegung A = D + N mit
-1 . -1
D := S diag(B(7), B(7)S™! = 5 ' NE
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Caf02 0\ oy 1[-1 .1
N._S<12 02>S = '

Satz 16.23. Sei A € K™*" separabel mit Jordan-Chevalley-Zerlegung A = D + N. Dann gilt C(A) =
C(D)NC(N).

Beweis. Fiir B € C(D)NC(N) gilt BA=BD+ BN =DB+NB = AB und B € C(A). Sei a € K[X]
mit a(A) = D. Fir B € C(A) gilt dann BD = Ba(A) = a(A)B = DB und BN = B(A — a(A))
(A — «a(A))B = NB. Dies zeigt B € C(D)NC(N).

Ol
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Aufgaben

Aufgabe 32. Seien «, 8 € K[X] mit a | 8 | . Zeigen Sie, dass ein ¢ € K* mit a = ¢f3 existiert.

Aufgabe 33. Sei n € N. Zeigen Sie:
(a) A € Fy*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn A% = A.

(b) A € GL(n,Fq) ist genau dann diagonalisierbar, wenn A = 1,,.
Hinweis:

(¢) |GL(n,Fo)| = (2" — 1)(2" — 2)... (2" — 2n71).
Hinweis:

Aufgabe 34. Sei A € K™ und B € K™*". Beweisen Sie die Determinanten-Formel von SYLVESTER
det(1, + AB) = det(1,, + BA).

Hinweis: [Lemma 10.38

Aufgabe 35. Seien A, B € K"*".

(a) Beweisen oder widerlegen Sie:
XA = XAt HA = HAt, HAB = UBA-
(b) Wie lassen sich x 4-1 und p4-1 aus x4 und py berechnen, falls A invertierbar ist?
Aufgabe 36. Zeigen Sie x4 = X% — tr(4)X? + 1 (tr(A)? — tr(A?%)) X — det(A) fiir alle A € K373,

Aufgabe 37. Sei V ein euklidischer Raum und U, W < V. Zeigen Sie:
(a) (U+W)t=Utrnw.
b) (UnW)t=U++ Wt
Hinweis: Man kann [Lemma 16.3] benutzen.
Aufgabe 38. Sei K ein Korper, n € N und S € K™*". Zeigen Sie, dass
{A € CL(n,K): ASA* = S}

eine Untergruppe von GL(n, K) ist. Fiir S = 1,, erhélt man O(n, K).
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Aufgabe 39. Seien v,w € R? linear unabhingig. Dann bilden 0, v, w die Eckpunkte eines Dreiecks
mit Seitenldngen A := |v|, B := |w| und C := |v — w|. Seien «, 3, die Winkel gegeniiber von A, B, C.
Zeigen Sie:

(a) (Sinussatz) Sijo‘ = Sigﬁ = Sigﬂ.

(b) (Kosinussatz) C? = A% + B2 — 2AB cos~.

(c) (Trigonometrischer Pythagoras) sin(a)? + cos(a)? = 1.

Aufgabe 40. Fiir ¢ := cos(7/5) + isin(n/5) € C gilt ¢° = —1 (siche Beweis von [Lemma 11.27)). Sei
w =+ (1 =2Re(¢) € R. Zeigen Sie:

(a) w?—w—-1=0.
Hinweis: X° +1= (X +1)(X* - X34+ X2 - X +1).

(b) w=1(V5+1).

(c)
D(w/5)—1 Vb+1  —\/10-2V5
S 4\WV10-2v5 VB4l )

Hinweis: cos(p)? + sin(p)? = 1.

Aufgabe 41. Wir approximieren die Halbkreisbogenlédnge 7 durch den halben Umfang eines regelméfi-
gen 2"-Ecks mit ,Radius 1. Dafiir sei s, die Seitenlidnge des regelmafigen 2"-Ecks.

(a) Zeigen Sie so = V/2.

(b) Zeigen Sie sp11 = /2 — y/4 — s2 durch zweimalige Anwendung von Pythagoras:

(c) Zeigen Sie

2"\/2—\/2+\/2+...\/§:n13202"3n+1:7r.

n Wurzeln

Aufgabe 42. Sei V := R" der euklidische Raum bzgl. des Standardskalarprodukts. Sei v € V normiert
und S, € O(V) die Spiegelung an v*. Zeigen Sie [S,] = 1,, — 2v'v.
Bemerkung: Solche Matrizen nennt man Householder-Transformationen.

Aufgabe 43. Sei a € R[X]. Zeigen Sie, dass Polynome ~v1,...,7; € R[X] mit @« = ~;...7 und
deg(y;) <2 fiiri =1,...,k existieren.
Hinweis: [Bemerkung 11.37]
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Aufgabe 44. Zeigen Sie, dass man im Hauptachsensatz und im Spektralsatz die Transformationsmatrix
S mit det(S) = 1 wihlen kann.

Aufgabe 45. Sei V' ein R-Vektorraum und § € Bil(V) symmetrisch mit ind(8) = (r, s,t). Zeigen Sie,
dass r (bzw. s) die maximale Dimension eines Unterraums U < V ist, sodass die Einschrankung von (3
auf U x U positiv (bzw. negativ) definit ist.

Aufgabe 46. Sei A € R™*" symmetrisch mit ind(A) = (r,s,t) und A € R. Zeigen Sie

(rys,t) falls A >0,
ind(AA) = ¢ (s,r,t) falls A <0,
(0,0,n) falls A=0.

Aufgabe 47. Seien A, B € R™*" vertauschbare positiv (semi)definite Matrizen. Zeigen Sie, dass A + B
positiv (semi)definit ist.
Hinweis: Simultan diagonalisieren.

Aufgabe 48. Sei A € R™*" symmetrisch. Wie kann man an x 4 ablesen, ob A positiv semidefinit ist?
Beweisen Sie ein Kriterium in Analogie zu [Satz 12.44]

Aufgabe 49. Eine hermitesche Matrix A € C"*" heilt positiv (semi)definit, falls vAv® > 0 bzw.
vAv' > 0 fiir alle v € C™\ {0} gilt. Zeigen Sie:

(a) Genau dann ist A positiv (semi)definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv (bzw. nicht-negativ)
sind.

(b) Fiir k € N besitzt jede positiv (semi)definite Matrix genau eine positiv (semi)definite k-te Wurzel.

Aufgabe 50. Seien Aq,..., A € K™*"™ diagonalisierbar und paarweise vertauschbar. Zeigen Sie, dass
Aq, ..., A simultan diagonalisierbar sind.
Hinweis: Die Induktion nach k ist nicht-triviall! Man kann benutzen.

Aufgabe 51. Seien Aq,..., A € K™ " paarweise vertauschbare trigonalisierbare Matrizen. Zeigen Sie,
dass Aq,..., Ay simultan trigonalisierbar sind.

Aufgabe 52. Seien n,k € N und A € K. Zeigen Sie

A 0
kAR
J(WF = (a2 ’
(nkl)):\kn+1 . (g))\kz k)\l.q;l A
wobei (lf) = w firl=1,...,n—1.
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Aufgabe 53. Sei A € K und A := J,(\) ein Jordanblock. Zeigen Sie, dass C' € K™*" genau dann mit
A vertauschbar ist, wenn ci,...,c, € K mit

C1 0
C2

C =
Cn C2

existieren.

Aufgabe 54. Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V). Sei by, ..., b, eine Basis von V. Zeigen Sie,
dass py das kleinste gemeinsame Vielfache von ..., up, ist, d. h. es gibt kein normiertes Polynom
kleineren Grades, dass durch gy, ..., pp, teilbar ist.

Aufgabe 55. Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V). Sei A € K ein Eigenwert von f, der mit
Vielfachheit £ als Nullstelle von pf auftritt. Zeigen Sie

Ex(f) ¢ Ker((f — Aid)?) € ... € Ker((f — Aid)*) = Hx(f).

Hinweis: Man kann die Weierstrall-Normalform benutzen.

Aufgabe 56. Sei a € K[X]\ K normiert. Zeigen Sie X g(,) = o mit der Definition des charakteristischen

Polynoms (und nicht iiber das Minimalpolynom wie in [Lemma 15.20)).

Aufgabe 57. Sei a = (X — A1)...(X — \,) € K[X] mit paarweise verschiedenen Ag,...,\,. Sei
V= ()\gfl) € K™ ™ die Vandermonde-Matrix. Zeigen Sie VB(a)V ™! = diag(A1,...,\pn).

Aufgabe 58. Sei a = X" +a, 1 X" '+ ...+ ap und

aj as - Qp—1 1
a az -’ ' 1
S = . e . € GL(”? K)
Ap—1 1
1 0

(a) Zeigen Sie S~!B(a)S = B(a)*.

(b) (TAaussky) Folgern Sie, dass jede quadratische Matrix das Produkt von zwei symmetrischen
Matrizen ist.

Aufgabe 59. Sei A € C™*™ mit lauter reellen Eigenwerten. Zeigen Sie, dass A zu einer reellen Matrix
dhnlich ist.
Hinweis: Frobenius-Normalform.

Aufgabe 60. Beweisen Sie [Folgerung 14.37] iber einen beliebigen Korper K anstelle von C.
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Aufgabe 61.

(a) Seien A € K™*™ und B € K™*"™ sodass pua und pp teilerfremd sind. Zeigen Sie
C(diag(A, B)) = {diag(C,D) : C € C(A), D € C(B)} = C(A) x C(B).
Hinweis: Lemma von Bézout.

(b) Sei A halbeinfach mit x4 = 7" ...~;* (Primfaktorzerlegung). Zeigen Sie

k
dimC(A) = Z a? deg(7;)
i=1

mit [(a)] Vergleichen Sie mit [Bemerkung 15.33]

Aufgabe 62. Sei V ein K-Vektorraum und F' C End(V). Ein Unterraum U < V heift F-invariant,
falls f(U) C U fiir alle f € F gilt. Sei

C(F):= () C(f)
feEF

der Zentralisator von F' (analog fiir Matrizen).

(a) Angenommen {0} und V sind die einzigen F-invarianten Unterrdume. Zeigen Sie, dass alle
g € C(F) \ {0} invertierbar sind.

(b) Sei F' = {fl,fg} mit

. 0 B(X? —1)

o 2 2 4x4 . 2 4x4
f1:=diag(B(X* +1),B(X*+1)) € R, foi= (_B(XQ_D 0, € R™4,
Zeigen Sie, dass H := C(F) C R** ein 4-dimensionaler R-Vektorraum ist, in dem jedes 0

verschiedene Element invertierbar ist.

Bemerkung: Im Gegensatz zu [Satz 15.39|ist die Multiplikation in H nicht kommutativ. Man nennt
H den HAMILTONSschen Schiefkdrper.
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