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Vorwort

Das vorliegende Skript basiert auf einer Vorlesung im Sommersemester 2015 an der Friedrich-Schiller-Universitat
in Jena. Es handelt sich um eine 3 + 1 Vorlesung fiir Masterstudenten der Mathematik. Zum Versténdnis der
Vorlesung werden nur Kenntnisse der ,,Algebra 1 bené6tigt. Mit Kenntnissen der Gruppentheorie lieften sich
daher einige Stellen des Skripts {iberspringen (zum Beispiel [Definition 2.9). Im Anhang finden sich alternative
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1 Gruppenoperationen

Stets sei G eine endliche Gruppe und € eine nichtleere, endliche Menge.
Satz 1.1 (Wiederholung Algebra 1).

(i) Fir H K <G ist HK < G genau dann, wenn HK = KH.

(1) Fir H<G und N <G ist NH < G.

(iii) Pir H,K < G ist |HK| = 11K

(i) Fir HK,L <G mit H<L ist HK NL = H(K N L) (Dedekind-Identitdt). O
Definition 1.2.

(i) Die Menge aller Bijektionen auf Q bildet die symmetrische Gruppe Sym(2) bzgl. Hintereinanderausfiihrung
von Abbildungen. Im Fall Q@ = {1,...,n} fur n € N setzt man S,, := Sym(£2). Im Allgemeinen ist offenbar
Sym(£2) = Sjq und [Sym(Q2)| = [Q[!.

(ii) Die Elemente von Sym(2) nennt man Permutationen. Wie iiblich 14sst sich jede Permutation o als Produkt
von disjunkten Zyklen o = 07 ... 0, schreiben. Dabei sind die Zyklen o; bis auf ,,Rotation” und Reihenfolge
eindeutig. Hat o; die Lange [;, so hat o Zyklentyp (I1,...,1s). Es gilt |{o)| = kgV(l4,...,ls). Zyklen der
Lénge 1 (d.h. Fizpunkte von o) lidsst man in dieser Darstellung oft weg. Zyklen der Linge 2 heien
Transpositionen. Jede Transposition ist eine Involution, d.h. ein Element der Ordnung 2.

(iii) Ist o € Sym(f2) ein Zyklus der Liinge r, so setzt man sgn(c) := (—1)" 1. Dies liefert einen Homomorphismus
sgn : Sym(Q) — ({£1},-), der Signum genannt wird.

(iv) Der Kern von sgn ist die alternierende Gruppe Alt(Q2) < Sym((2). Nach dem Homomorphiesatz gilt
[Sym(Q) : Alt(Q)| = 2, falls |Q| > 2. Analog zu S,, definiert man A,.

Definition 1.3. Eine Operation (engl. action) von G auf Q ist ein Homomorphismus f : G — Sym(Q2). Wir
schreiben 9w := (f(g))(w) € Q fiir g € G und w € Q. Man sagt auch: G operiert auf Q oder ( ist eine G-Menge.
Die Zahl |Q] ist der Grad der Operation. Sofern die Operation im Kontext klar ist, werden wir im Folgenden
manchmal Eigenschaften von Operationen auch den entsprechenden Gruppen zuordnen (z.B. der Grad von G).

Bemerkung 1.4.

(i) Fiir eine Operation f : G — Sym(Q) gilt offenbar 'w = w und 9("w) = 9w fiir g,h € G und w € Q. Seien
nun umgekehrt Elemente 9w € € fiir g € G und w € Q gegeben, sodass 'w = w und 9("w) = 9"w gilt. Aus
do =903 folgt dann o =* "(90) =9 ' (98) = B. Also ist fq: 92— Q, w— Iw eine Bijektion.
Wegen fon(w) = 9w = 9("w) = (fy 0 fr)(w) fiir g,h € Gund w € Qist f: G — Sym(Q), g — f, ein
Homomorphismus (also eine Operation).

2 Z
a=9 9q=29

(ii) In vielen Biichern werden Abbildungen von rechts angewendet. Man schreibt dann w9 statt 9w.
Beispiel 1.5. Jede Gruppe G operiert trivial auf jeder Menge €2 durch g — idq.

Definition 1.6. Eine Operation f : G — Sym(Q) heifit treu, falls f injektiv ist. In diesem Fall ist G also zu
einer Untergruppe von Sym(2) isomorph. Man sagt dann: G ist eine Permutationsgruppe auf Q.

Satz 1.7 (CAYLEY). Jede Gruppe G ist eine Permutationsgruppe auf sich selbst. Insbesondere ist G zu einer
Untergruppe von S|q| isomorph.

Beweis. Fiir g,x € G sei 9z := gx. Dann ist 'z = x und "2 = (gh)x = g(hx) = 9("x) fiir g,h,z € G. Nach

operiert G also auf sich selbst durch Multiplikation von links. Operiert g € G trivial, so ist
g =91 =1. Also ist die Operation treu. O



Bemerkung 1.8.
(i) Im Allgemeinen kann man jede Operation f : G — Sym(Q) in eine treue Operation f : G/ Ker(f) — Sym(f),

gKer(f) — f(g) umwandeln. Wir werden uns daher oft auf Permutationsgruppen beschrinken.

(ii) Aus historischer Sicht gab es zuerst Permutationsgruppen, bevor Cayley 1854 die abstrakten Gruppenaxiome
einfiihrte.

Definition 1.9. Fiir eine Operation G — Sym() ist
a~fBi<—=dgeG:9%a=0
offenbar eine Aquivalenzrelation.
(i) Die Aquivalenzklassen heifen Bahnen (engl. orbits).

(i) Mit “w = {Yw : g € G} wird die Bahn bezeichnet, die w €  enthiilt. Dabei ist |“w| die Linge der Bahn.

(iii) Gibt es nur eine Bahn, so ist die Operation transitiv, d. h. fiir je zwei Elemente «, 8 € ) existiert ein g € G
mit Yo = .

(iv) Flirw € Qist Gy, :={g € G : 9w = w} < G der Stabilisator von w.
Beispiel 1.10.

(i) Sei H < G. Dann operiert H auf G’ durch Multiplikation von rechts, d.h. "z := xh~! fiir h € H und
x € G. Die Bahnen sind dabei die Linksnebenklassen G/H. Aufserdem operiert G transitiv auf G/H durch
9(zH) := gzH fur g,z € G (im Fall H =1 ist dies die Operation aus [Satz 1.7]).

(ii) Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation, d.h. 92 := gxg~! fiir g,2 € G. Die Bahnen
sind dabei die Konjugationsklassen und der Stabilisator von x € G ist der Zentralisator Cg(x) :={g € G :
gx = xg}. Zwei Elemente in der gleichen Konjugationsklasse heifen konjugiert. Der Kern der Operation
ist das Zentrum Z(G) = (1,cqCa(z) = {9 € G : gv = g Vo € G} und das Bild ist die innere
Automorphismengruppe Inn(G). Insbesondere ist G/ Z(G) = Inn(G) < Aut(G) < Sym(G).

Ist konkret G = S,, und x = (o, 3,...), so ist 90 = grg~! = (Yo, 983, ...). Die Konjugationsklassen von S,
sind also genau die Elemente vom gleichen Zyklentyp.

(iii) Jede Gruppe G operiert auf der Menge ihrer Untergruppen durch Konjugation, d.h. gXg=! := {gzg™':
z € X} fiir g € G und X < @. Die Bahnen heiflen dabei wieder Konjugationsklassen und der Stabilisator
von X < G ist der Normalisator Ng(X) := {g € G : gX = Xg}. Die Bahnen der Lénge 1 entsprechen den

Normalteilern von G.
Bemerkung 1.11.
(i) Fir g € G und w € Q ist

‘Ggw ={reG:w=%}={2cG: g lagc G,} = 9G,g "

(ii) Ist A eine Bahn der Operation G — Sym(€2), so erhélt man durch Einschrénken eine transitive Operation
G — Sym(A) mit Kern Ga := (524 Gs < G. Insbesondere ist G/Ga eine transitive Permutationsgruppe.
Wir schreiben auch Gy, . s, anstelle von Gys, . 5,3

(iii) Sei G eine Permutationsgruppe auf Q mit Bahnen Ay, ..., A,. Dann ist die Abbildung G — [[}_,; G/Ga,
(direktes Produkt), g — (gGa,,...,9Ga,) ein Monomorphismus, denn ()._, Ga, = {g € G : w =
w Vw € Q} = 1. Insbesondere ist G zu einer Untergruppe von [[;_, G/Ga, isomorph. Die transitiven
Permutationsgruppen verdienen daher besondere Beachtung.

Satz 1.12. Fiir eine Operation von G auf Q und w € Q ist die Abbildung G /G, — “w, gG., + 9w bijektiv.
Insbesondere ist |“w| = |G : G,,| und

S
Q| = Z |G : G, (Bahnengleichung)
i=1
fiir ein Reprdsentantensystem wy, ...,ws fir die Bahnen von G auf €.



Beweis. Fiir g,h € G gilt
¢Gy, = hG, <= h7lge G, — R0 = = by = 90,

Dies zeigt, dass die Abbildung wohldefiniert und injektiv ist. Die Surjektivitédt ist trivial. Die letzte Aussage
folgt, da Q die disjunkte Vereinigung der Bahnen ist. O

Beispiel 1.13.

(i) In der Situation von [Beispiel 1.10| erhélt man

S
|G| = Z |G : Ca ()] (Klassengleichung)
i=1
fiir ein Reprasentantensystem x1, ...,z fir die Konjugationsklassen von G.

(ii) Fiir eine transitive Operation gilt || = |G : G| fiir alle w € Q. Nach Lagrange ist insbesondere | || | |G|.

Satz 1.14 (,BURNSIDEs Lemma®). Sei s die Anzahl der Bahnen einer Operation G — Sym(Q). Fir g € G sei
f(g) die Anzahl der Fizpunkte von g. Dann gilt

5= ﬁZf(g)-

geG

Beweis. Sei wq,...,ws ein Reprasentantensystem fiir die Bahnen von G. Nach [Bemerkung 1.1 und [Satz 1.12]ist

1 1 1<
— flg) = — Gu|l == Cwil|G,
T LI = fgg X 61 = g ol

Definition 1.15. Zwei Operationen G — Sym(2) und G — Sym(€') sind isomorph (oder dhnlich), falls es eine
Bijektion ¢ : Q — Q' und ein a € Aut(G) mit “@p(w) = (9w) fiir g € G und w € Q gibt. Ggf. sind Q und
isomorphe G-Mengen. In den Anwendungen ist oft o = idg.

=s. O

G,

1 S
2@2@:0%

Bemerkung 1.16. Wie iiblich haben zwei isomorphe Operationen die gleichen Eigenschaften (trivial, treu,
transitiv, ...). Man interessiert sich daher in der Regel nur fiir Operationen bis auf Isomorphie.

Satz 1.17. Sei wy,...,ws ein Reprisentantensystem fir die Bahnen einer Operation f: G — Sym(Q)). Dann
ist f isomorph zu der Operation von G auf A := | |!_, G/G.,, (disjunkte Vereinigung) durch Linksmultiplikation.

Beweis. Nach ist die Abbildung ¢ : A — Q, gG,,, — 9w, eine wohldefinierte Bijektion. Fiir g € G und
2Gy, € A gilt aukerdem 9p(2G,,;) = 9(*w;) = 9%w; = p(gzG,,;) = (9(2Gy;)). O

Bemerkung 1.18. Man kann jede Operation von G also auch durch Angabe von Untergruppen beschreiben (je
eine Untergruppe pro Bahn). [Aufgabe 1.4] beschéftigt sich dabei mit der Eindeutigkeit.

Satz 1.19 (,FRATTINI Argument®). Sei G — Sym(Q) eine Operation und H < G eine transitive Untergruppe.
Dann ist G = HG,, fiir alle w € Q.

Beweis. Sei g € G beliebig. Dann existiert ein A € H mit 9w = "w. Also ist g = h(h~'g) € HG.,,. O

Definition 1.20. Eine transitive Operation G — Sym(2) heifit reguldr, falls |G| = |Q] gilt.

Bemerkung 1.21. Sei f : G — Sym(f) reguldr, und sei w € Q. Da f transitiv ist, gilt |G| = |Q] = |G : G|,
d.h. G, = 1. Insbesondere ist f treu. Nach ist f isomorph zu der Operation aus Man kann
also von ,der" reguldren Operation von G sprechen.

Definition 1.22. Sei f : G — Sym(2) eine transitive, nicht-triviale Operation. Eine Teilmenge A C € mit
1 < |A| < |9| heifit Block von f, falls fur jedes g € G die Mengen 9A := {96 : § € A} und A entweder gleich
oder disjunkt sind. Existieren Blocke, so heifst f imprimitiv und anderenfalls primitiv.



Bemerkung 1.23.
(i) Sei A ein Block einer Operation G — Sym(f2), und sei z € G. Dann ist sicher [*A| = |A|. Fiir g € G gilt
I(TA)YNTA = 9TANTA =*(* '9ANA) € {*A,2}. Daher ist auch A ein Block. Da G transitiv auf
Q operiert, ist B:= {YA : g € G} ein Partition von €. Insbesondere ist [ = |A||B| und | |A| | || | |G].

Aufserdem operiert G sicher transitiv auf B.

(ii) Beachte: Fiir nicht-transitive Operationen sind Blocke nicht definiert!

Beispiel 1.24.

(i) Nach [Bemerkung 1.23|ist jede transitive Operation mit Primzahlgrad primitiv.

(ii) Nach (i) sind die natiirlichen Operationen von S3, S3 und Az primitiv. Sei nun n >4 und A C {1,...,n}
mit 1 < |A| < n. Fiir verschiedene Elemente a, 8 € A existiert dann ein 3-Zyklus g € A,, mit Yo = o und
98 € O\ A. Also ist A kein Block, und S,, und A,, sind primitiv.

(iii) Die Kleinsche Vierergruppe V4 = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) operiert regulér und imprimitiv auf {1, 2, 3,4}
(jede zweielementige Teilmenge ist ein Block).

Definition 1.25. Eine Untergruppe M < G heiltt mazimal, falls M # G gilt und keine Untergruppe H < G
mit M < H < G existiert.

Satz 1.26. Fine transitive Operation G — Sym(Q)) ist genau dann primitiv, falls G,, fir ein (oder alle) w € Q
eine mazimale Untergruppe von G ist.

Beweis. Sei zundchst A ein Block von G und w € A. Wir setzen G(p) :={g9 € G: 9A = A} < G. Fiir g € G, ist
w=9%wec ANIA # & und damit A = A. Dies zeigt G, C G(a). Wegen |A]| > 1ist G, < G(a). Andererseits ist
G(a) < G, da Ga) nicht transitiv auf © operiert (A # Q). Also ist G, nicht maximal. Sei nun w’ € Q beliebig.
Dann existiert ein ¢ € G mit 9w = w’ und G = gG,¢g~'. Somit ist kein Stabilisator maximal.

Sei nun umgekehrt G,, nicht maximal fiir ein w € ). Im Fall G, = G operiert G trivial und damit nicht primitiv.
Sei also G, < H < G. Wir setzen A := Hw. Wegen G, < H ist |A| > 1. Auferdem ist |A| = |Hw| = |H : H,| =
|H : G| < |G: Gyl =19 Sei nun g € G mit § € ANYA. Dann existieren h, h’ € H mit § = "w = 9"'w. BEs
folgt h='gh/ € G, C H und g € H. Also ist 9A = A und die Operation ist imprimitiv. O

Satz 1.27. Sei G — Sym(Q) eine imprimitive Operation mit Block A, der mazimal bzgl. Inklusion gewdhlt ist.
Dann ist die Operation von G auf B :={9A : g € G} primitiv.

Beweis. Nehmen wir indirekt an, dass ein Block C C B existiert. Wir konnen A € C annehmen. Setze I' := (Jo . C.
Dann ist |A]| < |A]IC] = |T'| < |A]|B| = |9]. Sei g € G und w € T'NIT. Dann existieren z,y € G mit w € TANIYVA.
Also ist *A =9YA € CNIC und 9C = C. Dies zeigt 9T" =T". Also ist T" ein Block von G, der A echt enthélt. Dies
widerspricht aber das Maximalitdt von A. O

Bemerkung 1.28.

Sei G # 1 eine Permutationsgruppe auf €. Nach [Bemerkung 1.11] existiert ein Normalteiler N; < G, sodass
G /Ny # 1 eine transitive Permutationsgruppe ist. Weiter existiert nach ein Normalteiler No/Ny <IG/Ny,
sodass (G/N;1)/(N2/N1) = G /Ny (zweiter Isomorphiesatz) eine primitive Permutationsgruppe ist. Da auch Ny
treu auf ) operiert, kann man diesen Prozess mit N, statt G wiederholen. Dies liefert eine Folge von Untergruppen
1=G1 494Gy <... 4Gy, = G, sodass die Faktoren G;/G;_1 primitive Permutationsgruppen sind. Im Unterschied
zum Satz von Jordan-Holder sind die Faktoren G;/G;_1 aber in keiner Weise eindeutig. Wir werden spéter alle
primitiven Permutationsgruppen klassifizieren . Zum Beispiel ist jede primitive Permutationsgruppe
vom Grad 34 zu As4 oder Ss4 isomorph.

Aufgabe 1.1. Bestimmen Sie alle transitiven Permutationsgruppen vom Grad < 4 bis auf Isomorphie. Welche
davon sind regulér oder primitiv?

Aufgabe 1.2. Sei G eine abelsche, transitive Permutationsgruppe. Zeigen Sie, dass G regulér ist.

Aufgabe 1.3. Zeigen, Sie dass eine transitive Operation G — Sym(f2) genau dann treu ist, wenn G,, fiir w € Q
keinen nicht-trivialen Normalteiler enthalt.



Aufgabe 1.4. Seien ¢ : G — S, und ¢ : G — S, zwei treue Operationen. Zeigen Sie:
(i) ¢ und % sind genau dann isomorph, falls ¢(G) und ¥(G) in S,, konjugiert sind.

(ii) Seien S, und Sy, die Stabilisatoren von 1 bzgl. ¢ und 9. Sind ¢ und ¢ transitiv, so sind ¢ und 1 genau
dann isomorph, wenn ein f € Aut(G) mit f(S,) = Sy existiert.

Aufgabe 1.5. Seien ¢ : G — Sym(Q2) und ¢ : G — Sym(A) Operationen, sodass fiir jede Untergruppe H < G
die Anzahl der Fixpunkte von H auf  gleich der Anzahl der Fixpunkte von H auf A ist. Zeigen Sie, dass ¢ und
1 isomorph sind. Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 1.6. Sei G — Sym(f) eine imprimitive Operation und A C Q ein Block, der bzgl. Inklusion minimal
ist. Zeigen Sie, dass G(a) = {g € G : YA = A} primitiv auf A operiert.

Aufgabe 1.7. Sei G < S, regulér. Zeigen Sie: Cg, (G) = G.
Aufgabe 1.8.

(i) Sei G — Sym(f?) eine transitive Operation mit [Q| > 1. Zeigen Sie, dass mindestens ein Element aus G
keine Fixpunkte auf 2 hat.

(ii) Wé&hlt man g € S,, zufillig und gleich verteilt, wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass g keine Fixpunkte
hat?

Aufgabe 1.9. Sei P € Syl,(G) zyklisch. Zeigen Sie, dass ein Normalteiler N <G mit G = NPund NNP =1
existiert.

Aufgabe 1.10. Zeigen Sie, dass jede Gruppe der Ordnung 264 auflsbar ist.
Hinweis: Realisieren Sie ein Gegenbeispiel als Permutationsgruppe vom Grad 12.

Aufgabe 1.11. Seien P und @ verschiedene p-Sylowgruppen von G, sodass |P N Q| moglichst grof ist. Dann
ist [Syl,(G)] =1 (mod [P: PNQ)).

Aufgabe 1.12. Sei G eine Permutationsgruppe vom Grad n mit » Bahnen. Zeigen Sie, dass man G mit n — r
Elementen erzeugen kann. Insbesondere ldsst sich G immer mit n — 1 Elementen erzeugen.

Aufgabe 1.13. Bestimmen Sie alle endlichen Gruppen G, die zu keiner Untergruppe von S|g|—; isomorph sind.
Hinweis: Sie diirfen folgenden Satz verwenden: Eine p-Gruppe mit nur einer Untergruppe der Ordnung p ist
zyklisch oder eine (verallgemeinerte) Quaternionengruppe fiir p = 2.

Aufgabe 1.14. Sei H(n, k) die Anzahl der wesentlich verschiedenen Halsketten mit n Perlen aus k verschiedenen
Farben. Zeigen Sie:

1 1
m Z P(d)E™ 4 Z(k +1)k™?  falls n gerade,

H(n7 k) = 1 din 1
m ; p(d)k"/ + ik(”ﬂ)/z falls n ungerade.

Aufgabe 1.15. Der Organisator der diesjahrigen Konferenz iiber Permutationsgruppen beschliefst folgendes
Experiment durchzufiithren: Die 80 Teilnehmer der Konferenz sollen in den ersten 80 Zimmern des Hotels
,Harmonie“ untergebracht werden, aber bislang kennt keiner der Teilnehmer seine Zimmernummer. Die Teilnehmer
werden nun nacheinander gebeten ihr Zimmer zu suchen, indem sie in maximal 40 der 80 Zimmer einen Blick
werfen diirfen. In jedem Zimmer liegt eine personalisierte Konferenzmappe, sodass ersichtlich ist, wem das Zimmer
zugeordnet wurde. Die Teilnehmer diirfen sich vor dem Experiment eine Strategie iiberlegen, aber wéhrend
des Experiments in keiner Weise kommunizieren. Das Experiment gilt als erfolgreich, wenn jeder Teilnehmer
sein eigenes Zimmer findet. Man {iberlege sich eine Strategie, bei der die Erfolgswahrscheinlichkeit mehr als
30% betrigt. Zum Vergleich: Offnet jeder Teilnehmer 40 zufillige Tiiren, so ist die Wahrscheinlichkeit nur
2780 <1024,



2 Abelsche Normalteiler in primitiven Gruppen

Satz 2.1. Sei G — Sym(QQ) eine Operation, und sei N <G regulir. Fir w € Q ist dann die Operation von Gy,
auf Q isomorph zur Operation auf N durch Konjugation.

Beweis. Nach Voraulssetzung ist1 die Abbildung ¢ : N — Q, z — *w eine Bijektion. Fiir g € G, und = € N gilt
qu(J/’) =97y = (9@‘]7 )’Jw — gxg w = QO('].%') D

Satz 2.2. Sei G — Sym(Q) eine primitive Operation und N < G. Dann operiert N trivial oder transitiv auf €.

Beweis. Sei A C Q) eine nicht-triviale Bahn von N (d.h. |A| > 1). Fiir g € G ist dann 9A eine Bahn von
gNg™' = N. Also ist YA N A € {A, @}. Die Primitivitit von G liefert A =, d.h. N ist transitiv. O

Definition 2.3.

(i) Ein Normalteiler N < G heifit minimal, falls N # 1 gilt und kein Normalteiler M <G mit 1 < M < N
existiert.

(ii) Wir schreiben G = N1 & ... @ Ny, (direkte Summe), falls folgende Aussagen gelten:
(a) N; QG fiiri=1,...,k
(b) G =Ny ... Ny,
(¢) NNNANy...N;_y=1fiiri=2,... k.

Lemma 2.4. Esqilt G1® ... G 2 Gy X ... X Gg.

Beweis. Offenbar ist G; NG =1 fiir ¢ # j. Fir € G; und y € G; gilt daher

(zyz )y ' =a(yzTly) €GiNG; =1,
—— ———
€G; [Sen

d.-h. zy =yx. Seinun 1 ...x, = y1 ... yx fir z;,y; € G; (i =1,..., k). Dann ist

:rkykfl = xflyl ... ac,;_llyk,l ceGrNGr...Gp_1 =1

und zp = yi. Wiederholt man die Rechnung mit 1 ... 251 = y1...yk_1, S0 ergibt sich z; = y; firi =1,... k.
Also ldsst sich jedes Element in Gy @ ... @ Gy, eindeutig in der Form x; ...z mit x; € G; schreiben. Man sieht
nun leicht, dass die Abbildung @le G; — Hle Gy x1...25 — (x1,...,x)) ein Isomorphismus ist. O

Bemerkung 2.5.

(i) In manchen Biichern spricht man vom inneren und dufSeren direkten Produkt (anstatt direkter Summe
und direktem Produkt).

(ii) Offenbar ist G1 @ G2 = G2 @ G;. Sei nun G = G1 ® G2 ® G3. Dann ist sicher G1G3 = G1 ® G2 < G und
G = (G1 ® G2) ® G3. Sei nun umgekehrt G = (G1 ® G3) ® G3. Dann ist G3 C Cg(G1Gs). Dies zeigt
G1,G2 <G und G = G1 ® G5 ® G3. Direkte Summen sind also kommutativ und assoziativ.

Satz 2.6. Jeder minimale Normalteiler N < G ist eine direkte Summe von isomorphen einfachen Gruppen.
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Beweis. Sei M ein minimaler Normalteiler von N. Fiir g € G ist gMg~' <gNg~! = N. SeiNM eine moglichst
grofe direkte Summe von Konjugierten von M (im Zweifel M = M). Nehmen wir gM g~ ¢ M fiir ein g € G an.
Wegen gMg—1NM <N folgt gMg~? nM =1 aus der Minimalitét von gMg~!. Also istAgMg_fZ\Z = gMg~leM
im Widerspruch zur Wahl von M. Dies zeigt M = (¢gMg~':g € G) IG, und N = M ist eine direkte Summe
von Gruppen, die zu M isomorph sind. Nehmen wir nun an, dass M einen Normalteiler 1 # K < M besitzt. Wie
in ist gMg~! C Cq(M) C Cg(K) fiir gMg—! # M. Dies zeigt K < N, und die Minimalitit von M
liefert K = M. Also ist M einfach und die Behauptung ist bewiesen. O

Definition 2.7.
(i) Wir bezeichnen mit C,, eine (abstrakte) zyklische Gruppe der Ordnung n € N.
(ii) Eine abelsche Gruppe F heifst elementarabelsch, falls eine Primzahl p mit a? = 1 fiir alle x € F existiert.
Bemerkung 2.8.
(i) Sei E elementarabelsch fiir eine Primzahl p. Dann kann man E wie folgt als Vektorraum iiber I, auffassen:
T+y:i=2ay (z,y € E),
(k+pZ) -z :=a* (k+pZ € Z/pZ =F,, z € E).

Man nennt n := dimg, £ den Rang von E. Insbesondere ist E eine direkte Summe von n Gruppen der
Ordnung p, d.h. E= C), x ... x C, =: C}. Umgekehrt ist jede solche Gruppe auch elementarabelsch. Jeder
Automorphismus von E ist offenbar auch F,-linear. Dies zeigt Aut(E) = GL(n, p).

(ii) Sei N ein minimaler Normalteiler einer aufldsbaren Gruppe G. Dann ist auch N auflosbar (Algebra 1).
Nach ist andererseits IV eine direkte Summe von isomorphen einfachen Gruppen. Eine auflésbare
einfache Gruppe hat bekanntlich Primzahlordnung. Somit ist NV elementarabelsch.

Definition 2.9. Sei ¢ : H — Aut(N) ein Homomorphismus fiir Gruppen H, N. Insbesondere operiert H auf N.
Wir definieren eine Verkniipfung * auf dem kartesischen Produkt G := N x H durch

[(2,9) * (1,h) == (2(°y), gh) | (z,y € N, g,h € H).

Man zeigt leicht, dass G' damit zu einer Gruppe wird. Man nennt G =: N x, H das semidirekte Produkt von N
mit H.

Bemerkung 2.10.

() Ist die Operation ¢ im Kontext klar oder unwesentlich, so schreibt man auch N x H. Insbesondere wéhlt
man im Fall H < Aut(N) oft die Inklusionsabbildung ¢ : H < Aut(N).

(ii) Ist ¢ trivial, so ist offensichtlich N x, H = N x H.
(iii) Im Gegensatz zum direkten Produkt kann man beim semidirekten Produkt die Faktoren nicht vertauschen.

(iv) SeiGzNXle.DannistN%“{(x,l):meN}::J\NfﬂGundH%{(Lh):hEH}::ﬁgGmit
G=NHund NNH=1.

(v) Nehmen wir nun umgekehrt an, dass G einen Normalteiler N < G und eine Untergruppe H < G mit
G = NH und N N H =1 enthélt. Beschreibt ¢ : H — Aut(NN) die Operation durch Konjugation, so ist
G = N %, H. Man kann also wieder von einem inneren und dufleren semidirekten Produkt sprechen.

Definition 2.11. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper F, fiir eine Primzahlpotenz q. Fiir
die Gruppe (V,+) ist dann sicher GL(V) < Aut(V') und

Aff(V) .=V x GL(V) = Aff(n,q) := Fy x GL(n, q)
ist die affine Gruppe vom Grad n iiber [Fy.
Satz 2.12. Fir einen endlich-dimensionalen Fy-Vektorraum V wird Aff(V') durch

g = flz) +v (v,x €V, f € GL(V))

zu einer Permutationsgruppe auf V.
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Beweis. Fiir x € V und (v, f), (w,g) € Aff(V) ist (14)g = g und @-H*w9)g = 0HfW) Sy = f(g(2)) + v +
fw) = @ (g(x) +w) = @H (W), Dies zeigt, dass Aff(V) auf V operiert. Sei nun (v, f) im Kern dieser
Operation. Fiir 0,z € V ist dann 0 = (»)0 = v und = = Nz = f(z). Also ist (v, f) = (0,idy) und die
Operation ist treu. O

Bemerkung 2.13. In der Situation von [Satz 2.12 operiert V' durch Translation reguldr auf sich selbst.

Satz 2.14. Sei G eine primitive Permutationsgruppe vom Grad n mit abelschem Normalteiler A # 1. Dann
ist A= Cg(A) der einzige minimale Normalteiler von G und n = |A| = p™ fiir eine Primzahl p. Auflerdem ist
G=AxG, =G < Aff(m,p) mit Fy' QG fiir w € Q. Die Operation von G ist isomorph zur Operation aus

Satz 2.19, wobei man G mit G identifiziert.

Beweis. Nach operiert A transitiv auf €. zeigt nun, dass A sogar regulir auf Q operiert,
d.h. |A| = n. Insbesondere ist A minimal und |A| = p™ nach [Satz 2.6 Da A abelsch ist, gilt A C Cg(A) =: C.
Sei w € Q fest. Fiir a € A ist C, = aC,a"' = Ca,,. Da A transitiv ist, operiert C,, trivial, d.h. C,, = 1. Nach

hat man nun C = AC,, = A. liefert auch G = AG, und ANG, = A, = 1. Also ist G ein
(inneres) semidirektes Produkt von A mit G,,. Dabei gilt

G = Go/GyNA=GuAJA=GJA=Ng(A)]Ca(A) < Aut(A) = GL(m, p)

nach [Bemerkung 2.8| Dies liefert einen Monomorphismus I' : G — Aff(m,p) mit I'(A) = F}". Man kann also
G = I'(G) setzen. Nach [Satz 2.12| operiert G treu auf A durch “x = agrg~! fiir a,2 € A und g € G,,. Wir
betrachten nun die Bijektion ¢ : A = Q, z — w. Fir a,x € Aund g € G, ist dann Yp(z) = 97w = agrg gy =

agr9™" ) — o(99z). Dies impliziert die letzte Behauptung. O

Satz 2.15 (GALOIS). Eine auflosbare Gruppe G ist genau dann eine primitive Permutationsgruppe, falls G
(genau) einen minimalen Normalteiler N mit Cq(N) = N besitzt.

Beweis. Sei zunachst G primitiv und N < G minimal. Nach ist V abelsch und liefert
die Behauptung.

Nehmen wir nun an, dass G einen minimalen Normalteiler N mit Co(N) = N besitzt. Wir zeigen zunéchst, dass
ein Komplement K < G von N existiert (d.h. G = N x K). Nach ist N eine elementarabelsche
p-Gruppe fiir eine Primzahl p. Im Fall G = N ist |G| = |N| = p und die regulire Operation von G ist primitiv.
Sei also N < G. Sei M/N ein minimaler Normalteiler von G/N. Dann ist M /N eine elementarabelsche ¢-Gruppe
fiir eine Primzahl ¢q. Nehmen wir zunéchst ¢ = p an. Dann ist M ein p-Normalteiler von G, und M operiert
durch Konjugation auf N. Die [Bahnengleichung] liefert

0=|N|=|Cn(M)| (mod p).

Insbesondere ist 1 # Cny(M) < G. Da N minimal ist, folgt Cxy(M) = N und M C Cg(N) = N. Dieser
Widerspruch zeigt g # p. Sei Q € Syl (M). Dann ist M = QN. Fiir g € G ist gQg~' < gMg~' = M. Nach Sylow
existiert ein h € M mit gQg~' = hQh~'. Also operiert M transitiv auf den Konjugierten von @ in G. Nach
[Satz 1.19)ist also G = Ng(Q)M = Ng(Q)QN = Ng(Q)N. Offenbar ist Ng(Q) N N I N¢(Q). Da N abelsch ist,
gilt auch Ng(Q) NN < N. Insgesamt ist also Ng(Q) NN < G. Die Minimalitdt von N zeigt Ng(Q)NN € {1, N}.
Nehmen wir an, dass der Fall N C Ng(Q) eintritt. Wie oben ist dann G = Ng(Q)N = Ng(Q), also @ < G.
Aus Ordnungsgriinden ist N N Q = 1 und damit @ C Cg(N) = N. Widerspruch. Also ist Ng(Q) NN =1 und
G =N x K fir K :=Ng(Q).

Wir betrachten die Operation ¢ : G — Sym(G/K) durch Linksmultiplikation. Bekanntlich ist ¢ transitiv. Die
Elemente aus Ker(y) lassen die triviale Nebenklasse 1K fest. Also ist Ker(p) C K und N NKer(yp) = 1. Wegen
Ker(p) C Cg(N) = N ist Ker(¢) = 1 und ¢ ist treu. Der Stabilisator der trivialen Nebenklasse ist offenbar
K. Nach geniigt es zu zeigen, dass K maximal ist. Sei also K < H < G. Dannist 1 # HNN < H
(anderenfalls wéire |HN| > |G|). Da N abelsch ist, gilt auch H NN <N und somit HNN <HN =HKN =G.
Die Minimalitdt von N impliziert wieder N = H NN C H. Also ist G = KN C H und K ist maximal. O
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Beispiel 2.16.

(i)

(iii)

Sei V eine elementarabelsche Gruppe und G < Aff(V) mit V < G. Wir wollen untersuchen, wann die
Operation ¢ : G — Sym(V) aus [Satz 2.12| primitiv ist. Nach muss dafiir V' ein minimaler
Normalteiler sein. Nach |[Aufgabe 2.3|ist dies sogar hinreichend. Fiir den Stabilisator Go = G N GL(V)
gilt also: G ist genau dann primitiv, falls die kanonische Darstellung Gy — GL(V') irreduzibel ist (vgl.
Darstellungstheorie/Charaktertheorie).

Sei V= (. Man kann dann V als additive Gruppe des Korpers F» auffassen. Fiir v € ]F;n ist die
Abbildung f, : V' — V, v + v sicher linear und bijektiv. Also gibt es einen Monomorphismus f : F. —
Aut(V) = GL(n,p), v — f, mit Bild S. Nach Algebra 1 ist S =T, = Cpn_1. Sei s € S ein Erzeuger. Da
jede nicht-triviale Potenz von s nur den trivialen Fixpunkt 0 auf V' hat, entspricht s einem Zyklus der Léange
p" — 1 in Sym(V). Insbesondere operiert S transitiv auf V' \ {0}. Nach (i) ist also V' x S eine primitive
Permutationsgruppe. Man nennt S Singer-Zyklus. Im Fall n = 1 ist sicher V xS = Aff(V) =2 C, x Cp_1.

Sei V' wie in die additive Gruppe von Fpn. Sei F' € Aut(V') der Frobenius-Automorphismus von Fpn,
d.h. F(z) = P fiir x € V (Algebra 1). Man beachte, dass P die Multiplikation des Kérpers benutzt und
nicht die Gruppenverkniipfung von V; insbesondere ist nicht unbedingt P = 1. Bekanntlich hat (F) die
Ordnung n. Als Galois-Automorphismus muss F' den Primkérper F), festlassen (kleiner Satz von Fermat).
Fiir n > 2 ist V x (F) also imprimitiv nach (i). Sei nun f, € S wie in und v € V. Dann ist

(FofyoF ) (v) = F(yF~(v)) =2"v = fou(v).

Dies zeigt F € NAut(V)(S ). Da F nicht-triviale Fixpunkte im Primkoérper hat, gilt auch SN (F) =1 und
S(F) =8 x (F) =:TL(1,p"). Man nennt I'L(1, p™) die semilineare Gruppe vom Grad 1. Die auflésbare
Gruppe V x I'L(1,p") = C}f x (Cpn—1 x Cy,) ist sicher primitiv, da S transitiv auf V'\ {0} operiert. Im
Fall n = p=2ist V x TL(1,4) = Aff(2,2) = .

Aufgabe 2.1. Sei G eine primitive Permutationsgruppe. Zeigen Sie: Z(G) = 1 oder |G| ist eine Primzahl.

Aufgabe 2.2. Sei G eine primitive Permutationsgruppe vom Grad n mit auflésbarem Normalteiler N # 1.
Zeigen Sie, dass n eine Primzahlpotenz ist.

Aufgabe 2.3. Besitzt eine Permutationsgruppe G einen transitiven, abelschen, minimalen Normalteiler, so ist
G primitiv.
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3 Mehrfach transitive Gruppen

Definition 3.1. Eine Operation G — Sym(2) heifst (scharf) k-transitiv, falls || > k und fiir je zwei k-Tupel
(a1,...,a1),(B1,...,Bk) € QF von paarweise verschiedenen Elementen (genau) ein g € G mit 9a; = f; fiir
i=1,...,k existiert.

Beispiel 3.2.
(i) Die (scharf) 1-transitiven Operationen sind genau die transitiven (reguléren) Operationen.

(ii) Jede (scharf) k-transitive Operation ist offenbar auch I-transitiv fiir 1 < < k, aber nicht unbedingt scharf
[-transitiv.

(iii) Jede scharf k-transitive Operation ist treu.
(iv) Fiir n > 2 ist S, scharf n-transitiv und scharf (n — 1)-transitiv (auf {1,...,n}).

(v) Sein >3 und k :=n — 2. Fiir k-Tupel (ay,...,ax), (B1,...,B:) € {1,...,n}* mit paarweise verschiedenen
Elementen sei {z,y} = {1,...,n} \{a1,...,ap} und {2/, y'} ={1,...,n} \ {B1,- .., Bk} Dann ist genau
eine der beiden Permutationen

al DR ak} ‘r y al ... ak x y
ode
(ﬁl B y> ' (/31 - By x)
in A,. Also ist A,, scharf (n — 2)-transitiv.

(vi) Fiir eine Primzahlpotenz ¢ und n > 2 operiert GL(n, q) 2-transitiv auf der Menge der eindimensionalen
Untervektorrdume von Fy.

Lemma 3.3. Sei ¢ : G — Sym(Q) eine transitive Operation, w € £ und k > 2. Genau dann ist ¢ (scharf)
k-transitiv, wenn G,, (scharf) (k — 1)-transitiv auf Q \ {w} operiert.

Beweis. Sei G (scharf) k-transitiv, und seien (aq,...,ax_1),(B1,---,B6—1) € (2 \ {w})*~! mit paarweise
verschiedenen Elementen. Dann existiert (genau) ein g € G mit 9a; = ; fiir i = 1,...,k — 1 und 9w = w. Also
ist g € G, und G,, ist (scharf) (k — 1)-transitiv auf Q \ {w}.

Sei nun G, (scharf) (k—1)-transitiv auf Q\ {w}. Seien (ay, ..., ax), (B1, ..., B) € QF mit paarweise verschiedenen
Elementen. Da ¢ transitiv ist, existieren z,y € G mit o = w = Yf;. Dann sind %«;,Y6; € Q\ {w} fiir
i=1,...,k— 1. Es existiert also (genau) ein h € G, mit "a; = Y; fiir i = 1,...,k. Fiir g := y~‘hr € G gilt
also 9ay; = f3; fiir t = 1,..., k. Ist h eindeutig, so auch g. Also ist G (scharf) k-transitiv. O

Lemma 3.4.
(i) Ist G — S, k-transitiv, so ist n(n —1)...(n —k+1) | |G].
(ii) Ist G — Sy, scharf k-transitiv, so ist |G| =n(n—1)...(n —k+1).
(iii) Ist o : G — Sy, k-transitiv und |G| =n(n—1)...(n —k+ 1), so ist ¢ scharf k-transitiv.

Beweis. Wir beweisen ({il) und durch Induktion nach k. Im Fall k£ = 1 folgt die Behauptung aus [Beispiel 1.13

und [Definition 1.20] Sei nun & > 2. Dann ist G transitiv und nach ist Gy (scharf) (k — 1)-transitiv.
AuRerdem ist |G : G1| = n. Somit folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung. Teil ergibt sich

ebenfalls aus einer einfachen Induktion. O

Satz 3.5. Jede 2-transitive Operation ist primitiv.
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Beweis. Sei ¢ : G — Sym(QQ) eine 2-transitive Operation. Nehmen wir an, dass es einen Block A C Q gibt.
Seien «, 8 € A mit a # 8 und v € Q\ A. Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € G mit 9o = o und 95 = +.
Insbesondere ist @ # A NYA # A. Widerspruch. O

Satz 3.6. Sei 1 # N <G und ¢ : G — Sym(N \ {1}) die Operation durch Konjugation. Dann gilt:
(i) Ist ¢ transitiv, so ist N eine elementarabelsche p-Gruppe.

(i1) Ist o sogar 2-transitiv, so ist p =2 oder |[N| = 3.

(1) Ist ¢ sogar 3-transitiv, so ist |[N| = 4.

(i) ¢ ist nie 4-transitiv.

Beweis. Sei p ein Primteiler von |N| und z € N ein Element der Ordnung p (Satz von Cauchy, Algebra 1). Ist ¢
transitiv, so ist jedes nicht-triviale Element von N zu x konjugiert. Insbesondere ist y? = 1 fiir alle y € N. Also
ist N eine p-Gruppe (Satz von Cauchy) und damit auflosbar. Auferdem ist N ein minimaler Normalteiler. Aus

folgt. ({).
1 —1

Sei nun ¢ 2-transitiv und p # 2. Dann ist 27! # 2. Fiir jedes ¢ € G mit gzg~! = z ist auch gz~ ¢! =z

Daher ist N = {1,z,27'}. Dies zeigt (fi). Ist ¢ 3-transitiv, so muss also p = 2 gelten, da |N \ {1}| > 3. Sei
U:={1,a,b,c} < N. Dann ist ¢ = ab. Fiir ein g € G mit 9a = a und 9b = b muss also auch 9¢ = ¢ gelten. Dies
zeigt U = N und folgt. Wire die Operation 4-transitiv, so wére |N \ {1}| > 4 im Widerspruch zu (iii). O

1

Satz 3.7. Firn > 5 ist A, einfach.

Beweis. Sei 1 # N <G := A,,. Nach [Beispiel 1.24] operiert A,, treu und primitiv auf € := {1,...,n}. Daher
operiert N transitiv auf Q nach[Satz 2.2 Wir argumentieren nun durch Induktion nach n. Sein = 5 (vgl. Algebra 1).
Dann ist 5 | |[N|. Da |G/N| nicht mehr durch 5 teilbar ist, muss N alle Elemente der Ordnung 5 enthalten,
d.h. alle 5-Zyklen. Jeder 5-Zyklus lasst sich eindeutig in der Form (1,a,b,c,d) mit {a,b,c,d} = {2,3,4,5}
schreiben. Also gibt es genau 4! = 24 solche Elemente, und wir erhalten |N| > 24. Wegen |N| | |G| bleiben nur
die Moglichkeiten |N| € {30,60}. Also ist |G/N| auch nicht mehr durch 3 teilbar, und N muss auch alle 3-Zyklen
enthalten. Von diesen gibt es (3) - 2! = 20 Stiick. Also ist |N| > 24 + 20 = 44 und somit N = G.

Sei nun n > 6 und die Behauptung fiir n — 1 bereits gezeigt. Der Stabilisator G,, = A,,—1 ist nach Induktion
einfach. Nach ist G = NG,,. Wir kénnen also G,, € N annehmen. Insbesondere ist N N G,, < G,, und
damit N,, = NN G, = 1. Also operiert N reguldr auf 2 und |N| = n. Nach [Beispiel 3.2l und [Lemma 3.3| operiert
G, (n — 3)-transitiv auf Q \ {n}. Nach ist diese Operation isomorph zur Operation auf N \ {1} durch
Konjugation. liefert nun n = 6 und |N| = 4. Dies widerspricht aber |N| = n. O

Satz 3.8. Ist G eine einfache Gruppe der Ordnung 60, so ist G = As.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine Untergruppe H < G vom Index 5. Sei P € Syl,(G). Offenbar ist
Ng(P) < G. Im Fall |G : Ng(P)| = 3 géibe es einen nicht-trivialen Homomorphismus G — S35 im Widerspruch
zur Einfachheit von G. Wir koénnen also Ng(P) = P annehmen (anderenfalls setze man H := Ng(P)). Schneiden
sich je zwei verschiedene 2-Sylowgruppen trivial, so besitzt die Vereinigung aller 2-Sylowgruppen 46 Elemente.
Andererseits muss es nach Sylow aber mindestens sechs 5-Sylowgruppen geben, die sich ebenfalls trivial schneiden.
Dieser Widerspruch zeigt, dass es ein Q € Syl,(G) mit |P N Q| = 2 gibt. Dann ist P,Q < Ng(P N Q). Man kann
also H := Ng(P N Q) wihlen.

Die Operation auf den Nebenklassen G/H liefert nun einen Monomorphismus G — S5. Da Aj die einzige

Untergruppe der Ordnung 60 in Ss ist (Aufgabe 3.4), folgt G = As. O

Satz 3.9. Sei G eine aufldsbare k-transitive Permutationsgruppe. Dann ist k < 4. Im Foll k = 4 ist G =2 Sy und
im Fall k =3 ist G € {S3,54}. In beiden Fdllen ist die Operation scharf k-transitiv.
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Beweis. Wir konnen k > 2 annehmen. Nach ist G auch primitiv. Sei N ein minimaler Normalteiler von
G. Wie iiblich operiert N regulédr auf 2. Nach ist die Operation von G, (w € §2) auf 2 isomorph zur
Operation auf N durch Konjugation. Andererseits operiert G,, (k — 1)-transitiv auf Q \ {w} nach
Nun folgt £ < 4 aus Im Fall k =4 ist [N| =4 und G < Sym(2) = 5;. Wegen 4-3-2 | |G| folgt G = 5.

Sei nun k£ = 3. Nach ist |N| = 3 oder N ist eine elementarabelsche 2-Gruppe. Im ersten Fall ist sicher
G =2 S5. Sei nun |[N| = 2" fiir ein n > 2. Wie oben operiert G, 2-transitiv und somit primitiv auf  \ {w}. Da
G, auflésbar ist, besitzt G, einen minimalen Normalteiler der Ordnung 2™ — 1. Insbesondere ist 2" — 1 = ¢™
fiir eine Primzahl ¢ > 3. Ist m gerade, so erhélt man den Widerspruch 0 = 2" = ¢™ +1 =2 (mod 4). Also ist m
ungerade. Auferdem ist

2 =q" 4 1= (q+1)(¢" —¢g™ 2+ ...+ 1).

Der Faktor ¢! — ¢™ 2 £ ... 4 1 ist eine Summe aus m vielen ungeraden Zahlen und ist daher ungerade.
Dies zeigt ¢ ' —¢™ 2+ ...+1=1und ¢ = 2" — 1 ist eine Mersenne-Primzahl. Nach ist Gy, zu
einer Untergruppe von Aff(1,¢) isomorph. Insbesondere ist |G| | q(g — 1). Andererseits ist (¢ — 1) | |Gl
nach [Lemma 3.4} Dies zeigt G, = Aff(1,¢) und |G| = 27(2" — 1)(2" — 2). Also ist G sogar scharf 3-transitiv

nach [Lemma 3.4L Wir betrachten nun G,, als Untergruppe von Aut(N) = GL(n,2). Sei Q € Syl (G.,). Wegen
|GL(n,2)[ = (2" — 1)(2" —2)...(2" — 2"!) ist Q € Syl,(GL(n,2)) und |Q| = ¢. Insbesondere ist Q zum
Singer-Zyklus S < GL(n,2) (Beispiel 2.16)) konjugiert. Also ist

(2" = 1)(2" = 2) = |G| = Ne, (Q)] | Nar(n,2)(Q)] = Narn,2) (5)]- (3.1)

Wir berechnen nun Ngr,(,,,2)(S). Sei dafiir S = (f,) mit v € F3,. Sei auferdem ® € N, (,2)(S5) mit a := ®(1),
wobei man fiir die Definition von 1 wieder N mit Fo» identifiziert. Dann existiert ein k € Z mit ® o f, = f,’yC o®.
Fiir 4,5 € Z ist

(fa-r 0 ®)(¥'Y7) = (fum1 0 ® o fI9)(1) = (fomr 0 fHK) (@) = v FDE = (fm1 0 ) (') (fam1 0 ®)(V)).

Da jedes nicht-triviale Element in Fon die Form ~* hat, muss f,—1 o® ein Koérperautomorphismus sein. Bekanntlich
wird Aut(F2») vom Frobenius-Automorphismus F' erzeugt (Algebra 1). Also ist ® € T'L(1,2") und Ngr,(,,2)(S) =
I'L(1,2"). Wegen ist 2" — 2 | n und daher n = 2. Also hat G Grad 4 und G = S, wegen |G| = 24. Die letzte
Behauptung ist klar. O

Beispiel 3.10.

(i) Wir haben in [Beispiel 2.16| gesehen, dass I'L(1, p™) transitiv auf V' \ {0} operiert, wobei V' eine elementara-
belsche p-Gruppe vom Rang n ist. Nach [Satz 2.12| operiert V' x T'L(1, p™) also 2-transitiv auf V. Betrachtet
man nur den Singer-Zyklus S, so ist V' xS sogar scharf 2-transitiv nach

(ii) Huppert hat umgekehrt gezeigt, dass bis auf endlich viele Ausnahmen jede auflésbare 2-transitive Per-
mutationsgruppe G in V x T'L(1,p") enthalten ist. In den Ausnahmen ist G < Aff(n,p) (Satz 2.14) mit
p" € {32, 5%, 7%, 112, 232, 3%},

Satz 3.11. Sei G eine scharf 2-transitive Permutationsgruppe vom Grad n. Dann ist n = p™ fiir eine Primzahl
p und G = G < Aff(m, p) mit Fr<G.

Beuweis. Die Operation G — Sym((2) sei scharf 2-transitiv mit || = n. Nach[Satz 3.5]ist G primitiv. Um [Satz 2.14]
anzuwenden, miissen wir einen abelschen Normalteiler konstruieren. Sei w € . Nach operiert G,
reguldr auf Q\ {w}. Fir o’ € Q\ {w} ist also G,NG,» = 1. Folglich hat jedes nicht-triviale Element in G héchstens
einen Fixpunkt. Sei N := G\ |, cq Go U{1} die Menge der fixpunktfreien Permutationen plus Identitéit. Da sich
je zwei verschiedene Stabilisatoren trivial schneiden, ist |[N| = |G| — n(|Gw| — 1) = n(n — 1) — n(n — 2) = n nach
Sei p ein Primteiler von n, und sei z € G ein nicht-triviales p-Element. Dann ist = ein disjunktes
Produkt von nicht-trivialen Zyklen, deren Léngen durch p teilbar sind. Wegen p | n ist die Anzahl der Fixpunkte
von x auch durch p teilbar. Also ist = fixpunktfrei, d.h. z € N. Sei y € Cq(z) NG, fir ein w € Q. Dann ist
y € G,NzGur~! =G, NGs, =1, da *w # w. Dies zeigt Cg(z) C N. Die Anzahl der Konjugierten von z in G
ist also
G| _n(n—1)

: > = ——‘-=n-—1.
G+ Ca(w)] 2 i =" =
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Da jedes Konjugierte von x (als p-Element) auch in N liegt, folgt N = {gzg™' : g € G}U{1} und N = Cg(x) < G.
Sicher ist auch N < G. Da N eine p-Gruppe ist, existiert ein m mit n = |N| = p™. Wegen

Z(N) = [ Calgzg™) = [ 9Ca(x)g™ = (| gNg~' =N

geG geG geG
ist IV auch abelsch. Die Behauptung folgt nun aus O

Bemerkung 3.12.

(i) Man nennt G' Frobeniusgruppe, falls eine Untergruppe 1 < H < G mit HNgHg ! =1 fiiralle g € G\ H
existiert. Ggf. heiit H Frobeniuskomplement von G. In der Situation von zeigt man leicht, dass
G eine Frobeniusgruppe mit Komplement G, ist. Mit dem Satz von Frobenius (siehe Charaktertheorie)
vereinfacht sich obiger Beweis. Man kann auflerdem zeigen, dass jede p-Sylowgruppe von G, fiir p > 2

zyklisch ist (im Fall p = 2 kommen noch Quaternionengruppen in Frage; vgl. |Aufgabe 3.3).

(ii) Zassenhaus hat unter Verwendung von Fastkorpern gezeigt, dass jede scharf 3-transitive Permutationsgruppe
zu einer von zwei unendlichen Familien gehort (vgl. [Aufgabe 3.2). Wir zeigen im Folgenden, dass es neben
S, und A, nur wenige scharf k-transitive Permutationsgruppen mit k > 4 gibt.

Satz 3.13 (JORDAN). Sei G eine scharf k-transitive Permutationsgruppe vom Grad n mit k > 4. Dann ist
G e {S,,A,} oder (n, k) € {(11,4), (12,5)}.

Beweis (T11s). Wir kénnen G < S,, annehmen und argumentieren durch Induktion nach k.

Induktionsanfang: k = 4.

Nach Voraussetzung ist n > k = 4 und |G| = n(n — 1)(n — 2)(n — 3). Im Fall n < 6 ist |G| € {n!, 3n!}. Es folgt
dann leicht G € {S,, A,} (Aufgabe 3.4). Nehmen wir nun n = 7 an. Dann ist |S7 : G| = 6. Die Operation von S7
auf den Nebenklassen S7/G liefert einen Homomorphismus f : S7 — Sg mit 1 # Ker(f) C G. Nach

kann der Normalteiler Ker(f) nicht existieren. Also ist n > 8.

Die 4-Transitivitat liefert ein Element
z=(1,2)(3)4)...€ G

(die Darstellung der Einerzyklen ist diesmal wichtig). Da G sogar scharf 4-transitiv ist, haben alle nicht-trivialen
Elemente hochstens drei Fixpunkte. Da 2? mindestens vier Fixpunkte hat, ist x eine Involution. Sei F die
Menge der Fixpunkte von x. Dann ist |F| € {2,3} je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist. Offenbar operiert
H := G;NCg(z) auf F. Nehmen wir an, dass y € H dabei trivial operiert. Wegen Y2 = ¥*1 = *¥] = %1 = 2
hat y dann mindestens die Fixpunkte 1,2,3,4. Also ist y = 1 und H operiert treu auf F. Insbesondere
ist |[H| < |Sym(F)| < 6. Wir zeigen, dass H transitiv auf A := {5,...,n} \ F # @ operiert. Seien dafiir
a, € A. Die 4-Transitivitit liefert ein Element ¢ € G N Gy mit 9a = B und 9(*a) = *B. Da grg~ o1
mindestens die Fixpunkte 1,2, 3,% hat, ist grg~! = 2z und g € G; N Cg(x) = H. Also ist H transitiv und
n=2+4|F|+|A| <2+ |F|+|H| <11. Ist n gerade, so ist |F| = 2 > |H|. Dies widerspricht aber n > 8. Wir
kénnen daher n = 9 annehmen. Dann ist aber |A| =44 |H]|.

Induktionsschritt: k£ > 5.

Nach operiert G, scharf (k — 1)-transitiv auf {1,...,n — 1}. Ist |G,| € {(n — 1), 3(n — 1)}, so
ist |G| € {n!,3n!} und G € {S,, A,}. Wir kénnen also G, ¢ {S,_1,A,_1} annehmen. Nach Induktion ist
(n,k) € {(12,5),(13,6)}. Sei also n = 13. Fiir P € Syl,3(G) ist dann |P| = 13. Die 12! Zyklen der Lénge 13 in
Sy3 verteilen sich auf 11! Sylowgruppen. Also ist [Ng,, (P)| = 13-12. Wegen Ng(P) < Ng,,(P) existiert ein d | 12
mit |G : Ng(P)] =11-10-9-8-d. Nach Sylow ist 3d = |G : Ng(P)| =1 (mod 13). Also ist d =9 (mod 13) und
man erhélt den Widerspruch d { 12. O

Lemma 3.14. Sei G = (H,z) eine Permutationsgruppe auf @ > w. Dabei operiere H < G k-transitiv auf

Q\ {w} mit k > 2 und *w # w. Es existiere y € H und o € Q\ {w} mit Ya # a, 22 = y?> = (2y)® = 1 und
xHox = H,. Dann operiert G (k + 1)-transitiv auf Q und G, = H.
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Beweis. Wegen H C G, ist G, k-transitiv auf Q \ {w}. Wegen *w # w ist G offenbar auch transitiv auf 2. Aus
folgt, dass G (k + 1)-transitiv operiert. Es bleibt zu zeigen: G,, C H.

Fir K := HUHxzH ist K :={g7!:g€ K} = K wegen 2! = 2. Sei z € H\ H,. Wegen k > 2 operiert
H,, transitiv auf Q \ {w,a}. Also existiert ein h € H, mit "*a = Ya. Es folgt y~*hz € H, und 2z € H,yH,.
Dies zeigt H = H,, U H,yH,. Die Relationen 2% = y? = (zy)3 = 1 implizieren xyx = yry. Nach Voraussetzung
erhalten wir

rHx =xH,xUzHyHor = Hy, U HyxyxH, = Hy, U HoyyeyH, C HU HeH = K.

Firg,¢g' € HxH ist also g¢’ € HrHxH C HKH C K. Dies zeigt K < G. Wegen x € K ist sogar G = (H,z) = K.
Fiir jedes g € G\ H C HxzH ist also 9w # w. Dies zeigt die Behauptung. O

Lemma 3.15 (Witt). Sei H eine 2-transitive Permutationsgruppe auf Q:={4,...,n} dw, und sei x € H\ H,
eine Involution. Seien a,b,c € Ng_ (H,) Involutionen mit

a=(1,w)(2)3)..., b=(1,2)3)(w)..., c=1(2,3)(1)(w)...
und
(azx)® = (ba)® = (cb)® =1, (xb)? = (xc)? = (ac)* = 1.

Dann ist G := (H,a,b,c) 5-transitiv auf {1,...,n} und GiN G2 N G3 = H.

Beweis. Nach [Lemma 3.14] ist K := (H,a) 3-transitiv auf Q U {1} und K; = H. Nach operiert H

primitiv auf Q. Insbesondere ist H,, < H maximal und H = (H,,, z). Aus 2% = (zb)? = b*> = 1 folgt xb = bx.
Insbesondere ist bK1b = bHb = (bH,b,x) = (H,,,xz) = H = K;. Eine weitere Anwendung von zeigt,
dass L := (K, b) 4-transitiv auf Q U {1,2} operiert mit Ly = K. Aus den Relationen folgt nun wieder ac = ca
und zc = cz. Also ist

cloc = cKc={(cHc,a) = (cH,c,z,a) = (Hy,,z,a) = K = Lo.

Eine dritte Anwendung von [Lemma 3.14] ergibt schlieflich, dass G = (L, ¢) 5-transitiv auf {1,...,n} operiert
mit Gg = L. Damit ist auch G1 ﬂGQﬂGg :GlmLQ :G1 ﬂK:Kl =H. ]

Satz 3.16 (MATHIEU). Sei

a = (1,4)(7,8)(9,11)(10, 12), b= (1,2)(7,10)(8,11)(9, 12), ¢ =(2,3)(7,12)(8,10)(9, 11),
d=(4,5,6)(7,8,9)(10, 11, 12), e = (4,7,10)(5,8,11)(6,9, 12), f=(57,6,10)(8,9,12,11),
g=(5,8,6,12)(7,11,10,9).

Dann ist Myo = (a,b,c,d,e, f,g9) < Sia scharf 5-transitiv vom Grad 12 und My = {a,b,d,e, f,g) ist scharf
4-transitiv vom Grad 11.

Beweis. Da d die drei Zyklen von e permutiert, ist F := (d, ¢) elementarabelsch der Ordnung 9. Auferdem operiert
E regulir auf Q := {4,...,12}. Offenbar ist f? = g2 eine Involution und fgf~! = ¢g=1. Fiir Q := (f, g) gilt also
{g) <Q und |Q : (g)| = 2. Also ist |Q| = 8 (Q ist eine Quaternionengruppe). Eine Rechnung zeigt fdf ' = e,
gdg~! = (4,8,12)(11,6,7)(9,10,5) = de, fef ' =d~! und geg~! = (4,11,9)(8,6,10)(12,7,5) = de~ . Also ist
Q C Ng,(E) und H := EQ < Si2. Aus Ordnungsgriinden ist ENQ =1 und somit |H| = |E||Q| =9-8. Da E
regulér auf € operiert, ist Hy = E4Q = Q. Man sieht leicht, dass @ transitiv auf Q\ {4} operiert. Also ist H
2-transitiv auf {2 nach Wegen |H| =98 und |Q] =9 ist die Operation sogar scharf 2-transitiv. Wir
wollen nun mit w = 4 und

xi=df?d~" = d(5,6)(7,10)(8,12)(9,11)d~* = (4,6)(7,12)(8,11)(9,10) € H \ H,
anwenden. Dafiir miissen wir zunéchst a, b, ¢ € Ng,,(H4) = Ng,,(Q) zeigen:

afa”! =g, aga™' =a’fa=? = f, bfb~t = [,
bgb~t = (5,11,6,9)(7,12,10,8) = gf, cfet =g71, cget=c2f e 2= 7L
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Die Relationen aus iiberpriift man wie folgt:

ar = (1,4,6)(7,10,11)(8,9,12),  ba = (1,4,2)(7,11,12)(8,10,9), b= (1,3,2)(7,8,9)(10,12,11),
zb = (1,2)(4,6)(7,9)(10, 12), ze = (2,3)(4,6)(8,9)(10,11), ac = (1,4)(2,3)(7,10)(8,12).

Also ist G := (H,a,b,c) = M3 5-transitiv vom Grad 12 und G; N Go NG5 = H. Da H scharf 2-transitiv auf
operiert, ist G1 NGa NG3N G4 NG5 = HyN Hs = 1. Dies zeigt, dass G sogar scharf 5-transitiv ist. Im Beweis
von ergab sich G'3 = Mj;. Nach ist M1 also scharf 4-transitiv vom Grad 11. O

Definition 3.17. Man nennt My und Mo die Mathieugruppen vom Grad 11 bzw. 12. Aus [Lemma 3.4] ergibt
sich |Myy| =11-10-9-8 =7.920 = 2% -32.5- 11 und [ My = 12-11-10-9-8 = 95.040 = 26 - 33 - 5 - 11.

Satz 3.18. Die Gruppen My1 und Mo sind einfach.

Beweis. Sei zunéchst G = My; und P € Syl;;(G). In S; gibt es 10! Elemente der Ordnung 11, die sich auf 9!
Sylowgruppen verteilen. Also ist |Ng,, (P)| = 1110 und |Ng(P) : P| | 10. Nach Sylow ist

161 _
11

und somit [Ng(P) : P| = 5 und |G : Ng(P)| = 16-9. Sei nun 1 # N < G. Dann ist N transitiv und alle
11-Sylowgruppen von G liegen in N. Insbesondere ist |N : Ny (P)| = 16 - 9. Dies zeigt |G : N| < 5. Nehmen wir
|G : N| =5 an. Dann besitzt N genau 16 -9 - 10 Elemente der Ordnung 11. Die tibrigen |N|/11 Elemente miissen

dann den Stabilisator N7 bilden. Insbesondere ist N7 = ... = Ny1. Dann kann N aber nicht treu operieren. Also
ist G = N, und G ist einfach.

5=10-9-8 = |G : Ng(P)||[Ng(P) : P| = [Ng(P) : P| (mod 11)

Sei nun G = Mjs, und sei N ein minimaler Normalteiler von G. Nach Konstruktion ist Gz = My, einfach und
maximal in G, da G primitiv ist. Es folgt Gs N N € {1,G3}. Wir konnen N < G annehmen. Im Fall G3 C N ist
G35 = N wegen der Maximalitdt von GG3. Dann kann N aber nicht transitiv operieren. Also ist G3 N N =1 und

IN|=|N:G3NN|=|NGs: Gs| = |G : G3| = 12. Dies widerspricht O

Bemerkung 3.19. Die Mathieugruppen M7, und M5 sind die beiden kleinsten sporadisch einfachen Gruppen.
Dies sind 26 Ausnahmen, die nicht zu unendlichen Familien von einfachen Gruppen (wie 4,,) gehoren.

Satz 3.20. Sei G eine scharf k-transitive Permutationsgruppe vom Grad n mit k > 4. Dann gilt eine der
folgenden Aussagen:

(i) ne{k,k+1} und G=S,.
(1)) n=k+2 und G = A,.
(iii) (n,k) = (11,4) und G = M;y;.
(iv) (n,k) = (12,5) und G = M.
In allen Fdllen ist die Operation bis auf Isomorphie eindeutig.
Beweis. Im Fall G 2 S, ist |G| = n!l. Andererseits ist |G| = n(n—1)...(n—k+1). Dies zeigt n € {k,k+1}. Der
Fall G = A,, ist analog. Da S,, und A,, die einzigen Untergruppen der Ordnung n! bzw. n!/2 in S, sind, ist die

Operation bis auf Isomorphie eindeutig (Aufgabe 1.4). Nach [Satz 3.13[ kénnen wir also (n, k) € {(11,4), (12,5)}

annehmen.

Sei zunéichst G < S7; eine scharf 4-transitive Permutationsgruppe. Um zu zeigen, dass G in S7; zu M7, konjugiert
ist (Aufgabe 1.4), geniigt es zu zeigen, dass G bis auf Umnummerierung der Ziffern 1,...,11 eindeutig bestimmt
ist. Wie in [Satz 3.18| zeigt man, dass G einfach ist. Im Fall G € A1 wire 1 # G N Ay < G im Widerspruch zur
Einfachheit von G. Also ist G < Ay1. Wegen |G| = 11-10-9 - 8 enthélt G einen 11-Zyklus, sagen wir

x:=(1,...,11).
Dann ist P := (z) € Syl;;(G). Wie in [Satz 3.18]ist [Ng(P)| = 11 -5 und Ng(P) = N4,, (P). Sei also

y:=(1,4,5,9,3)(2,8,10,7,6) € Ng(P)
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mit yry~! = z*. Dann ist Q := (y) € Syl;(G). Man sieht leicht, dass Ca,,(Q) = ((1,4,5,9,3),(2,8,10,7,6))
gilt. Wegen 25 t |G| ist Cq(Q) = Q. Wie iiblich ist Ng(Q)/Q < Aut(Q) = (Z/5Z)* = C4. Andererseits ist
|G : Ng(Q)| =1 (mod 5) nach Sylow. Es folgt [Ng(Q)| = 20 und N¢(Q)/Q ist zyklisch. Wir wihlen ein Element
2 € Ng(Q) der Ordnung 4 mit zyz~! = y2. Dann ist 2(1,4,5,9,3)2~! € {(1,5,3,4,9), (2,10,6,8,7)}. Nehmen wir
zunéichst an, dass der zweite Fall eintritt. Dann hat z keine Fixpunkte auf {1,...,10}. Da 2% # 1 hochstens drei
Fixpunkte hat, muss z Zyklentyp (4,4, 2) haben. Insbesondere ist z eine ungerade Permutation im Widerspruch
zu G < Apyp. Also ist 2(1,4,5,9,3)27 = (1,5,3,4,9) und 2(2,8,10,7,6)2~* = (2,10,6,8,7). Indem man z durch
ein zyi ersetzt, kann man

z=(3,9,4,5)2 mit 2 €{(2,10,8,6),(2,6,10,7), (6,7,8,10), (2,8,7,10), (2,7,6,8)}.

annehmen. Wir zeigen, dass die letzten drei von diesen fiinf Mdoglichkeiten nicht in Frage kommen. Dafiir
berechnet man:

x‘1(379,4,5)(6, 7,8, 10) = (1, 11, 1075,2)(3,8,9),
£((3,9,4,5)(2,8,7,10))* = (1,2,8,11)(3,5,10,9,6,7),
7(3,9,4,5)(2,7,6,8) = (1,2,8,3,10,11)(4,6,9, 5).

Man sieht sofort, dass geeignete nicht-triviale Potenzen dieser Elemente mehr als drei Fixpunkte haben. Also ist
z=(3,9,4,5)(2,10,8,6) oder z = (3,9,4,5)(2,6,10,7). Wir betrachten nun

g:=(1,7,5,2,3,10,4,6,9,8) € ;.

Dann ist gzg~! = 2® und damit g € Ng,, (P). AuBerdem bildet g durch Konjugation den zweiten Kandidaten
von z auf den ersten ab. Nach Konjugation mit g kénnen wir also

2 =(3,9,4,5)(2,10,8,6)

annehmen (dabei bleibt die bereits gefundene Gruppe Ng(P) = N4,, (P) < Ng,, (P) erhalten). Also enthdlt G
die Untergruppe H := (z,y,z) = (Ng(P),N¢(Q)) mit 11-5-4 | [H|. Wegen |H : Ng(P)| = |H : Ng(P)| =1
(mod 11) und |H : Ng(P)] ‘ |G : Ng(P)| =9-16 konnen wir |[H| = 11-5-12 annehmen (anderenfalls ist H = G).
Dies liefert aber den Widerspruch 33 = |H : Ng(Q)| = |H : Ng(Q)] =1 (mod 5). Also ist G = H eindeutig
bestimmt.

Sei schlieklich G < Sy9 scharf 5-transitiv. Dann ist G5 scharf 4-transitiv. Nach dem eben Gezeigten ist G1o & M.
Durch Konjugation konnen wir annehmen, dass G5 = (z,y, z) wie oben gegeben ist. Die 5-Transitivitit liefert
nun ein Element

g:=1(2)(3,4)(5,9)... € G.
Wegen g € Go = My1 < Aq; ist g ein disjunktes Produkt von vier Transpositionen. Insbesondere hat g genau vier
Fixpunkte. Da gz # 1 die Fixpunkte 3,4,5,9 hat, hat ¢ die Fixpunkte 2,6, 8, 10. Dies ergibt drei Maglichkeiten:
9 €{3,4)(5,9)(1,7)(11,12), (3,4)(5,9)(1,11)(7,12), (3,4)(5,9)(1,12)(7,11)}.

In den ersten beiden Fallen ist

y(3,4)(5,9)(1,7)(11,12) = (1,6,2,8,10,7,4)(3,5)(11, 12),
23(3,4)(5,9)(1,11)(7,12) = (1,3,7,12,10,2,5)(4,6,9,8, 11).

Wegen 71 |G| ist also
9=(3,4)(5,9)(1,12)(7,11) € G

und aus der Maximalitdt von G1a folgt G = (z,y, 2, 9g). O

Bemerkung 3.21. Man kann[Lemma 3.15|auch verwenden, um die gréfieren einfachen Mathieugruppen Moo, Mo
und Ma4 zu konstruieren (siche Theorem 21.10 in [Passman|). Dabei ist H = PSL(3,4) := SL(3,4)/ Z(SL(3,4))
eine Permutationsgruppe auf den 21 eindimensionalen Untervektorriumen von F3. Da man heutzutage die
Existenz und Eigenschaften dieser Gruppen leicht mit Computer verifizieren kann, verzichten wir auf einen
theoretischen Beweis. Manchmal definiert man noch die Mathieugruppen Mig, My = C3 x Qg, M2y = PSL(3,4)
und My = C4 x Aj als Stabilisator von My (bzw. Myg, Maa, Moy). Diese liefern aber keine sporadisch einfachen
Gruppen. Mit Hilfe der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen (CFSG) kann man folgenden Satz
beweisen.
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Satz 3.22. Sei G eine 4-transitive Permutationsgruppe. Dann gilt eine der folgenden Aussagen:
(i) G =S, mitn>4.
(1)) G = A, mitn > 6.
(i1i) G € {Mi1, Mas} und die Operation ist nicht 5-transitiv.
(iv) G € {Mi2, M24} und die Operation ist 5-transitiv, aber nicht 6-transitiv. O

Aufgabe 3.1. Zeigen Sie, dass eine transitive Permutationsgruppe G auf 2 genau dann 2-transitiv ist, falls
G =G, UGLgG, firwe Qund g € G\ G, gilt.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass SL(2,2™) scharf 3-transitiv auf der Menge der eindimensionalen Untervektorrdume
von F3, operiert.

Aufgabe 3.3. Sei G eine scharf 2-transitive Permutationsgruppe auf 2. Zeigen Sie, dass G, fiir w € {2 hochstens
eine Involution besitzt. Im Fall |G| =0 (mod 2) ist also Z(G,,) # 1.

Aufgabe 3.4. Bestimmen Sie alle Normalteiler von S,,.

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie, dass A; eine primitive Permutationsgruppe vom Grad 5, 6 und 10 ist.
Aufgabe 3.6. Zeigen Sie: Sind H, K < Aut(N) konjugiert in Aut(N), soist N x H = N x K.
Aufgabe 3.7. Zeigen Sie, dass die unendliche Gruppe Ao := Ji-, A; einfach ist.

Aufgabe 3.8. Sei ¢ : G — Sym(Q2) eine Operation.

e o heilit k-primitiv fir k > 1, falls ¢ primitiv ist und im Fall & > 1 ein Stabilisator G, (k — 1)-primitiv auf
O\ {w} operiert.

e o heifst %—tmnsitiv, falls |Q2] = 1 oder alle Bahnen von G die gleiche Lénge > 1 haben.

e ¢ heift (k + 1)-transitiv fir k > 1, falls [Q| > k + 1, G transitiv operiert und G, fiir ein w € Q
(k — 3)-transitiv auf Q \ {w} operiert.

o © heiflt semireguldr (oder frei), falls G, = 1 fiir alle w € .
e © heillt quasiprimitiv, falls jeder nicht-triviale Normalteiler von G transitiv operiert.
Zeigen Sie fiir G # 1:
(i) (k4 1)-transitiv = k-primitiv = k-transitiv (k > 1)
(i) (k+ 3)-transitiv => k-transitiv => (k — 3)-transitiv (k > 1)
(ili) regulir = semiregulér = 1-transitiv
(iv) primitiv+treu = quasiprimitiv => transitiv
(v) %—transitiv = primitiv =4 %—transitiv

vi) Sei ¢ transitiv und N < G. Dann operiert N trivial oder i-transitiv.
2

(vii) Ist H ein Frobeniuskomplement in G, so operiert G %—transitiv auf G/H.
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scharf 2-transitiv g—transitiv 2-primitiv

L7

Frobeniusgruppe 2-transitiv

NN

%—transitiv primitiv
regulér quasiprimitiv

NP

semireguldr  transitiv

N/

%—transitiv

Aufgabe 3.9. Sei 1 # N <G und ¢ : G — Sym(N \ {1}) die Operation durch Konjugation. Zeigen Sie:
(i) Ist ¢ 2-transitiv oder primitiv, so ist N eine elementarabelsche 2-Gruppe oder |N| = 3.
(ii) Ist ¢ 2-primitiv, so ist |N| € {3,4}.

(iii) Ist ¢ 3-transitiv, so ist |[N| = 4.
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4 Konstruktion primitiver Gruppen mit
vorgegebenem Sockel

Satz 4.1 (Baer). Sei G eine primitive Permutationsgruppe. Dann gilt eine der folgenden Aussagen:
(i) G hat genau einen minimalen Normalteiler N und Cq(N) = N ist reguldr.
(i) G hat genau einen minimalen Normalteiler N und Cg(N) = 1.

(ii) G hat genau zwei minimale Normalteiler N und M = Cg(N) = N und beide sind reguldr.

Beweis. Die Gruppe G operiere treu und primitiv auf €2. Sei N ein minimaler Normalteiler von G. Nehmen wir
zunéchst Co(N) = 1 an. Fiir einen weiteren minimalen Normalteiler M wire NN M =1 und M C Cg(N) = 1.
Also gilt und wir kénnen nun Cg(N) # 1 annehmen. Im Fall N C Cg(N) ist N abelsch und (i) gilt nach
Satz 2.14] Es gentigt also den Fall M := Cg(N) <G mit NN M =1 zu untersuchen. Sei w € Q und y € N. Dann
ist M,, = yM,y~' = My,,. Da N transitiv auf Q operiert, ist M, = 1 und M ist regulir. Ist nun K ein minimaler
Normalteiler von G mit K < M, so ist K transitiv und || < |K| < |M| = |Q|. Dies zeigt, dass M = K minimal
ist. Die gleiche Argumentation mit M anstelle von N liefert einen reguldren minimalen Normalteiler C¢ (M)
mit N C Cg(M). Also ist auch N = Cg(M) regulér. Ist nun K ein dritter minimaler Normalteiler, so ist
K NN =1 und man erhilt den Widerspruch K C Cg(N) = M. Es bleibt zu zeigen, dass N und M isomorph
sind. Dafiir betrachten wir den Stabilisator S := (NM), in NM. Es gilt SO N =N, =1= M, =SNM und
NM = NS = MS nach [Satz T.79 Also ist

N=N/NAM=NM/M=MS/M=S/SANM=S=~S/SAN=NS/N=NM/N=M/MAN=M O

Definition 4.2. Das Produkt aller minimalen Normalteiler von G bezeichnet man als Sockel Soc(G).

Bemerkung 4.3. Nach [Satz 2.6] und [Satz 4.1]ist der Sockel einer primitiven Permutationsgruppe eine direkte
Summe isomorpher einfacher Gruppen. Wir konstruieren nun primitive Permutationsgruppen mit vorgegebenem
Sockel. Ist Soc(G) nichtabelsch, so ist Cg(Soc(G)) = 1 nach Also ist G 2 Ng(Soc(G))/ Ca(Soc(G)) <
Aut(Soc(G)).

Lemma 4.4. Sei G =T, P ... T, mit nichtabelschen einfachen Gruppen Ty = ... =2 Ty. Seiw; : G — T; die
i-te Projektion.

(1) Sei H < G mit m;(H) =T; firi=1,...,k. Dann existiert eine Partition {1,...,k} =1, U...UI,, sodass
H=D1®...®D; mit D; < Gajeli T; und Ker(m;) N D; =1 fiir alle j € I;. Insbesondere ist H = T}
(ii) Jeder Normalteiler von G hat die Form @, ; T; fiir ein I C {1,...,k}.

(iii) Ty,..., Ty sind die einzigen minimalen Normalteiler von G.

Beweis.

(i) Induktion nach k: Der Fall k£ = 1 ist klar. Sei also k > 2. Sei I C {1,...,k} minimal mit der Eigenschaft
D:=HN@,;c;T; # 1. Im Fall Ker(m;) N D # 1 fiir ein j € I wire H N €D,y ;; Ti # 1 im Widerspruch
zur Minimalitdt von I. Also ist Ker(w;) N D =1 fiir alle i € I. Auflerdem ist D < H wegen T; I G. Wir
konnen also I := I und D; := D setzen. Im Fall |I| = k sind wir fertig. Sei also |I| < k und 0.B.d. A. 1 € I.
Fiir ¢ € T ist m;(D) < m;(H) = T; nach Voraussetzung. Da T einfach ist, folgt m;(D) = T;. Sei nun © € H
beliebig und z; := [[,c; mi(x). Wir wollen x; € D zeigen. Nehmen wir x; ¢ D an. Wegen m (D) = T}
existiert ein y € D mit 71 (2xy) = 1. Ersetzt man also « durch xy, so kann man 71 (z) = 1 annehmen. Sei
0.B.d. A. 2 € I und ma(z) # 1. Wegen Z(T>) = 1 existiert ein z € Ty \ Cg(m2(z)). Sel y € D mit ma(y) = 2.
Wegen D < H gilt w := xyx~ly~! € D. Allerdings ist m;(w) = 1 und ma(w) # 1 im Widerspruch zu
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Ker(m)N.D = 1. Wir also gezeigt, dass [[;c; mi(x) € D fiir alle z € H gilt. Fiir D := (;o; Ker(m;)) " H<IH
ist also H = DD und DN D = 1. Fiir j € {1,...,k}\ I ist sicher m;(D) = 7;(H) = T;. Man kann also die
Induktionsvoraussetzung auf D anwenden. Damit folgt die erste Behauptung. Da 7; : D; — T fiir j € I;
ein Isomorphismus ist, folgt auch die zweite Behauptung.

(ii) Sei g € N <G mit m;(g) # 1 fiir ein ¢ € {1,...,k}. Wegen Z(T;) = 1 existiert ein « € T; \ Cg(m;(g)). Es
folgt 1 # am;(g)x " mi(g)~! = wga=lg™! € NNT;. Also ist 1 # N NT; < T;, und die Einfachheit von T;
zeigt T; C N. Dies liefert die Behauptung.

(iii) Folgt aus (). O
Bemerkung 4.5. Untergruppen H wie in nennt man subdirekte Produkte.

Lemma 4.6. Scien Ny, ..., N, paarweise verschiedene Normalteiler von G mit ﬂle N; =1, sodass G/Ny =
... 2 G /Ny =: S nichtabelsch und einfach ist. Dann ist G = S*.

Beweis. Der Fall k = 1 ist klar. Sei k > 2 und M := ﬂi:llNi Fir H < G sei H := HM/]\/.L Dann ist
G/N; 2 G/N; = S fiiri = 1,...,k — 1. Nach Induktion ist also G = S*~1. Nach hat G nur k£ — 1
maximale Normalteiler. Insbesondere ist M # 1 (anderenfalls miisste Ny mit einem N; mit ¢ < k iibereinstimmen).

Wegen 1 # M N /N, I G/N, 2 S ist G = MN, =2 M x N 2 G/Nj, x G = S*. O
Definition 4.7. Sei G eine primitive Permutationsgruppe.
(i) G ist vom Typ (A), falls Soc(G) (elementar)abelsch ist. Ggf. ist G < Aff(Soc(G)) (,A“ steht fiir ,affin®).

(ii) G ist vom Typ (F), falls Soc(G) nichtabelsch, einfach und nicht-reguldr ist. Ggf. ist G < Aut(Soc(G)) (,F¢
steht fiir ,fast einfach (engl. almost simple)).

Beispiel 4.8. Wir haben inbereits gesehen, welche Untergruppen von Aff(n, p) tatsichlich primitiv
sind. Beispiele fiir Typ (F) sind durch A, und S,, (< Aut(4,)) mit n > 5 gegeben. Sei nun G eine beliebige
nichtabelsche einfache Gruppe. Durch die Operation auf den Nebenklassen einer maximalen Untergruppe wird G
zu einer primitiven Permutationsgruppe vom Typ (F).

Definition 4.9. Seien G, H Gruppen und A < G. Sei ¢ : A — Aut(H) ein Homomorphismus (und damit
eine Operation), und sei R ein Repriasentantensystem fiir G/A. Fir x € G sei T € R mit A = TA. Sei
= {f : R = H}. Durch (fg)(r) := f(r)g(r) fur f,g € H und r € R wird H zu einer Gruppe mit

~

H:
H=~ [[,er H = HIGAl Fiir f € H und € G definieren wir *f € H durch

CR) =" (@)

fiir r € R. Dabei ist 7 'rA = 2= 1rA und r~lzz—1r € A. Fiir 2,y € G und r € R ist

) = T_lmﬁ((yf) (ﬁ)) = T_lzfl’“'(ﬁlT)_lyy*lz*lr(f(mD
=T (f (@) ) ) = (U ).

Offenbar ist auch ! f = f. Dies beschreibt also eine Operation v : G — Sym(ﬁ ). Da A durch Automorphismen
auf H operiert, siecht man leicht, dass auch ¥ : G — Aut(ﬁ ) gilt. Wir konnen also H 1, G := H X, G definieren.
Man nennt H , G das verschrinkte Kranzprodukt (engl. twisted wreath product) von H mit G. Ist ¢ trivial, so
spricht man auch nur vom Kranzprodukt und schreibt H ! G, wobei man G als Permutationsgruppe auf G/A
auffasst. Ist umgekehrt G eine transitive Permutationsgruppe auf €2, so setzt man oft A := G, fiir ein w € € in
der Definition von H ! G. Nach kann man dann R mit € identifizieren. Ist sogar A = 1, so nennt man
H ! G manchmal Standard-Kranzprodukt.

Lemma 4.10. Der Isomorphietyp von H 1, G hingt nicht von der Wahl von R ab.

24



Beweis. Sei R’ ein weiteres Repréasentantensystem fiir G/A. Fiir r € R existiert dann genau ein 7/ € R’ mit
rA =1'A. Sei H := {f : R" — H}. Dann existiert eine Bijektion H — H’, f s f' mit f'(r') :=""""(f(r)).
Dabei ist (fg)' = f'¢g’ und

fir z € G (beachte: (= 1r)/A = 27 rA = 27 rA = 271v'A = 211" A). Wir betrachten nun die Bijektion
U:HxG— H xG, (f,z)— (f',z). Fir (f,2),(g,y) € Hx G gilt

U((f,z)* (9,9) = (f(“g),zy) = (f("9)) s zy) = (f'("9)', xy)
= (f'(*9"),zy) = (f',2) x (¢',y) = U (f, ) * ¥(g,y).

Also ist ¥ ein Isomorphismus. O]

Bemerkung 4.11.
(i) Offenbar ist |H 1, G| = |H|!4I|G].
(ii) ImFal A=Gist H1, G = H %, G.

(iii) Ist S nichtabelsch und einfach, so ist Aut(S*) = Aut(S) ! Sk nach [Aufgabe 4.4l Fiir eine primitive
Permutationsgruppe G mit nichtabelschem Sockel gilt also stets G < Aut(S) ! S, fiir eine nichtabelsche
einfache Gruppe S und k£ > 1.

Definition 4.12. Eine primitive Permutationsgruppe G ist vom Typ (V) (V¢ steht fiir ,verschrinkt®), falls
G = 5, P mit folgenden Eigenschaften:

(i) S ist nichtabelsch und einfach,
(il) ¢ : A — Aut(S) mit Inn(S) C ¢(A),
(iii) P operiert treu auf P/A,

(iv) P ist ein Stabilisator von G.
Lemma 4.13. Sei G vom Typ (V) mit n := |P : A|. Dann ist n > 6, G hat Grad |S|™ und Soc(G) = S st
reguldr.

Beweis. Wegen S = S/ Z(S) 2 Inn(S) < ¢(A) = A/Ker(p) kann A nicht auflésbar sein. Andererseits ist P zu
einer Untergruppe von S,, isomorph. Da A als Stabilisator sogar in S,,_; liegt, ist n > 6. Der Grad von G ist
|G: P|= |.§| = |S|™. Wegen SN P =1, operiert S reguléir auf G/P. Sei R ein Représentantensystem fiir P/A.
FirreRseiT, ={f  R—=>S:f(s)=1Vs#r}=85. Dannistgz@reRTr. FirfeTl,,scRundzeP

ist (“f)(s) = (f(xz~'s)) und *f € T&. Also operiert P transitiv durch Konjugation auf {7, : » € R}. Aus
folgt nun leicht, dass S ein minimaler Normalteiler von G ist.

Sei nun (f,z) € C¢(S) mit f € S und 2 € P. Dann operiert « trivial auf {7} : 7 € R}. Wie oben operiert

~. -~

dann auch trivial auf P/A und nach Voraussetzung ist = 1. Dies zeigt Cg(S) = Z(S) = Z(S™) 2 Z(S)" = 1.
Daher ist S der einzige minimale Normalteiler und Soc(G) = S. O

Bemerkung 4.14. Im Allgemeinen ist es schwer zu sehen, welche verschrankten Kranzprodukte nach obiger
Bauart tatsichlich primitive Operationen liefern. Im kleinstmoglichen Fall ist S 22 A5 und |P : A| = 6. Hier hat
G also Grad 60° > 10'° (Aufgabe 4.6). Diese Beispiele wurden urspriinglich von O’Nan und Scott iibersehen
und erst durch Aschbacher gefunden.

Definition 4.15. Eine primitive Permutationsgruppe G ist vom Typ (D) (,D“ steht fiir ,diagonal®), falls
G < Aut(95) 1S mit folgenden Eigenschaften:

(i) S ist nichtabelsch und einfach,
(i) k> 2,

(i) B :=Inn(S) <G mit B = S*,
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—

(iv) Fiir (f,z) € G mit f € Aut(S) ist f konstant modulo Inn(S),

(v) D:={(f,x) € G: f konstant} < G ist ein Stabilisator,

—

(vi) k=2oder P:={z € Sy :3f € Aut(S) : (f,z) € G} < Sy ist primitiv (auf {1,...,k}).

Lemma 4.16. Eine Gruppe G < Aut(S)1 Sy, die die Bedingungen () (Vi) von Typ (D) erfillt, operiert treu
und primitiv auf G/D.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass G treu auf G/ D operiert. Nehmen wir an, dass D einen minimalen Normalteiler
N < G enthélt. Dann ist N N B = 1 nach Also ist N < Cg(B) und N < Aut(S). Nach |Aufgabe 4.1
ist Caut(s)(Inn(S)) = 1. Dies liefert den Widerspruch N = 1. Also operiert G treu auf G//D und es bleibt zu
zeigen, dass D maximal in G ist.

—

Sei indirekt D < M < G. Fiir ein (f,z) € G sei fi € Aut(S) mit f1(i) :== f(1) fiir ¢« = 1,...,k. Nach
Voraussetzung ist dann ff;* € B und (f,x) = ff; '(f1,x) € BD. Dies zeigt G = BD und DNB < MNB < B.
Sei zunédchst k£ = 2. Dann gibt es eine Funktion f € M N B mit f(1) # f(2). Nach Multiplikation mit einer
geeigneten Funktion aus D N B koénnen wir f(1) = 1 annehmen. Sei B; := {g € B:g(j) =1Vj #i} I B
ahnlich wie in Sei C' C By die Konjugationsklasse von f in By. Dann lisst sich jedes Element
in C in der Form gfg~! mit g € D N B schreiben. Also ist C C M N B. Da By = Inn(S) = S einfach ist, gilt
By = (C) < M N B. Analog ist By < M N B und man hat den Widerspruch B = B1By < M.

Sei nun k£ > 3 und damit P primitiv. Sei M; < M N B der Kern der Projektion 7, : MNB — B; firi=1,... k.
Wegen DNB < MNBist (MNB)/M; = m;(MnNB) =B; 2 5. AuRerdem ist offenbar (1 M; = 1. Sind
die M; paarweise verschieden, so liefert den Widerspruch |M N B| = |S|¥ = |B|. Nehmen wir
nun an, dass alle M; gleich sind. Dann ist My = (M; = 1 und [M N B| = m(MNB)| =|S| = |DnNB|.
Dies ist also auch ausgeschlossen. Fiir V := {1 < i < k : M; = M} gilt daher 1 < |V| < k (0.B.d.A.).
Sei x € P. Wegen G = BD existiert ein g € D, sodass = von ¢ induziert wird. Dann ist gM;g~! = M-; fiir
t=1,...,k,da MNBJIM. Sei nun i € V N*V. Dann ist M; = M; = M,-1,. Fiir ein beliebiges j € V ist
daher M:; = gM;g~"' = gMyg~" = gM, 1,97 = M; = M. Dies zeigt “V = V. Also ist V ein Block von P im
Widerspruch zur Primitivitdt von P. O

Beispiel 4.17. Fiir jede nichtabelsche einfache Gruppe S und & > 2 ist Inn(S) 1 .S, = S1.S;, vom Typ (D) nach

Lemma 4.16] Auferdem ist S? vom Typ (D).

Lemma 4.18. Sei G vom Typ (D). Dann hat G Grad |S|*~1 und Soc(G) = B. Im Fall k =2 und P =1 hat G
zwei minimale Normalteiler. Anderenfalls ist B selbst minimal.

BN D| = |Inn(S)[*~! = |S|*~1. Ist P # 1, so operiert P wie im Beweis von transitiv auf den k
Faktoren von B. Es folgt leicht, dass B dann ein minimaler Normalteiler ist. Gédbe es einen weiteren minimalen
Normalteiler, so wére B reguldr nach Dies geht aus Ordnungsgriinden nicht. Also ist Soc(G) = B. Im
Fall Kk =2 und P = 1 ist B das Produkt zweier minimaler Normalteiler, die auch in G normal sind. O]

Beweis. Nach ist B transitiv. Aus [Satz 1.19|folgt G = BD. Dies zeigt |G : D| = |[BD : D| = |B :
Lemma 4.13

Definition 4.19. Eine primitive Permutationsgruppe G ist vom Typ (P) (,P* steht fiir ,Produkt®), falls
G < H Si mit folgenden Eigenschaften:

(i) H ist eine primitive Permutationsgruppe auf A vom Typ (F) oder (D),

(i) k> 2,
(iii) B:= S&(?I) <G mit B = S** fiir eine nichtabelsche einfache Gruppe S und s > 1,
(iv) Fird e Aist K :={(f,2) e G: f € H\(;} < G ein Stabilisator von G,

(v) P:={z € Sy:3fcH:(fx)cG}<Sy ist transitiv (auf {1,...,k}).
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Bemerkung 4.20. In der Situation von [Definition 4.19| operiert G auf A* wie folgt: Fiir g = (f,2) € G und
01,...,0p € A sei

9(61,...,5k) = (f(l)(sm,l 7f(k)5

TP

Da Soc(H) transitiv auf A operiert, ist G' auch transitiv auf A*. Fiir §; = ... = §;, =: § erhilt man dabei gerade
den angegebenen Stabilisator.

Lemma 4.21. FEine Gruppe G < H Sk, die die Bedingungen 7 von Typ (P) erfillt, operiert treu und
primitiv auf G/ K.

Beweis. Aus |[Bemerkung 4.20| folgt leicht, dass G treu operiert. Sei K < M < G. Wegen H = Soc(H)H; ist
G = BK. Dies zeigt KN B < M N B. Wéhle f € M N B mit f(i) ¢ Hs fir ein i € {1,...,k}. Da H vom
Typ (F) oder (D) ist, ist Soc(H) nicht regulér, d. h. Soc(H)s = Soc(H) N Hs # 1. Es folgt Ny (Soc(H)s) = Hs.
Also existiert ein h € Soc(H)s mit f(i)hf(i)~' ¢ Soc(H)s. Wegen Soc(H) < H ist dann f(i)hf(i)~' ¢ Hs.
Sei fi € BNK C M mit f1(i) = h und f1(j) = 1 fiir alle j # i. Sei weiter fo := fiffy 'f~' € BN M mit
fa(i) = hf(i)h =1 f (i)' ¢ Hs. Die Maximalitiit von Hj zeigt H = (Hs, f2(i)). Wegen BN K < M ist daher
Bi:={geB:g(j)=1Vj#i} <M. Seinun j € {1,...,k} beliebig. Da P transitiv auf {1,...,k} operiert,
existiert ein z € P mit *i = j. Wegen G = BK ist & durch ein Element g € K C M induziert. Folglich ist
auch Bj = B:; = gB;g~" < M und somit B < M. Dies zeigt G = BK = M und K ist maximal in G. Die
Behauptung folgt mit O

Beispiel 4.22. Fiir jede Gruppe H vom Typ (F) oder (D) und jedes k > 2 hat H1.S; Typ (P).
Lemma 4.23. Sei G vom Typ (P). Hat H Grad d, so hat G Grad d*. Auflerdem ist Soc(G) = B.

Beweis. Der Grad von G ergibt sich aus [Bemerkung 4.20 Fiir ¢ = 1,...,k sei wie bisher B; := {f € B :
f(j) = 1Vj #i} < B. Nach [Satz 4.1]ist Cy(Soc(H)) = 1. Es folgt leicht, dass auch Cz(B) = 1 gilt. Sei nun
(f,2) € Ce(B) mit f € H und z € Sy. Dann operiert x trivial {B; : i =1,...,k}, und es folgt 2 = 1. Somit ist
auch f € Cz(B) = 1 und Cg(B) = 1. Also liegt jeder minimale Normalteiler von G in B, d. h. Soc(G) € B. Nach
Voraussetzung ist B =T1 @ ... ® T}, mit nichtabelschen einfachen Gruppen T} & ... 2 Tj,. Nach ist
Soc(G) = B, T; fiir eine Teilmenge I C {1,...,ks}. Im Fall Soc(G) < B hitte man daher den Widerspruch
Cg(Soc(G)) # 1. O

Bemerkung 4.24. Fiir Typ (F), (D) und (P) ist Soc(G) offenbar nicht regulér.
Aufgabe 4.1. Sei Z(G) = 1. Zeigen Sie: Cp (i) (Inn(G)) = 1.

Aufgabe 4.2. Beschreiben Sie die Struktur von Cg, (o) fiir o € S,, mit Hilfe von Kranzprodukten.

Aufgabe 4.3. Zeigen Sie, dass S, treu und transitiv auf den k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} mit
1 < k < n operiert. Wann ist die Operation primitiv?

Aufgabe 4.4. Sei S nichtabelsch und einfach. Zeigen Sie Aut(S*) = Aut(S)1 Sy fiir k € N.
Aufgabe 4.5. Sei P € Syl,(Syn) fiir ein n > 1. Zeigen Sie:

P%szch
—_——
n Stiick

(es spielt dabei keine Rolle, wie man Klammern setzt). Wie sehen die p-Sylowgruppen von Sy, fiir ein beliebiges
m aus?

Aufgabe 4.6. Zeigen Sie, dass es eine primitive Permutationsgruppe vom Typ (V) mit S = A5 und |P: A| =6
gibt.
Hinweis: Man kann [Lemma 4.6l benutzen.

Aufgabe 4.7. Finden Sie eine primitive Permutationsgruppe vom Grad n fiir n = 5,...,33, die nicht zu 4,
oder S, isomorph ist.
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5 Der Satz von Aschbacher-O’'Nan-Scott

Bemerkung 5.1. Wir wollen zeigen, dass die Typen (A), (F), (V), (D) und (P) alle primitiven Permutations-
gruppen beschreiben. Dies erfordert einige Voriiberlegungen.

Lemma 5.2. Sei G eine primitive Permutationsgruppe auf Q2. Sei Soc(G) = T1 @ ... Ty fir nichtabelsche
einfache Gruppen Ti,..., Ty, mit k > 2. Sei m; : Soc(G) — T; die i-te Projektion. Fir ein w € Q und ein
i€ {1,...,k} gelte m;(Soc(G),,) = T;. Dann ist G vom Typ (D) oder (P).

Beweis. Nach [Bemerkung 4.3]ist T & ... 2 Tj.

Schritt 1: 7;(Soc(G),) =T fir j =1,..., k.

Nach operiert G durch Konjugation auf 7 := {T1,...,T;}. Jede Bahn entspricht dabei einem
minimalen Normalteiler von G. Nach hat G héchstens zwei minimale Normalteiler. Nach Satz 1.79]ist
G = Soc(G)G,,. Also hat auch G, hichstens zwei Bahnen auf 7. Sei g € G,,. Wegen Soc(G),, = Soc(G)NG, <G,
ist gm;(Soc(@)y)g~t = mj(Soc(G),) fiir ein j € {1,...,k}. Hat G nur einen minimalen Normalteiler, so folgt die
Behauptung aus der Voraussetzung m;(Soc(G),,) = T;. Nehmen wir nun an, dass G zwei minimale Normalteiler

N und M hat. O.B.d. A. sei T; C N (Lemma 4.4]). Nach [Satz 1.19|ist

G =GN < Ng (é m(S0c(G)..))

Jj=1

d.h. @;21 7;(Soc(G)w) <G und 7;(Soc(G).,) € {1,T}} fiir alle j. Da N reguldr operiert, ist Soc(G),, € N. Also
ist

k
@wj(soc(a)w) = NM = Soc(G)

und die Behauptung folgt.

Nach existiert eine Partition {1,...,k} = I; U... U I}, sodass Soc(G), = D; & ... ® D; mit
Dj < @,er, Ts und Ker(ms) N D; =1 fiir alle s € 1.

Schritt 2: G,, operiert transitiv auf {Dy,..., D;}.

Nach sind die D; 2 ... = D; 2 T} die einzigen minimalen Normalteiler von Soc(G),,. Also werden
die D; von G, permutiert. Die Behauptung ist klar, falls G’ nur einen minimalen Normalteiler hat. Hat G' zwei
minimale Normalteiler N und M, so kann kein D; in N (oder M) liegen, da sonst D; C N NG, = 1 wire. Man
sieht leicht, dass G, also auch in diesem Fall transitiv operiert.

Fall 1: [ = 1.

Schritt 3: k£ = 2 oder G operiert primitiv auf 7.

Es ist Soc(G),, = T1. Hat G zwei minimale Normalteiler N und M, so ist |[N| = [N : NNSoc(G)y| = |N Soc(G).,
Soc(G)w| = [Soc(G) : Soc(G),,| = |T1|*~1. Andererseits ist auch |T1|’c |Soc(@)| = [N||M| = |[N|?> = |Ty|?*~ 1)
und es folgt k = 2. Sei nun k£ > 3. Dann hat G nur einen minimalen Normalteiler. Wir haben bereits gesehen
dass G transitiv auf 7 operiert. Nehmen wir an, dass G imprimitiv mit Blockzerlegung By U...UB, = {1,... ,k}
ist. Sei 7, : Soc(G) — @seB]- T, die Projektion fiir j = 1,...,b. Wir betrachten die Untergruppe

H :={x € Soc(G) : Jy1,...,yp € Soc(G), mit 75, (x) = 75, (y;) fir j =1,...,b} < Soc(G).

Wegen 1 < b < k und I = 1 sieht man leicht, dass Soc(G), < H < Soc(G) gilt. Fir x € H, g € Gy,
und y; € Soc(G), mit mp, (x) = 7, (y;) existiert ein j* € {1,...,b} mit 75, (gzg~") = 75, (gy;797"). Wegen
Soc(@)., < G,, folgt grg~' € H und HG,, = G,H < G. Dann ist

|Go| < |[HGy| < |Gyl|Soc(G) : G, N H| = |Gy ||Soc(G) : Soc(G) N Gy,| = [Soc(G)Gy,| = |G|.
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Dies widerspricht der Maximalitdt von G,,.

Schritt 4: G ist vom Typ (D).

Konjugation liefert die bekannte Einbettung G' — Aut(Soc(G)). Indem wir 7; mit Inn(7j) identifizieren,
kénnen wir also G < Aut(Soc(G)) annehmen. Nach ist Aut(Soc(G)) = Aut(T1) 1 S;. Wir miissen
zeigen, dass man eine isomorphe Operation findet, sodass der Stabilisator wie in Typ (D) gegeben ist. Es
gibt Isomorphismen ¢; : Ty — T} fiir j = 2,...,k, sodass Soc(G)w = D1 = {(z,¢2(x),...,px(x)) : x € T1 }.
Sei ¢ : Tf — Soc(G) der Isomorphismus mit @(x1,...,2x) = (71, p2(z2),. .., er(zr)) fiir x1,..., 2, € T1.
Dann bildet ¢ die diagonale Untergruppe {(x,...,z) : z € T1} genau auf Soc(G), ab. Offenbar induziert
¢ einen Isomorphismus @ : Aut(TF) — Aut(Soc(Q)), v — ¢y¢~!. Indem wir G durch $~!(G) ersetzen,
kénnen wir Soc(G),, = {(x,...,z) : x € Ty} annehmen. Diese Eigenschaft bleibt unter dem Isomorphismus
Aut(TF) = Aut(T1) 1Sy, erhalten. Sei ab jetzt also G < Aut(71)1S. Sei (f,x) € G, mit f € Aﬂ(\Tl) und z € Si.
Nehmen wir an, dass f nicht konstant ist. Dann existiert ein f; € Soc(G),,, sodass (f,z)fi(f, )"t = ffif~*
nicht konstant ist . Dies widerspricht aber Soc(G), < G,,. Die Maximalitit von G, zeigt also
G, = {(f,z) € G : f konstant} wie gewiinscht. Es bleibt zu zeigen, dass Eigenschaft in
gilt. Nehmen wir indirekt an, dass ein Element (f,z) € G mit f(1) £ f(2) (mod Inn(7})) existiert. Sei
H = (Soc(Q), (f,z)) = Soc(G){(f,x)). Nach ist H = Soc(G)H,. Es existiert also ein Element
f1 € Soc(G) mit (fif,2) = fi(f.2) € Ho C Gu. Wegen fi(1)f(1) = £(1) £ £(2) = £1(2)/(2) (mod Inn(Ty))
kann f f aber nicht konstant sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass f fiir alle (f,z) € G konstant modulo Inn(7})
ist. Damit ist G vom Typ (D) und der Fall [ = 1 ist erledigt.

Fall 2: [ > 2.

Schritt 5: G ist vom Typ (P).

0.B.d. A.sei I; ={1,...,¢}. Nach Schritt 2 ist k = It. Im Fall ¢ = 1 wére Soc(G) C G,, im Widerspruch zu
Also ist t > 2. Sei K := @)_, Tj und N := Ng(K). Sicher ist K, = Soc(G), N K = Dy. Sei ¥ < N
maximal mit N, Cg(K) C Y. Offenbar ist D; C YN K. Nehmen wir D; < YN K an. Dann ist G = (G, Y N K).
Da G,, die Untergruppen D1, ..., D; permutiert und N,, < Ng(YNK) gilt, ist (9(YNK)g~! : g € G,,)<G. Es folgt
nuin K =YNKCY aus Dies fithrt aber zum Widerspruch N = N, Soc(G) C N,KCg(K) CY
nach Also ist Y N K = D;. Es folgt Y NSoc(G) = D1 @ Ti41 @ ... B Tk. Auberdem ist ¥V =
Y NSoc(G)N,, = (Y NSoc(G))N,, (Dedekind-Identitét). Fiir L < N sei L* := LCg(K)/Cq(K) das Bild der
Konjugationsoperation auf K. Damit hat man Y* = DN} = N} wegen D; C N,,. Sei H := N* und A := H/N},.
Da Y maximal in N ist, ist auch N} maximal in H. Also operiert H primitiv auf A. Wir untersuchen nun
Soc(H). Da K* = K die direkte Summe minimaler Normalteiler von H sein muss, ist K* C Soc(H). Wegen
Cp(K*) =Cqg(K)/Cq(K) =11ist also Soc(H) = K* = K. Fiir 6 := 1N}, € A ist H; = Nj. Es folgt

HsNSoc(H)=NNK*=Y"NK"=(YNK)" =D 2D 2Ty.

Insbesondere enthélt Hg keinen nicht-trivialen Normalteiler von H. Also operiert H auch treu auf A. Nach
dem ersten Teil des Beweises hat H also Typ (D). Wir werden nun zeigen, dass G in H ! S; enthalten ist.
Dafiir kénnen wir H als Untergruppe von Aut(K) auffassen. Wir haben bereits gesehen, dass G, transitiv auf
{D1,...,D;} durch Konjugation operiert. Ein Stabilisator ist dabei Ng(D1) NG, = N,,. Sei R = {ry,...,7}
ein Représentantensystem fiir G,,/N,, mit "Dy = D; fir j = 1,...,1. Wegen |G, : Ny| = |Gu,N : N| =
|G, Soc(G)N : N| = |G : N|ist R auch ein Repriisentantensystem fiir G/N. Sei K; := " K fiir j = 1,...,1L.
Dann operiert G auch transitiv auf {Ky,...,K;}. Fir ¢ € G definieren wir § € R durch gN = gN. Wir
betrachten die Abbildung
V:G— HUS, g (fg,04),

wobei fy(j) € H < Aut(K) die Konjugation mit r; 'gg=1r; € N beschreibt und o, die Operation von g auf
{Ki,...,K;}. Es gilt

Ty I ¢ — T;glmng = T;gl(ﬂ[(ag(j) =K
und damit gr; = 1, ;) fiir j =1,...,1. Fiir g, h € G beschreibt (fy(72fr))(j) die Konjugation mit
r;lgg—lrj ,1( )hh 17" Ly =T Yghh=1g=1r;.
Alsoist U(g)*« U (h) = (fg,04) % (fr,on) = (fg(79 fn), 0g0n) = (fgh,agh) \Il(gh) und ¥ ist ein Homomorphismus.

v
Sei nun g € Ker(V). Dann ist oy =1 und g € N. Auferdem ist Ygr; = Ty Ygg71r; € Cq(K) und g € Co(K;)
fir j = 1,...,1. Dies zeigt ¢ € Cg(K;...K;) = Cg(Soc(G)) = 1. Also ist W injektiv. Sei g € Soc(G).
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Dann ist o4 = 1 und f4(j) ist die Konjugation mit rj_lggflrj = rj_lgrj € Soc(G) C K Cg(K). Dies zeigt
S@) = U (Soc(G)) <¥(G). Um zu zeigen, dass G vom Typ (P) ist, miissen wir noch ¥(G,,) bestimmen. Es gilt
RCG, Firge G,undj=1,...,1ist also r;lgg—lrj € N,. Alsoist ¥(G,,) C {(f,z) € UV(GQ): f € Hs} = X,
wobel § := N* € A wie oben. Man sieht leicht, dass X eine Untergruppe von ¥(G) ist. Aus der Maximalitdt von

G,, folgt also X = U(G,,) oder X = ¥(G). Im zweiten Fall wire Soc(H) C Hs im Widerspruch zu Also
ist ¥(G,) = X, und G ist vom Typ (P). O

Satz 5.3 (,,SCHREIERs Vermutung®). Fir jede einfache Gruppe S ist Out(S) := Aut(S)/Inn(S) auflosbar. O

Bemerkung 5.4.

(i) Bislang kennt man keinen Beweis von [Satz 5.3 der ohne die CFSG auskommt (der Beweis der CFSG selbst
hat mehr als 10.000 Seiten).

(ii) Fiir einfache abelsche Gruppen S ist Out(S) = Aut(S) bekanntlich sogar zyklisch. Wir werden spéter sehen,

dass auch fiir A,, gilt (Satz 5.13). Man kann auch zeigen, dass Out(M;;) =1 und [Out(Mi2)| = 2

gilt (ohne Beweis).
(iii) Im néchsten Lemma wird (leider) benutzt.

Lemma 5.5. Sei G eine primitive Permutationsgruppe mit einfachem nichtabelschem Sockel. Dann ist G vom
Typ (F).

Beweis. Sei T := Soc(G). Wir miissen nur zeigen, dass T nicht regulir operiert. Nehmen wir das Gegenteil
an, d.h. T, = 1 fiir ein w € Q (wobei G auf Q operiert). Wegen G, = G, T/T < Aut(T)/Inn(T) ist G,
auflésbar nach Sei N ein minimaler Normalteiler von G,. Dann ist N eine elementarabelsche p-Gruppe.
Es gilt G, < G,Cg(N) < G. Im Fall G = G, Cg(N) wire N <4 G im Widerspruch zu Also ist
Cg(N) € Gy, und Cp(N) = 1. Die [Bahnengleichung] liefert |7'| = 1 (mod p). Insbesondere ist p { |T]. Wir
betrachten H := TN = T x N. Sei q ein Primteiler von |T|. Jede ¢-Sylowgruppe @ von H liegt dann in
T. Nach ist also H = T'Ng/(Q). Insbesondere ist [N| | [Ng(Q)|. Wegen N € Syl,(H) kénnen wir

N < Ng(Q) annehmen, indem wir @ durch ein Konjugiertes ersetzen. Sei nun @ € Syl,(H) beliebig mit

N < NH(@) Dann existiert ein « € T mit x@:ﬂfl = Q. Folglich ist N,z Nz~ < Ny(Q). Nach Sylow existiert
ein y € Np(Q) mit yNy~! = xNa~!. Fiir jedes g € N ist (z7lygy la)g~! € NNT = 1. Also gilt sogar
271y € Cp(N) = 1 und wir erhalten C~2 =27'Qr = y~'Qy = Q. Somit ist @ die einzige ¢-Sylowgruppe von
H, die von N normalisiert wird. Fiir g € Ng(N) normalisiert N = gNg~" auch gQg~' € Syl (T). Folglich ist
g € Ng(Q) und G, < Ng(N) < Ng(Q). Damit erhdlt man G, < G,,Q < G im Widerspruch zur Maximalitét
von G,. L]

Lemma 5.6. Sei G eine primitive Permutationsgruppe auf Q. Sei Soc(G) =Ty @ ... ® Ty, fiir nichtabelsche
einfache Gruppen Ty,..., Ty mit k > 2. Sei w; : Soc(G) — T; die i-te Projektion. Fir ein w € Q und alle
1€ {l,...,k} gelte m;(Soc(G),,) # T;. Dann ist G vom Typ (V) oder (P).

Beweis. Sei R; := m;(Soc(G)y) fiiri=1,... k.

Schritt 1: Soc(G) ist ein minimaler Normalteiler und Ry = ... = Ry,.

Wie in hat G, hochstens zwei Bahnen auf 7 := {T7,...,T}}. Nehmen wir an, dass es zwei Bahnen
sind. Diese entsprechen zwei minimalen (reguléren) Normalteilern N und M von G. Sei 0.B.d.A. N =T3 ... T} s.
Da N regulir operiert, ist Soc(G),, # 1. Nach Umnummerierung kénnen wir R; # 1 annehmen. Wie in
ist GuR1 ... Ryja <Ng(Ry...Ryyz). Wegen G, N Ry C N, =1ist G, < GuR ... Ryo. Die Maximalitidt von
G, zeigt daher Ry... Ry 4 G. liefert den Widerspruch Ry = Tj. Also ist Soc(G) der einzige
minimale Normalteiler und G, operiert transitiv auf 7. Damit folgt auch R; & ... = Ry.

Sicher ist Soc(G)y, C Ry ... Rg. Wie oben ist G, Ry ... Ry < G und damit R; ... Ry < Gy,R; ... Ry = G,. Dies
zeigt Soc(G)y = Ry ...Rg. Sei N := Ng(T1). Fir L < N sei L* := LCq(T1)/ Ce(T1). Nach [Satz 1.19ist
N = Soc(G)N,. Dies zeigt N* = T} N.

Fall 1: 77 < N*.

Hier ist N* = N}. Nehmen wir R; # 1 an. Dann ist

Ty ={(zRiz iz eT) < (zRiz™' 1z € N,) <G,



Dieser Widerspruch liefert R; = 1 und Soc(G),, = 1 nach Schritt 1. Sei ¢ : N, — Aut(7}) die Operation durch
Konjugation. Dann ist Ker(¢) = Co(T1) NGy, und Inn(Ty) = 77 < N = ¢(N,). Sei Y der Kern der Operation
G — Sym(T).

Schritt 2: Y = Soc(G).

Offenbar operiert Y auf jeden T;. Dies liefert einen Monomorphismus Y — Aut(77) x ... x Aut(7T})). Insbesondere
ist Y/ Soc(G) < Out(Ty)* auflésbar nach [Satz 5.3| Damit ist auch Y, = Y, Soc(G)/ Soc(G) auflésbar. Somit ist
©(Y,) ein auflésbarer Normalteiler von ¢(N,,). Dann ist ¢(Y,) NInn(71) = 1 und ¢(Y,,) zentralisiert Inn(77).
Fiir t € T1 und x € Y, ist also ¢(t) = p(xtz~1). Dies zeigt * € Cg(T1) und Y,, C Cg(T1). Da Y unabhiingig
von T ist, gilt auch Y, C Cq(T;) fir i = 1,..., k. Also ist Y, C C(Soc(G)) = 1. Aus Soc(G) C Y folgt nun die
Behauptung.

Wegen Y = Soc(G) operiert Gy, also treu und transitiv auf 7. Dabei ist N, gerade ein Stabilisator.

Schritt 3: G = T, G, ist vom Typ (V).

Sei R :={rq,...,7} ein Reprisentantensystem fiir G,,/N,, mit "7y =T, fiir i = 1,...,k. Jedes g € G lisst sich
eindeutig in der Form g = g1 ... gxzy mit g; € T; und x4, € G, schreiben. Wir definieren

v G_>T1 Z¢Gw7 g (fg,xg)

mit f,(r;) := r; ' g;r;. Offensichtlich ist ¥ bijektiv mit ¥(G,) = G,,. Fiir g,h € G miissen wir zeigen, dass
fo(%s fn) = fgn gilt. Seien r;, r; € R mit xg_lrin = r;N,,. Dann ist einerseits

-71 . p— —_ — — — p— —
Fara)(Fo fn) (i) = v gars (0 %973 (fu(ry)) = 7y tgari vy wgry vy Yy v g e = v gimghy ) .

Wegen z, € rinrj_l ist andererseits xghja:g_l € T; und

gh=(g1-..952qg)(h1 ... hyzy) =.. .gia:ghjxg_l S TgTp.

Insgesamt ist also

U(g)¥(h) = (fg>mg) % (fn,xn) = (fg(wgfh)7xgxh) = (fghamgh) = U(gh).

Also ist ¥ ein Isomorphismus. Wir haben auch bereits gesehen, dass alle Bedingungen von erfiillt
sind. Somit ist G vom Typ (V).

Fall 2: T} ¢ N7

Die Argumentation ist hier dhnlich wie im zweiten Fall im Beweis von Sei Y < N maximal mit
N, Cq(Ty) <Y. Sicher ist Ry < Y NTy. Nehmen wir R; < Y NTy an. Dann ist G = (G, Y NT;). Wegen
N, <Ng(YNTy)ist (g(Y NT1)g~':g € G,) <G. Es folgt nun 7y = Y NTy C Y aus Lemma 4.4] Dies fiihrt
zum Widerspruch N = N, T} C(T1) C Y. Also ist Y N7y = R;. Es folgt

Y=YNN=YNSoc(G)N, =Y NTy...TeN, = (Y N T\)Ty...TiN,,
=RiTy...TuN, =Ty ... TyN,, < Co(T1)N, <Y

(Dedekind-Identitét). Insbesondere ist Cg(T1)N,, = Y eine maximale Untergruppe von N. Sei H := N* und
A = H/N?. Da N} = Y* maximal in N* ist, operiert H primitiv auf A. Sicher ist T} = T} < Soc(H).
Wegen Cy (T7) = 1 ist auch Soc(H) = T}. Somit kann N} keinen nicht-trivialen Normalteiler von H enthalten
(Ty € NZ). Insbesondere ist die Operation von H auf A auch treu. Nach ist H vom Typ (F).

Schritt 4: G < H S, ist vom Typ (P).

Wir wissen bereits, dass G transitiv auf 7 operiert. Dabei ist N ein Stabilisator. Wir wéhlen ein Représen-
tantensystem R := {ry,...,r} fir G,/N, mit "Ty = T; fiir i = 1,..., k. Wegen |G, : N,| = |G,N : N| =
|G, Soc(G)N : N| = |G : N| ist R auch ein Reprisentantensystem fiir G/N. Fiir g € G sei § € R mit gN = gN.
Wie in betrachten wir H als Untergruppe von Aut(7}). Sei nun

U:G — HUSk, g~ (f4,04),

wobei fy(i) € Aut(7;) die Konjugation mit r;lgg_lri € N beschreibt und o, € S), die Operation von g auf 7.
Es gilt
-1 ) -1 -1
Trg Iy = "Tog I = T"g“)ng(z‘) =T
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und g7 = 1o ;) fiir i = 1,... k. Fiir g,h € G beschreibt (f,(° fx))(i) die Konjugation mit
-1 7 .—1 S VO B s o poy
Ty g9 tr ra';l(i)hh oty = Ti ghh—tg=1r;

Alsoist U(g)*«W(h) = (fg,04)*%(fr.on) = (fg(79 fn), 090n) = (fgn,0gn) = ¥(gh), und ¥ ist ein Homomorphismus.
Sei nun g € Ker(¥). Dann ist 0, = 1 und g € N. AuRerdem ist r; 'gr; = r; 'gg~r; € Co(T1) und g € C(T;)
fir « = 1,...,k. Dies zeigt g € Co(Ty...T}) = Cg(Soc(G)) = 1 Also ist U injektiv. Sei g € Soc(G).
Dann ist 0, = 1 und f,(i) ist die Konjugation mit r; *gg=1r; = r;'gr; € Soc(G) C Ty Co(T1). Dies zeigt
S@) = 7/”1; = U (Soc(G@)) < ¥(G). Um zu zeigen, dass G vom Typ (P) ist, miissen wir noch ¥(G,,) bestimmen.
Es gilt R C G,,. Fiir g € G, ist also r; *gg=1r; € N,,. Somit ist U(G,,) C {(f,x) € ¥(G): f € I/{\(;} =: X, wobei
0 := N} € A. Man sieht leicht, dass X eine Untergruppe von ¥(G) ist. Aus der Maximalitdt von G, folgt
also X = U(G,,) oder X = ¥(G). Im zweiten Fall wire Soc(H) C Hs im Widerspruch zu Also ist
¥(G,) = X, und G ist vom Typ (P). O

Satz 5.7 (ASCHBACHER-O’NAN-ScOTT). Jede primitive Permutationsgruppe ist von genau einem der Typen
(4), (F), (V), (D) oder (P).

Beweis. Sei G eine primitive Permutationsgruppe. Ist Soc(G) abelsch, so ist G vom Typ (A). Sei also Soc(G)
nichtabelsch. Ist Soc(G) einfach, so ist G vom Typ (F) nach [Lemma 5.5 Sei nun Soc(G) nicht-einfach. Dann gilt
entweder die Voraussetzung von [Lemma 5.2| oder [Lemma 5.6l Also ist G vom Typ (D), (P) oder (V). Da die
Félle in den Beweisen von [Lemma 5.2| und [Lemma 5.6| sich gegenseitig ausschliefsen, kann auch nur genau ein

Typ gelten. O
G primitiv
Soc(G) regular?
Soc(G) abelsch? Soc(G) einfach?
/ \1{em / \(?m

Typ (A Typ (V Typ (F) Soc(G),, einfach?

/ &em

Typ (D Typ (P

Bemerkung 5.8.

(i) Eine abstrakte Gruppe kann durchaus treue primitive Operationen zulassen, die zu verschiedenen Typen
gehoren. Zum Beispiel kann man Ajs ¢ Sy als Permutationsgruppe vom Typ (D) und (P) realisieren (siehe
[Beispiel 4.17| und [Beispiel 4.22]).

(ii) Man kennt keinen Beweis von [Satz 5.7} der ohne die CFSG auskommt.

(iii) Sei n der Grad der primitiven Permutationsgruppe G. Dann ist offenbar

2 Typ (A),
5  Typ (F),
n>{25 Typ (P),
60 Typ (D),
60° Typ (V)

In den letzten beiden Fallen ist aukerdem n gerade nach Feit-Thompson (,,Gruppen ungerader Ordnung
sind auflosbar).
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(iv) Fiir jede Primzahl p > 5 gibt es nach [Beispiel 1.24) und [Beispiel 3.2 stets primitive Permutationsgruppen
vom Grad p und p + 1, die nicht zu S,, oder A,, isomorph sind. Cameron, Neumann und Teague haben
umgekehrt gezeigt, dass die Grade n, von denen es primitive Permutationsgruppen aufer A, und S,, gibt,
etwa doppelt so héuﬁg wie Primzahlen sind. Nach dem Primzahlsatz ist die Anzahl dieser Grade zwischen 1
und m ungefdhr Tog 2m " (ohne Beweis). Die Anzahl aller primitiven Permutationsgruppen vom Grad n kann

man fiir kleine n unter https://oeis.org/A000019 nachschlagen.

(v) Fir Typ (F) kann man a priori nicht viel {iber die Operation sagen (nicht einmal der Grad ist eindeutig,
siehe [Aufgabe 3.F). Nach ist allerdings G/ Soc(G) auflésbar. Da die primitiven Operationen
in Korrespondenz zu den maximalen Untergruppen von G stehen, muss man sich mit der Bestimmung
der maximalen Untergruppen von (fast) einfachen Gruppen beschiftigen. Fiir die sporadisch einfache
Monstergruppe M ist die Klassifikation der maximalen Untergruppen beispielsweise noch offen. Wir
betrachten im Folgenden den Fall Soc(G) = A,,.

Lemma 5.9. Firn >3 ist A, =((1,2,3),...,(1,2,n)).

Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach n. Der Fall n = 3 ist klar. Sei nun n > 4. Es geniigt zu zeigen,
dass A, = (4,,-1,(1,2,n)) =: H gilt. Sei indirekt o € A, \ H. Dann existiert ein k # n mit °k = n. Wahle
7 € A,—1 mit "1 = k. Dann ist 07(1,2,n) € A,—1 und wir erhalten den Widerspruch o € H. O

Lemma 5.10. Sei G < Sym(Q) mit genau einem minimalen Normalteiler. Dann existiert eine Bahn A C €,
sodass G treu auf A operiert.

Beweis. Seien Ay, ..., A, die Bahnen von G. Seien K; die Kerne der Operationen G — Sym(A;). Da G treu auf
Q) operiert, ist K3 N...N K = 1. Ist K; nicht-trivial, so ist Soc(G) C K; nach Voraussetzung. Folglich existiert
ein ¢ mit K; = 1. O]

Bemerkung 5.11. Nach gilt die Voraussetzung von fiir alle symmetrischen und

alternierenden Gruppen.

Lemma 5.12. Sein >4 und A,—1 = H < A,,. Dann ist H = Alt({1,...,n}\ {i}) fir einic{1,...,n} oder
n = 6.

Beweis. O.B.d.A. sei n > 5. Nach [Lemma 5.10| operiert H treu auf einer Bahn A C {1,...,n}. Wegen
|Hl = (n — 1)!/2 ist |A] > n — 1. Wir kdnnen also annehmen, dass H transitiv auf {1,...,n} operiert.
Insbesondere ist n | [H| | (n — 1)!. Daher diirfen wir n > 8 voraussetzen.

Sei f: A,_1 — H ein Isomorphismus, und sei o € A,,_1 ein 3-Zyklus. Offenbar ist A, _4 zu einer Untergruppe
von Cga, _, (o) isomorph. Insbesondere besitzt auch Cp(f(o)) eine Untergruppe C = A,,_4. Sei f(o) das disjunkte
Produkt von k vielen 3-Zyklen. Offenbar permutiert C' die Bahnen von f(o) (einschlieflich trivialer Bahnen). Der
Kern dieser Operation ist eine 3-Gruppe und damit trivial. Es gibt also einen Monomorphismus ¢ : C — S, _op.
Wegen |C| = (n — 4)!/2 folgt k < 2. Im Fall k = 2 ist ¢ transitiv und man erhilt den Widerspruch n = 3k = 6.
Also ist auch f(o) ein 3-Zyklus.

Sei £((1,2,3)) = (o, B,7) und f((1,2,4)) = (0,¢,). Im Fall {a, 8,7} N {d, €, 0} = & wire
As=((1,2,3),(1,2,4)) = (f((1,2,3)), f((1,2,4)))

abelsch. Im Fall [{a, 8,7} N{0,¢,p} = 1 wiirde (f((1,2,3)), f((1,2,4))) transitiv auf der 5-elementigen Menge
{a, 8,7} U{d, €, ¢} operieren. Also ist [{a, 8,7} N{0, ¢, ¢} =2, und (f((1,2,3)), f((1,2,4))) kann nur vier Ziffern
1,2

bewegen. Durch Induktion nach k sieht man, dass (f((1,2,3)),..., f((1,2,%))) hochstens k Ziffern bewegen kann.
Also ist H = f(An—1) = (f((1,2,3)),.. .7f((1,2,n - 1))) lb nlcht transitiv. Dies war aber bereits
ausgeschlossen. O

Satz 5.13 (HOLDER). Fs gilt Aut(Ag) = S x Cy und Aut(A,) =S, fird <n #6.
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Beweis. Offenbar operiert S,, durch Konjugation auf A,, mit Kern Cg_ (A,) = 1 (beachte: Cg, (Ay) < Sp).
Dies liefert einen Monomorphismus ¥ : S,, — Aut(4,). Sei H; := Alt({1,...,n}\ {¢}) fur i = 1,...,n. Sei
zunachst n # 6. Nach operiert dann Aut(A4,) auf {Hy,..., H,}. Dies liefert einen Homomorphismus
[ : Aut(A,) — S,. Sei f € Ker(T') und g € A,,. Dann ist Hyw); = f(9)Hif(9)™' = f(9)f(H:)f(g9)! =
f(gH;97Y) = f(Hs;) = Ho; und f(g) = g. Also ist ' injektiv. Damit sind ¥ und I' sogar Isomorphismen. Sei
nun n = 6.

Schritt 1: ¥(Ss) < Aut(As).

Offenbar operiert As treu und transitiv auf seinen sechs 5-Sylowgruppen durch Konjugation. Dies liefert einen
Monomorphismus f : A5 — Sg. Im Fall f(As) € Ag wire 1 # f(A5)NAg < f(As) im Widerspruch zur Einfachheit
von f(As) = As. Also ist f(As) < Ag. Da f transitiv ist, gilt f(As) # H; fir ¢ = 1,...,6. Die Operation von
Ag auf den Nebenklassen Ag/f(As) liefert einen Monomorphismus ¢ : Ag — Sg. Wie eben ist ¢(A4g) = Ag, d. h.
¢ € Aut(Ag). Da f(As) der Stabilisator der trivialen Nebenklasse ist, muss ¢(f(As)) = H; fiir ein i € {1,...,6}
gelten. Insbesondere ist ¢ ¢ U(Se).

Schritt 2: |Out(A4g)| = 4.

Seien @, 1) € Aut(Ag)\¥(Ss). Offenbar bildet jeder Automorphismus Konjugationsklassen auf Konjugationsklassen
ab. Mit sieht man leicht, dass die Menge der 3-Zyklen eine Konjugationsklasse C' von Ag bildet.
Gilt p(C) = C, so sieht man wie im Beweis von dass ¢ die Untergruppen H; permutiert. Dann
wére aber ¢ € ¥(Sg). Also muss ¢(C) = ¢(C) die Konjugationsklasse der Elemente vom Zyklentyp (3, 3) sein,
denn dies sind die einzigen weiteren Elemente der Ordnung 3. Es folgt (pv¢)(C) = C und ¢3p € ¥(Sg). Dies
impliziert die Behauptung.

Schritt 3: Aut(Ag) = S x Co.

Als Untergruppe vom Index 2 ist W(Ss) <Aut(Ag). Es geniigt also ein Element ¢ € Aut(Ag)\ U(Sg) der Ordnung
2 zu finden. Sei zunédchst ¢ € Aut(Ag) \ ¥(Ss) beliebig, und sei z := (1,2,3,4,5) € Ag. Dann ist auch ¢(z) ein
5-Zyklus und daher in Sg zu x konjugiert . Ersetzt man also ¢ durch ein geeignetes Element aus
der Nebenklasse p¥(Sg), so kann man ¢(z) = x annehmen. Also existiert ein y € Cg,(x) mit p? = ¥(y). Da Sg
genau 6 - 4! Zyklen der Lange 5 besitzt, ist |Cg, (z)| < 5 und damit y € Cg,(z) = (z). Dies zeigt |(¢)| € {2,10}.
Also hat 5 € Aut(4g) \ ¥(S6) die Ordnung 2. O

Bemerkung 5.14. Offenbar ist Out(Ag) = C3 (aber Aut(Ag) 2 Ag x C3). Die Untergruppen von Aut(Ag)
der Ordnung 720 sind S, PGL(2,9) := GL(2,9)/ Z(GL(2,9)) und M;o (ohne Beweis). Nach |[Aufgabe 5.1| gilt
auberdem Aut(S,) = Aut(A4,,) fir n > 4.

Satz 5.15 (O’NAN-SCOTT). Fir eine Untergruppe 1 # G < S,, gilt eine der folgenden Aussagen:
(i) G < Sk x Sy mit 1 <k < 5 (bis auf Isomorphie).
(it) G < Sk 1Sy mit n =kl und k,1 > 2 (bis auf Isomorphie).
(i1i) G ist primitiv auf {1,...,n}.
Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass G intransitiv auf Q := {1,...,n} operiert. Sei A C {1,...,n} eine Bahn

von G mit k := [A] < Z. Dann ist G < Sym(A) @ Sym(Q2\ A) = Sy x S,_p. Sei nun k = . Dann ist G in einer
transitiven Gruppe der Form S} ! So enthalten wie wir gleich sehen werden.

Sei also nun G transitiv und imprimitiv auf . Dann existiert eine Blockzerlegung @ = Ay U...UA; mit |A;| =k
und n = kl. Sei H := {z € G :*A; = A1} < G. Da G transitiv auf {Ay,...,A;} operiert, ist |G : H| = . Sei
R = {r1,...,r} ein Reprisentantensystem fiir G/H mit ""A; = A;. Fiir g € G sei § € R mit gH = gH. Wir
betrachten die Abbildung

U:G— SplS, g (fg,04),

wobei fy(i) € Sy die Operation von r;lgg—lri € H auf A; beschreibt und o, die Operation von g auf
{A1,..., Ay} Wie diblich ist g7y = 7, ;). Fiir g,h € G beschreibt (f,(?9 fx))(i) die Konjugation mit

T L AT = T

Alsoist U(g)*xW(h) = (fg,04)*%(fr.on) = (fg(79 fn), 090n) = (fgn,0gn) = ¥(gh), und ¥ ist ein Homomorphismus.
Sei g € Ker(¥). Dann ist 0y = 1 und g € H. Auberdem operiert r;lggflri = r;lgri trivial auf Ay firi=1,... L.
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Also operiert g trivial auf A; fiir ¢ = 1,...,[. Dies impliziert ¢ = 1, und W ist injektiv. Man kann also G als
Untergruppe von Sj ! .S; auffassen. O

Bemerkung 5.16.

(i) Man kann leicht zeigen, dass die Untergruppen Sy x S,y (1 < k < §) und Sp S (n = kI, k,1 > 2)
tatsichlich maximal in S, sind (vgl. |[Aufgabe 4.3]). AuBerdem sind die maximalen Untergruppen im Fall
von [Satz 5.15| nie vom Typ (V) (ohne Beweis).

(ii) Sei G eine primitive Permutationsgruppe vom Typ (F) mit Soc(G) = A,. Im Fall n # 6 kann man
G € {A,, Sn} nach [Satz 5.13| annehmen (man beachte, dass n nicht unbedingt der Grad von G ist!). Der
Stabilisator G, ist maximal in G. Nach gilt einer der folgenden Fille:

(a) G, = Sk x Sp_i oder G, = (S X Sp—x) N Ap.
(b) G, =2 5,15, oder G, = (S 15;) N A,.
(¢) G, ist eine primitive Permutationsgruppe vom Grad n.

Im ersten Fall ist die Operation von G isomorph zur Operation auf den k-elementigen Teilmengen von
{1,...,n}. Insbesondere ist (Z) der Grad der Operation. Im zweiten Fall ist die Operation isomorph zur
Operation auf allen Partitionen von {1,...,n} mit [ gleichgrofen Teilen. Hier ist der Grad gegeben durch
n!/(k!" - 1!). Schlieflich kann man im dritten Fall auf G, anwenden. In der Regel ist dann G|,

deutlich kleiner als G (siehe [Satz 6.14)).
Beispiel 5.17.

(i) Nach sind die primitiven Permutationsgruppen vom Grad < 4 gegeben durch Ss, Az, S3, Ay
und S, jeweils mit den natiirlichen Operationen. Sei nun G < S5 primitiv vom Grad 5. Nach [Bemerkung 5.§|
ist G vom Typ (A) oder (F). Fiir Typ (A) erhilt man die Gruppen Cs, C5 x Cy und C5 x Cy =2 Aff(1,5)
aus Sei nun G vom Typ (F). Dann ist Soc(G) = As, da keine andere nichtabelsche einfache
Gruppe in S5 enthalten ist. Also ist G € {45, S5} mit der natiirlichen Operation.

(ii) Sei nun G < Sg primitiv vom Grad 6. Da 6 keine Primzahlpotenz ist, muss G vom Typ (F) sein. Dabei gibt
es die offensichtlichen Moglichkeiten G € {Sg, Ag} mit der natiirlichen Operation. Sei nun Soc(G) # As.
Wie iiblich ist Soc(G) C Ag und |Ag : Soc(G)| > 6, denn anderenfalls kénnte die einfache Gruppe Ag
nicht treu auf den Nebenklassen Ag/ Soc(G) operieren. Also ist [Soc(G)| < 60 und Soc(G) = As. Nach
[Bemerkung 5.16|ist G € {S5, A5}, und G,, ist primitiv vom Grad 5. Wegen |G : G| = 6 folgt leicht, dass
G, der Normalisator einer 5-Sylowgruppe in G ist. Insbesondere ist auch hier die Operation eindeutig

(siehe |Aufgabe 1.4).

(iii) Die treue, 2-transitive Operation von G := GL(3,2) auf F3 \ {0} liefert eine primitive Permutationsgruppe
vom Grad 7. Nach [Satz 2.14| kann G nicht auflésbar sein. Wegen 60 1 168 = |G| muss G also einfach sein.
Somit ist G vom Typ (F).

Bemerkung 5.18. Die primitiven Permutationsgruppen vom Grad < 2'2 sind vollstéindig klassifiziert und im
Computeralgebrasystem MAGMA verfiigbar. In GAP kann man derzeit auf die primitiven Permutationsgruppen
vom Grad < 2500 zugreifen.

Satz 5.19 (BURNSIDE). Jede 2-transitive Permutationsgruppe ist vom Typ (A) oder (F).

Beweis. Sei G eine 2-transitive Permutationsgruppe auf 2. Besitzt G einen reguliren Normalteiler N <G, so
operiert Gy, transitiv auf N \ {1} nach [Satz 2.1] Nach [Satz 3.6|ist N abelsch und G ist vom Typ (A). Wir
konnen also annehmen, dass G keinen reguliren Normalteiler besitzt. Insbesondere ist G nicht vom Typ (V). Sei
nun G < H S, vom Typ (P), wobei H auf A operiert. Wir benutzen die Operation von G auf €2 := A¥ wie
in [Bemerkung 4.20| Fiir w := (4,...,0) € Qist G, = {(f,2) €G: f € I/{\g} Wir miissen zeigen, dass G, nicht
transitiv auf Q \ {w} operiert. Fiir 6 # v € A gibt es tatséchlich kein Element aus G,,, welches (7,4, ..., ) auf
(7, ..,7) abbildet. Sei schlieRlich G vom Typ (D) mit Soc(G) = S*. Dann ist |Q| = |S|*~. Nach
operiert N := Soc(G),, <G, L-transitiv auf Q\ {w}, d. h. alle Bahnen von N haben die gleiche Lénge I | |[N| = |S|.

2
Da Soc(G) nicht regulér ist, gilt N # 1 und [ > 1. Dies liefert den Widerspruch

0=|S*k1=Q/=1 (modl). O
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Bemerkung 5.20.

(i) Man kann [Satz 5.19| auch ohne [Schreiers Vermutung| beweisen (siehe Anhang, [Satz A.TJ).
(ii) Wir haben in [Satz 3.11| bereits gesehen, dass fiir scharf 2-transitive Permutationsgruppen nur Typ (A) in

Frage kommt.

(iii) Mit Hilfe der CFSG lassen sich alle 2-transitiven (sogar %—transitiven) Permutationsgruppen angeben (vgl.

Anhang, und Abschnitt 7.7 in [Dixon-Mortimer]). Dies verallgemeinert also[Satz 3.22| Im Folgenden

werden wir uns daher verstarkt den primitiven Permutationsgruppen zuwenden, die nicht 2-transitiv sind.

Aufgabe 5.1.
(i) Zeigen Sie: Aut(S,) = Aut(A4,) fir n > 4.
(ii) Zeigen Sie, dass ¢ € Aut(Sg) mit

@((172)) = (175)(273)(47 6)a 50((1’3)) = (174)(2
@((175)) = (172)(376)(4’ 5)) @((1’6)) = (176 2,5)(3

ein duflerer Automorphismus der Ordnung 2 ist.

(iii) Zeigen Sie: Aut(Ag) 2 Ag x C3.

6 (335)7 90((1’4)) - (1?3)(2ﬂ4)(576)7

Aufgabe 5.2. Finden Sie eine endliche Gruppe, die zwei nicht-isomorphe, primitive, treue Operationen vom

gleichen Grad zulésst.

Hinweis: Alle Hilfsmittel sind erlaubt (Internet, Computer, ...).
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6 Jordan-Mengen

Bemerkung 6.1. Nachdem wir im letzten Kapitel die Untergruppenstruktur von primitiven Permutations-
gruppen gut verstanden haben, werden wir in diesem Kapitel die Eigenschaften der Elemente untersuchen.

Satz 6.2. Sei Q eine transitive G-Menge, und sei H < G primitiv auf A C Q mit |A| > |Q2|/2. Dann ist G
primitiv auf §2.

Beweis. Sei T ein Block von G auf Q. Fiir h € H ist *(T N A) = "' A. Aus der Primitivitit von H folgt
also TNA] <1oder A=TNA CT. Im letzten Fall wire |A| < [2]/2, da |T'| ein echter Teiler von || sein
muss. Also ist [I'NA] < 1. Da Q die disjunkte Vereinigung der Blocke 9T ist, erhéilt man den Widerspruch
Al < [91/IT] < [/2. O

Definition 6.3. Sei  eine transitive G-Menge. Eine Teilmenge A C Q heifit Jordan-Menge, falls Ga transitiv
auf 2\ A operiert. Ist Ga sogar primitiv auf Q \ A, so ist A eine starke Jordan-Menge.

Beispiel 6.4.
(i) Die leere Menge ist offensichtlich eine Jordan-Menge (Gg = G).
(ii) Ist A eine (starke) Jordan-Menge, so auch 9A fiir g € G, denn Gop = gGag™!.

Lemma 6.5. Seien A und I' (starke) Jordan-Mengen der transitiven G-Menge Q mit AUT # Q. Dann ist auch
ANT eine (starke) Jordan-Menge.

Beweis. Nach Voraussetzung liegt Q \ A in einer Bahn Ay unter Ganr (2 Ga). Analog liegt auch Q\ T" in
einer Bahn Ag von Ganp. Wegen (2Q\ A)N(Q\T) =Q\ (AUT) # @ ist Ay = Ag, und Ganr ist transitiv auf
(Q\A)U(Q\T) = Q\ (ANT). Also ist ANT eine Jordan-Menge. Nehmen wir nun an, dass A und I starke Jordan-
Mengen sind. O.B. d. A. sei |[A| < |T|. Wegen (Q\A)N(Q\T) # @ ist [Q\A| > [(Q\A)U(Q\T)]/2 = |Q\(ANT)|/2.
Nach ist Ganr primitiv auf Q\ (ANT). O

Satz 6.6. Sei A eine (starke) Jordan-Menge der primitiven G-Menge @ mit 1 < |A| < |Q| — 2. Dann ist G
2-transitiv (2-primitiv, siehe |[Aufgabe 3.8).

Beweis. Ist |A] =1, so sind wir fertig. Sei nun |A| > 2 und A minimal gewdhlt. Wir setzen

oA falls |A] < 121
Q\ A sonst.

Dann ist 2 < |T'| < |©2|/2. Da T kein Block sein kann, existiert ein g € G mit 0 < |9 NT'| < |T'|. Insbesondere ist
A UIA # Q. Nach ist ANYIA eine (starke) Jordan-Menge im Widerspruch zur Minimalitdt von A
(beachte: (Q\T)N(Q\T) =Q\ (TUIT) # 2). O

Satz 6.7 (JORDAN). Sei A eine starke Jordan-Menge der primitiven G-Menge Q mit |A| < |Q] — 2. Dann ist G
(JA] + 1)-transitiv auf Q.

Beweis. Im Fall A = @ ist nichts zu zeigen. Sei also A # @. Wir argumentieren durch Induktion nach |©|. Sei
w € A. Offenbar ist Ga = (Gu)A\{w}- Nach ist G 2-primitiv. Somit ist G,, primitiv auf Q \ {w}. Sicher
ist Ga auch primitiv auf (Q\ {w}) \ (A\ {w}) = 2\ A. AuRerdem ist |A\ {w}| < |2\ {w}| — 2. Nach Induktion
ist daher G,, |Al|-transitiv auf Q \ {w}. Die Behauptung folgt nun aus O

Lemma 6.8. Sei G < S,, primitiv. Enthdlt G einen 3-Zyklus, so ist G € {Sy, An}.
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Beweis. Sei g = (o, 8,7) € Gund A = {1,...,n a, 3,7} Wegen g € Ga operiert Ga transitiv und
damit primitiv auf {1,...,n} \ A = {«, 8,7}. Nach ist G (n — 2)-transitiv. Insbesondere ist 2 < |G|
(Lemma 3.4) und die Behauptung folgt. O

Lemma 6.9. Seio € S, ein Zyklus der Linge n. Dann ist Cg, (o) = (o).

Beweis. Die (n — 1)! Zyklen der Linge n sind nach [Beispiel 1.10] alle in S,, konjugiert. Also ist |Cg, (¢)| < n.
Umgekehrt ist sicher (o) < Cg, (o) (vgl. [Aufgabe 4.2)). O

Satz 6.10. Sei G < S,, eine primitive Permutationsgruppe, und sei p < n — 3 eine Primzahl. Enthdlt G einen
p-Zyklus, so ist G € { Sy, An}.

Beweis. Nach [Lemma 6.8 kdnnen wir p # 3 annehmen. Sei g € G ein p-Zyklus und A := {w € Q : 9w = w} mit
Q:={1,...,n}. Nach|Satz 6.7 ist G |A|-transitiv auf . Sei H := {h € G : "A = A}. Dann ist die Operation
¢ H — Sym(A) surjektiv, d.h. H/Ga = Sym(A). Da G treu auf Q\ A operiert, ist P := (g) € Syl,(Ga).
Wegen Ga < H folgt nun H = Ga Ny (P) aus wie {iblich. Bekanntlich ist Ny (P)/ Cy (P) < Aut(P)
abelsch. Insbesondere ist Cy(P)Ga < H mit abelscher Faktorgruppe

H/Cy(P)Ga 2Ny (P)/(Ng(P)NCu(P)Ga) =Ng(P)/Cu(P)(Ng(P)NGa).

Also ist Alt(A) C p(Cy(P)Ga). Wegen |A| =n — p > 3 existiert ein 2z € Cy(P), sodass ¢(x) ein 3-Zyklus ist.
Betrachten wir nun die Operation ¢ : H — Sym(€ \ A). Nach ist ¥(z) € Coym\a)(¥(9)) = (¥(9))-
Insbesondere ist 1(zP) = 1, d.h. 2P operiert trivial auf Q \ A. Wegen p # 3 ist auch ¢(aP) ein 3-Zyklus. Also ist
P ein 3-Zyklus auf 2 und die Behauptung folgt aus O

Beispiel 6.11. Sei G < S, transitiv mit n > 8. Nach Bertrands Postulat aus der Zahlentheorie existiert stets
eine Primzahl p mit n/2 < p <n —2.Ist p ’ |G|, so enthélt G einen p-Zyklus. Nach [Satz 6.2|ist G primitiv, und

nach [Satz 6.10|folgt G € {S,, A, }.

Bemerkung 6.12. Jones hat mit Hilfe der CFSG gezeigt, dass richtig bleibt, wenn p keine Primzahl
ist.

Lemma 6.13. Seien x,y € S, sodass es genau ein w € {1,...,n} mit *w # w # Yw gibt. Dann ist zyz 1y~

ein 3-Zyklus.

Beweis. Nach Voraussetzung ist “°w = %w fiir a € {z*!,y*'} und b € {a*! y*'}\ {a®'}. Insbesondere ist
Ty # Yw. Wir zeigen, dass z := xyz~ly~! der 3-Zyklus (w,%w,Yw) ist. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass z jedes
a€{l,...,n}\{w,w,Yw} festlasst. Dies ist klar, falls & von z und y nicht bewegt wird. Wird « von = bewegt,
so bleiben a und * "« fest unter y. Also ist *a = a. Der Fall Ya # « ist analog. O

Satz 6.14 (BOCHERT). Sei G < S,, eine primitive Permutationsgruppe mit A, ¢_ G. Dann ist

|G| <n(n—1)...(n—|n/2] +1).

Beweis. Wahle A C Q :={1,...,n} minimal mit Ga = 1 (im Zweifel A = ). Nehmen wir |A| > n/2 an. Wegen
IO\ Al <n/2 < |A] existiert ein 1 # z € Go\a. Sei w € A mit “w # w. Nach Wahl von A existiert auch ein

1 #y € Ga\{w}- Nach [Lemma 6.13|ist zyz~'y~! € G ein 3-Zyklus und liefert einen Widerspruch.
Also ist |A] < n/2. Sei S :=S,. Dann ist

RINE
G|

15:6 2 P27~ 155 San Gl = [Sa] = [Sym(\ A)| = (n— [AD! 2 (n— [n/2))!

und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 6.15. Mardéti hat mit Hilfe der CFSG gezeigt, dass die Ungleichung |G| < 50nV"™ in der Situation
von gilt. Eine Teilmenge A C Q2 mit GA = 1 nennt man im Englischen base.
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Beispiel 6.16. Wir hatten in @ bereits gesehen, dass G := GL(3,2) eine einfache primitive Permuta-
tionsgruppe vom Grad 7 ist. Nach [Satz 6.14) hat jede primitive Permutationsgruppe vom Grad 7, die nicht zu
Az oder Sy isomorph ist, Ordnung < 7-6 -5 = 210. Also ist G die einzige solche Gruppe mit Sockel GL(3, 2)
(dennoch ist G < Aut(G), siehe [Beispiel 8.14|(ii])). Wir befassen uns nun mit der Eindeutigkeit dieser Operation.

Lemma 6.17.

(i) Je zwei einfache Untergruppen von Sy der Ordnung 168 sind konjugiert.
(11) GL(3,2) ist bis auf Isomorphie die einzige einfache Gruppe der Ordnung 168.

Beweis.

(i) Sei G < S7 einfach mit |G| = 168. Wie iiblich ist G < A7. Ahnlich wie in [Satz 3.20|zeigen wir, dass G bis
auf Permutation der Ziffern eindeutig ist. O.B.d. A. sei

z:=(1,...,1eqG

und P := (z) € Syl,(G). Nach Sylow ist [Ng(P)| = 21. Die 7-Zyklen in A; verteilen sich auf 5! viele
7-Sylowgruppen. Also ist |N4,(P)| = 21 und Ng(P) = N4, (P). Wir kénnen also

y:=(2,3,5)(4,7,6) € Ng(P)

wihlen. Dann ist @ := (y) € Syl;(G). Offenbar ist Co(Q) < Ca,(Q) = ((2,3,5),(4,7,6)) und Cx(Q) = Q.
Wegen |Aut(Q)| = 2 ist [Ng(Q)| < 6. Nach Sylow ist [Ng(Q)| = 6. Sei z € Ng(Q) eine Involution. Indem
man z durch zy® fiir ein i € {0, 1,2} ersetzt, kann man

2€{(3,5)(4,7),(3,5)(6,7),(3,5)(4,6)}

annehmen. Der letzte Fall ist ausgeschlossen wegen (3,5)(4,6)z? = (1,5,7,2,6) ¢ G. Betrachte nun
g:=(2,4,3,7,5,6) € S7. Dann ist grg~! = 23 und g € Ng. (P). Wir kénnen also G mit g konjugieren ohne
Ng(P) = Ny, (P) zu verdndern. Dabei wird die erste Moglichkeit fiir z auf die zweite abgebildet. Man kann
also

z=(3,5)(6,7)

annehmen. Sei nun H := (z,y,z). Wegen |G : H| <4 ist H = G.

(ii) Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 168. Nach (i}) geniigt es zu zeigen, dass G eine Untergruppe der
Ordnung 24 besitzt. Sei P € Syl;(G). Nach Sylow ist [Ng(P)| € {6,24,42}. Im letzten Fall kann G nicht
treu auf den vier Nebenklassen G/ Ng(P) operieren. Dies widerspricht also der Einfachheit von G. Im
zweiten Fall wiren wir fertig. Nehmen wir also [Ng(P)| = 6 an. Sei @ € Syl,(G). Hier kann man analog
Ng(Q) = @ annehmen. Gibt es eine weitere 2-Sylowgruppe S mit |Q N S| =4, so ist Q, 5 C Ng(@NS)
und es besteht nur die Moglichkeit [Ng(Q N S)| = 24. Schneiden sich je zwei 2-Sylowgruppen trivial, so
gibt es 7-21 = 147 viele 2-Elemente und es ist kein Platz mehr fiir die 2 - 28 = 56 Elemente der Ordnung 3.
Wir kénnen somit annehmen, dass |@ N S| = 2 ein maximal grofer Sylowschnitt ist (vgl. [Aufgabe 1.11)).
Bekanntlich ist Z(Q) # 1 (Algebra 1). Man sieht daher leicht, dass 4 | [N¢(Q N .S)] gilt. Besitzt No(Q N S)
nur eine 2-Sylowgruppe R, so ist @ NS < Ng(Q NS) < @NR und R < Q nach Wahl von S. Analog ist
aber auch QNS < Ng(QNS) < SNR < SNQ und man hat einen Widerspruch. Also hat Ng(Q N .S)
mehrere 2-Sylowgruppen und es gilt [Ng(Q N S)| € {12,24,28}. Im letzten Fall wire wie iiblich G < Sg,
aber 6! ist nicht durch 7 teilbar. Wir kénnen daher |[Ng(Q N .S)| = 12 annehmen. Wegen |Ng(P)| = 6 hat
Ng(Q N S) genau vier 3-Sylowgruppen. Es ist daher nur Platz fiir eine 2-Sylowgruppe. Widerspruch. [

Beispiel 6.18. Nach [Lemma 6.17 und [Aufgabe 1.4]ist die Operation der primitiven Gruppe GL(3,2) vom

Grad 7 bis auf Isomorphie eindeutig. Sei nun G ¢ {A7, S7} eine beliebige primitive Permutationsgruppe vom
Grad 7 und Typ (F). Dann ist 7 | [Soc(G)] | Z = |47| und |G| < 210 nach [Satz 6.14] Nach [Satz 6.10| ist

sogar [Soc(G)| | 2% - 3% 7. Also besitzt Soc(G) genau acht 7-Sylowgruppen und es folgt [Soc(G)| = 168. Nach
ist Soc(G) = GL(3,2) und [Beispiel 6.16| impliziert G = Soc(G). Also ist GL(3,2) die einzige

primitive Permutationsgruppe vom Grad 7 und Typ (F) mit nicht-alternierendem Sockel ist. Die entsprechenden

Gruppen vom Typ (A) kann man leicht mit [Satz 2.14| angeben: C7, C7 x Cy, C7 x C3 und C7 x Cg = Aff(1,7).
Aufgabe 6.1. Zeigen Sie, dass die Voraussetzung p < n — 3 in notwendig ist.
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Aufgabe 6.2. Bestimmen Sie die primitiven Permutationsgruppen vom Grad 8 und Typ (A).

Aufgabe 6.3. Bestimmen Sie die primitiven Permutationsgruppen G mit Soc(G) = A; und klassifizieren Sie
deren Operationen bis auf Isomorphie.

Aufgabe 6.4.

(i) Sei M eine maximale Untergruppe einer auflésbaren endlichen Gruppe G. Zeigen Sie, dass |G : M| eine
Primzahlpotenz ist.

(ii) Sei umgekehrt G eine beliebige endliche Gruppe, in der der Index jeder maximalen Untergruppe eine
Primzahlpotenz ist. Ist G dann auflésbar?

Aufgabe 6.5. Sei 1 # o € S, mit n # 4. Zeigen Sie, dass ein 7 € S, mit (o, 7) = S, existiert. Warum ist der
Fall n = 4 eine Ausnahme?

Aufgabe 6.6. Welcher der beiden folgenden Zusténde eines Schiebepuzzles l&sst sich in die richtige Reihenfolge
bringen? (Man darf das leere Feld mit einem vertikal oder horizontal benachbarten Feld vertauschen.)

112134 112134
516|718 516718
9110|1112 9 110

1112
13|15 14. 14|15 13.
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7 Transitive Gruppen mit Primzahlgrad

Definition 7.1. Sei K ein Korper. Mittels des Ringhomomorphismus Z — K, 1 — 1 konnen wir die ganzen

Zahlen mit Elementen in K identifizieren (im Allgemeinen aber nicht injektiv). Sei f = >"1" ja; X" € K[X] ein
Polynom. Dann ist f':= Y"1 | ia; X~ € K[X] die (erste) Ableitung von f. Fiir k > 2 definieren wir induktiv
die k-te Ableitung f*) = (f*=1). AuRerdem sei f(©) := f.

Bemerkung 7.2.

(i) In der Algebra muss man zwischen einem Polynom in K[X] und der entsprechenden Funktion K — K
unterscheiden. Beispielsweise entspricht X2 + X € F5[X] der Nullabbildung.

(ii) Fir K =F, ist (X?)' = 0.
(ii) Fir f,g € K[X] und «, 8 € K ist sicher (af + 89)' = af’ + B¢’
(iv) Fir f=>" ;a, X" € K[X] und a € K ist

fX+a)= Za1X+a zn:al _0(> ol TRXR = i(iai<2>aik>XkeK[X].

=0 k=0 “i=k

Fiir g € K[X] und 8,v € K ist dann sicher (5f +v9)(X +a) = 8f( X +a)+v9(X +a) und (fg)(X +a) =
f(X +a)g(X + a). Auferdem ist

S - U\ k) yh—1 LS A= E+1/i+1\ ;0\ vk
recra) =3 (k) a() Jar )t = SO o D S (1] ) x
=1\ i—k k=0 Vi—k +
n—1 ,n—1 . n—1
= ( (i + D)aiy (;) Oéik>Xk =) (i+1Dain(X+a) = f(X+a).
k=0 Niek i=0

Dies entspricht einem Spezialfall der Kettenregel aus der Analysis.

Lemma 7.3. Seip eine Primzahl und @ # U C F)5. Sei o € Sym(F,,) mit der Eigenschaft
r—yelU=o0(x)—o0o(y) €U

fir z,y € F,. Dann existieren o, f € F, mit o(x) = ax + B fir alle x € Fy,.

Beweis. Durch wiederholte Anwendung von o sieht man, dass  —y € U <= o(x) — o(y) € U gilt. Insbesondere

kann man U durch F)X \ U ersetzen. Wir kénnen daher |U| < (p—1)/2 annehmen. Sei nun x € F,, fest. Fiir u € U

ist dann sicher (u + x) —z € U und somit o(u + x) — o(x) € U. Fiir verschiedene u sind auch o(u + z) — o(z)
verschieden, da o bijektiv ist. Also ist U = {o(u+z)—oc(z) :u € U} und {o(z+u) :u e U} ={o(z)+u:uec U}.

Fir m € N ist daher

Z olx+u)™ = Z (o(x) +u)™. (7.1)

uelU uelU

Bekanntlich existiert ein Polynom f € F,[X] vom Grad n < p — 1 mit f(z) = o(z) fiir alle z € F,, (Stichwort:

Interpolation, Lagrange-Polynom). Es geniigt zu zeigen, dass n = 1 gilt. Sei m maximal mit nm < p — 1.

Wegen |Gleichung 7.1 hat das Polynom .., f(X +u)™ =3 .y (f(X) + u)™ mindestens p Nullstellen und
Grad < p — 1. Nach Algebra 1 ist also

DS W= (X))

uelU uelU
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Fiir k > 1 sei S(k) := Y, u*. Aus dem binomischen Satz folgt dann
> (aeum - rx0m = XY (et =3 () stscom
uev wel k=1 k=1

Wegen nm < p — 1 hat die I-te Ableitung (f(X)™)® den Grad mn — I. Insbesondere existieren ay, . . ., apm € Fp
mit

Dies impliziert

uelU uelU M=0 =0
=S (e +u™m” = (reom®)
=0 uelU
=> oy () st
=0 k=1

nach [Bemerkung 7.2] Sei 7 > 1 minimal mit S(r) # 0. Im Fall 7 < nm liefert ein Gradvergleich nm—r < n(m—r),
und die Behauptung folgt (man beachte, dass (") # 0 wegen p > nm). Sei nun r > nm + 1. Nach Wahl von
mist 2r > 2nm >n(m+1) >pund SE) =0firi=1,...,(p —1)/2. Sei U = {uq, ..., u}. Bekanntlich ist
die Vandermonde-Matrix (u§_1)i,j:17,__,k invertierbar. Da die Determinante linear in den Spalten ist und 0 ¢ U
gilt, ist auch M := (u}); j=1,.. ) invertierbar. Wegen k = |U| < (p — 1)/2 ist aber Mv = 0 fiir v = (1,...,1).
Widerspruch. O

Satz 7.4 (BURNSIDE). Sei G eine transitive Permutationsgruppe vom Primzahlgrad p. Dann ist G 2-transitiv
oder G = C, x Cy fir einen echten Teiler d von p — 1.

Beweis (MULLER). Wir kénnen G < Sym(F,) annehmen. Sei auferdem G nicht 2-transitiv. Wegen der Tran-
sitivitdt ist p ’ |G| und es gibt ein Element 0 € G der Ordnung p. Indem man G geeignet in Sym(F))
konjugiert, kann man annehmen, dass o(z) = x + 1 fur alle z € F, gilt. Seien z,y € F, mit z # y fest.
Wir definieren U := {7(z) — 7(y) : 7 € G} C F). Sind nun 2’y € F, mit 2’ —y" € U, so existiert ein
7 € G mit 2’ —y' = 7(x) — 7(y). Also existiert auch ein i € {0,...,p — 1} mit o*(7(2)) = 7(x) +i = 2’ und
o'(t(y)) = 7(y) +i =y'. Fiir alle p € G ist also p(z') — p(y') = (po'T)(x) — (poit)(y) € U. Da G nicht 2-transitiv
ist, existieren 2/, y’ € F), mit 2’ # ¢/ und (7(x),7(y)) # (2, y’) fir alle 7 € G. Das gleiche Argument wie eben
zeigt ' — y' ¢ U. Insbesondere ist U eine echte Teilmenge von Fy. Nachm hat jedes Element in G die
Form z — ax + B mit a, 8 € F,,. Also liegt G im Bild der Operation Aff(1,p) — Sym(F,) Von Dies
zeigt G = Cp x Cymit d | p—1. Im Fall d = p — 1 wire G (scharf) 2-transitiv. O

Bemerkung 7.5.

(i) Burnsides urspriinglicher Beweis von [Satz 7.4 war eine der ersten Anwendungen der Charaktertheorie (siche
Anhang, [Satz A.3).

(ii) Zusammen mit [Satz 5.19| (oder [Satz 5.7) folgt, dass jede primitive Permutationsgruppe mit Primzahlgrad
Typ (A) oder (F) hat.

(iii) Guralnick und Wales haben mit Hilfe der CFSG gezeigt, dass fiir eine primitive Permutationsgruppe G
vom Grad 2p (p Primzahl) eine der folgenden Aussagen gilt:

(a) G ist 2-transitiv.

(b) p=>5und G € {As5, S5} (vgl. Beispiel 8.27(i)).

Aufgabe 7.1. Sei G < S, transitiv fiir eine Primzahl p. Zeigen Sie, dass G/ Soc(G) zyklisch ist.
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8 Subgrade

Bemerkung 8.1. Sei G < Sym(f2) primitiv, aber nicht 2-transitiv (vgl. |Bemerkung 5.20). Dann operiert G,,
fiir w € Q nicht transitiv auf Q \ {w}. Wir werden im Folgenden schen, dass die Primitivitit trotzdem starke
Einschrankungen an die Bahnen(ldngen) von G, liefert.

Definition 8.2. Sei G < Sym(2) transitiv und w € Q. Die Anzahl der Bahnen von G,, auf Q ist der Rang
von G. Sei A C Q\ {w} eine Bahn von G,,. Wir bezeichnen das Bild der Operation G,, — Sym(A) mit G2.
Auferdem ist |A| ein Subgrad (engl. subdegree) von G. Sei § € A. Dann existiert ein g € G mit 9w = 4. Offenbar

ist 9w e Q\ {w}. Wir bezeichnen die Bahn von 9 ' w unter G,, mit A*.

Lemma 8.3. In der Situation von |Definition 8.9 gilt:
(i) Die Subgrade von G héangen nicht von der Wahl von w ab.

(i) A* hingt nicht von der Wahl von § oder g ab.
(iit) |A*| = |A] und (A*)* = A.

() Ist |G| ungerade, so ist A # A*.

(v) Ist G primitiv und nicht-reguldr, so ist |A] > 1.

Beweis.

(i) Sei w’ € Q. Dann existiert ein g € G mit 9w = w’. Offenbar ist die Abbildung A — 9A eine Bijektion
zwischen den Bahnen von G,, und den Bahnen von Gy = gGo,g™ .

(ii) Seien 4,8’ € A und g,¢ € G mit 9w = § und 9w = §. Dann existiert ein h € G, mit "§ = §’. Also ist
97'h9y = w und ¢’ 'hg € G, Daher sind ¢ 'w und ¢ w in der gleichen Bahn von G.,.

(iii) Es gilt |A] = |Gy : Gu N Gs| = |G 1 Gy NGoy| = |Gy, + Gy-1 , N Gy,| = [A*]. Die zweite Aussage folgt
leicht aus .

(iv) Sei A = A*. Dann existiert ein h € G,, mit "w = 9 'w. Also vertauscht hg die Elemente w und 9 w.
Folglich ist 2 | [(hg)| | |G|.

(v) Sei G primitiv. Gilt A = {4}, so ist G, C G5 und G, = G5 wegen der Transitivitit. Fiir g € G mit 9w =§

ist also g € Ng(G,,). Da G, maximal ist, folgt N¢(G,) = G und G, < G. liefert G, =1, d.h. G
ist regular. O

Beispiel 8.4.

(i) Sei G eine primitive Permutationsgruppe vom Grad 9 und ungerader Ordnung. Offenbar sind dann auch
die Subgrade di, ..., dy ungerade. Da 9 keine Primzahl ist, kann G nicht regulér sein. Nach ist
d; >3und 8 =dj + ...+ dj. Aulerdem treten die d; in Paaren auf. Das dies nicht aufgeht, kann G nicht
existieren.

(ii) Offenbar hat eine Permutationsgruppe genau dann Rang 2, wenn sie 2-transitiv ist. Sei nun G < S,
4-transitiv. Dann operiert G sicher auch transitiv auf der Menge P» der zweielementigen Teilmengen von
{1,...,n}. Sei H < G der Stabilisator von {1,2}. Dann werden die nicht-trivialen Bahnen von H auf P,
durch {1,3} und {3,4} représentiert. Beziiglich dieser Operation hat G also Rang 3. Mit Hilfe der CFSG
kann man alle primitiven Permutationsgruppen mit Rang 3 bestimmen. Es treten dabei nur die Typen (A),

(F) und (P) auf (siehe Anhang, [Satz A.6).

(iii) Sei S eine nichtabelsche einfache Gruppe und G = S? vom Typ (D). Nach entsprechen die Bahnen
des Stabilisators D := {(z,z) : x € S} = S genau den Konjugationsklassen von S.
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Definition 8.5. Sei G < Sym(Q2) transitiv. Dann operiert G durch 9(«, 5) = (Y«, 98) auf Q x Q. Die entspre-
chenden Bahnen heiffen Orbitale. Fiir ein festes w € 2 ist die Abbildung A — {a € Q: (w, @) € A} =: A(w)
offenbar eine Bijektion zwischen der Menge der Orbitale und der Menge der Bahnen von G,,. Das triviale Orbital
{(a,) : @ € Q} geht dabei auf die triviale Bahn {w}. Fiir ein Orbital A sei Ga der gerichtete Graph mit
Knotenmenge 2 und Pfeilmenge A. Fiir eine Bahn A(w) von G, sei Ga () = Ga.

Bemerkung 8.6. Sei A ein Orbital von G und w € Q. Dann ist A* := {(«, ) € A x Q: (8,a) € A} ein Orbital
mit A*(w) = A(w)* nach |Aufgabe 8.2

Beispiel 8.7. Sei G eine transitive Permutationsgruppe mit ungeradem Grad n. Sei A ein nicht-triviales Orbital,
sodass auch der entsprechende Subgrad |A(w)| ungerade ist. Dann ist |A| = n|A(w)| ungerade und A* # A. Die
ungeraden Subgrade miissen hier also in Paaren auftreten.

Satz 8.8 (HIGMAN). FEine transitive Operation G — Sym(QQ) ist genau dann primitiv, falls Ga fir jedes
nicht-triviale Orbital zusammenhdngend ist.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass Ga fiir jedes nicht-triviale Orbital zusammenhéngend ist. Sei I' C Q mit
1 < || < |9Q|. Wahle «, 8 € T’ mit « # 8. Dann existiert ein nicht-triviales Orbital A mit (a, 3) € A. Da Ga
zusammenhéngend ist, existiert ein ¢ € G mit 9o € T und 95 ¢ T. Insbesondere ist @ # T' N 9T # T'. Dies zeigt,
dass G primitiv ist.

Sei nun umgekehrt G primitiv und A ein nicht-triviales Orbital. Sei w € Q, und sei I' C Q) die Menge der
Punkte, die man durch einen Pfad in Ga von w erreichen kann. Wir lassen dabei auch Pfade der Lange
0 zu, d.h. w € T'. Da A nicht trivial ist, gilt |I'| > 1. Sei (o,8) € A und g € G mit 9o = . Dann ist
(gla,91+la) =(a,9B) € Afiiri=1,...,|(g)| — 1. Somit erhilt man einen Pfad von 8 nach «a in Ga. Dies
zeigt, dass I' eine Zusammenhangskomponente des ungerichteten Graphen Ga ist. Insbesondere ist auch 91" eine
Zusammenhangskomponente und es folgt I' N 9T € {@,T'}. Die Primitivitit von G zeigt T' = Q, d.h. Ga ist
zusammenhéngend. O

Bemerkung 8.9. Fiir 2-transitive Operationen ist Ga offensichtlich sogar vollstdndig.

Satz 8.10 (NEUMANN). Sei G eine nicht-reguldre, primitive Permutationsgruppe auf Q@ mit Subgraden d; <
. <dg. Dann ist diy1 < d;j(dy — 1) firi=1,... k—1.

Beweis. Seien Ay,..., Ay die nicht-trivialen Orbitale von G und w € Q mit |A;(w)| =d; > 2 furi=1,...,k.
Seii e {1,...,k— 1} fest, und sei

[i={(,8) € 2 xQ:37€Q:(a,7),(8,7) € Ar}.

Sicher ist T' eine Vereinigung von Orbitalen. Sei (o, w) € Aj. Dann existiert ein 7 € G, mit a # "a =: 3. Also
ist (o, 8) € T, und T enthélt ein nicht-triviales Orbital. Nach sind also alle Elemente aus 2 durch
einen Pfad aus I' verbunden. Fiir a € Q gibt es somit einen Pfad w = ay, ..., as = a mit (o, ajy1) € Ay (bzw.
(oj1,05) € Ay), falls j gerade (bzw. ungerade) ist. Wir wihlen a > 4, & € A,(w) und diesen Pfad, sodass s
moglichst klein ist. Dann ist s > 2. Aufserdem ist (w, as—1) € A; fiir ein j < ¢ nach Wahl von a.

Aq Qs—1
S
w Ay

Sei 0.B.d. A. s ungerade (anderenfalls ersetze man im Folgenden A; durch Aj, siehe . Dann
ist (as—1,5—2) € Ay und es gibt hochstens d; — 1 Elemente v € A, (w) mit (as—1,7) € Ay (nach Wahl von «
ist 7 = a,_o nicht zulissig). Fiir jedes v € A, (w) existiert ein h € G, mit v = "a. Somit gibt es einen Pfad
w="w="ag,...,"ay ="a =~. Dabei ist "a;_1 € Aj(w) (siche oben). Fiir v gibt es daher nur |A;(w)|(dy — 1)
Moglichkeiten. Dies zeigt diy1 < do < dj(dy — 1) < d;i(di — 1). O
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Satz 8.11 (WEIss). Sei G eine nicht-regulire, primitive Permutationsgruppe auf Q mit Subgraden dy < ... < d.
Sind d; < dj teilerfremd, so existiert ein I mit d; < d; | d;d;. Insbesondere ist ggT(d;,d) #1 firi=1,... k.

Beweis. Seien Aq, ..., Ay die nicht-trivialen Orbitale von G und w € Q mit |A;(w)| =d; > 2 firi=1,..., k. Sei
Ii={(a, ) €@ xQ:37€Q:(a,7) €4y, (1,0) € Ai}.

Wir wollen zeigen, dass I' ein Orbital ist. Seien dazu (¢, 8),(/,8’) € I'. Dann existieren 7,7 €  mit
(a,),(/,7") € Ajund (v, B), (v, B') € A;. Ersetzt man («, ) durch 9(a, 3) fiir ein geeignetes g € G, so kann
man y = 7 annehmen Nach Voraussetzung sind |G, GW\ = |Aj(y)| = dj und |G, : G,p| = d; teilerfremd.
Insbesondere ist |G : Gyap| durch d;d; teilbar. Dies bedeutet, dass G, transitiv auf A%(vy) x A;(7y) operiert.
Also existiert ein g € Gy mit 9(«, 8) = (o/, '), und T ist ein Orbital.

Wir berechnen nun |I'(w)|. Es gibt d; viele Elemente v € Q mit (w,v) € A;. Fiir jedes solche v gibt es d; viele
Elemente a € A;(y). Ein Element a € I'(w) wird auf diese Weise allerdings mehrfach gezéhlt. Sei

=H{reQi(wy) el (v,a0) € Al

Offenbar héngt N nicht von der Wahl von « ab und es gilt |I'(w)| = d;d;/N. W&hlt man also A; :=T, so bleibt
nur d; > d; zu zeigen. Sicher ist d; > d;. Nehmen wir d; = d; an. Dann ist N = d; und Aj(a) C Aj(w) fiir jedes
a € I'(w). Sei

A={(a,p) e xQ:IyeQ:(,7),(B,y) € AT}

Wie im Beweis von [Satz 8.10| enthélt A ein nicht-triviales Orbital ¥. Sei o € I'(w) und 5 € ¥ (). Dann existiert
ein v € Q mit (a,7), (8,7) € Af. Wegen Af(a) C Aj(w) ist (w,7) € Aj. Dies zeigt § € I'(w). Folglich enthélt
I'(w) eine Zusammenhangskomponente von Gy im Widerspruch zu O

Beispiel 8.12. Die sporadisch einfache Janko-Gruppe J; der Ordnung 175.560 ist primitiv vom Grad 266 mit
Subgraden 11, 12, 110, 132.

Bemerkung 8.13. Mit Hilfe der CFSG haben Dolfi, Guralnick, Praeger und Spiga gezeigt, dass von je drei
Subgraden einer primitiven, nicht-reguldren Permutationsgruppe mindestens zwei einen gemeinsamen Teiler

haben.
Beispiel 8.14.

(i) Aus [Satz 8.11| folgt sofort, dass jede primitive Permutationsgruppe vom Grad 8 entweder regulér oder
2-transitiv ist. Da 8 keine Primzahl ist, kann es keine solchen regulédren primitiven Gruppen geben. Nehmen
wir also an, dass G 2-transitiv vom Grad 8 ist. Dann ist GG, eine primitive Permutationsgruppe vom Grad

7. Nach gibt es somit folgende Moglichkeiten:
Gl € {8-7,8-14,8-21, 842, 8- 168, 8!/2, 8!}.

Die letzten beiden Ordnungen korrespondieren sicherlich mit Ag und Ss. Nach [Aufgabe 6.2]sind die Gruppen
vom Typ (A) gegeben durch

C3 3 Cq7, C3 xTL(1,8) = C3 x (Cr7 x C3), Aff(3,2) = C3 x GL(3,2).

Jede Gruppe der Ordnung 8 - 14 ist auflésbar und miisste daher auch vom Typ (A) sein. Eine solche
primitive Permutationsgruppe vom Grad 8 kann es also nicht geben.

(ii) Wir konstruieren nun Gruppen G vom Typ (F) mit |G| € {168,336}. Sei G := GL(3,2). Wir haben in
bereits gesehen, dass G acht 7-Sylowgruppen besitzt. Sei P € Syl;(G). Da G einfach ist, ist die
Operation auf G/ Ng(P) treu. Wére N (P) nicht maximal, so hétte G eine echte Untergruppe vom Index
< 4. Also ist G eine primitive Permutationsgruppe vom Grad 8 und Typ (F). Betrachten wir die Abbildung
0:G—= G, g— (g7HT, wobei gT die Transponierte von g bezeichnet. Offenbar ist ¢ ein Automorphismus
von G. Nehmen wir an, dass ¢ der von = € G induzierte innere Automorphismus ist. Fiir

1 . . .1
a=1|. . 1], b:=11
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ist p(a) = a und @(b) = b. Also ist € Cg({a,b)). Es folgt leicht, dass z = (Z E E) mit s,t € Fy. Da
x invertierbar ist, muss x = 1 gelten. Man sieht aber leicht, dass ¢ nicht trivial ist (beachte Bild einer
Dreiecksmatrix). Dies zeigt ¢ € Aut(G)\Inn(G). Offenbar hat ¢ die Ordnung 2. Sei G := G x () < Aut(Q).
Dann ist auch P € Syl,(G) und Ng(P) C Ng&(P). Nach Sylow ist G : Ng(P)] = 1 (mod 7). Es folgt
G Ng(P)| = 8. Wie immer operiert G transitiv auf den Nebenklassen. Sei K der Kern dieser Operation.

~

Dann ist K C N5(P) und K NG = 1. Dies zeigt |K| < 2. Im Fall |K| = 2 wire K C Z(G) im Widerspruch
zu |Aufgabe 4.1} Also ist K = 1, und G operiert treu. Sei nun N5(P) < H < G. Dann hat H mehrere

7-Sylowgruppen, also mindestens acht. Es folgt H = G. Somit ist Ng(P) maximal in CA;, und G ist eine
primitive Permutationsgruppe vom Grad 8 und Typ (F).

(iii) Sei G < Sg primitiv vom Typ (F) mit Soc(G) < Ag. Nach (i) ist [Soc(G)| = 2% -3 -7 mit a € {3,4,6}.
Fiir P € Syl;(Soc(G)) hat Ngoe(q)(P) < Na,(P) hochstens Ordnung 21. Dies schliekt den Fall a = 4
aus. Nehmen wir nun ¢ = 6 an. Wie in findet man dann eine Untergruppe H < Soc(G)
mit |H| = 2°- 3. Wegen der Einfachheit von Soc(G) ist H maximal und Soc(G) ist eine primitive
Permutationsgruppe vom Grad 14. Dies widerspricht aber Also ist [Soc(G)| =2%-3-7
und Soc(G) = GL(3,2) nach Im Fall G = Soc(G) ist die Operation bis auf Isomorphie
eindeutig, denn ein Stabilisator ist zu N (P) konjugiert (Aufgabe 1.4)). Sei nun G # Soc(G). Offenbar ist
Ng(P) < Ng,(P) und |Ng,(P)| = 42. Da Soc(G) alle 7-Sylowgruppen von G besitzt, ist |G| = 16-3-7. Nach
(i) gilt fir den Stabilisator Gg = GL(3,2). Nach ist Gg bis auf Konjugation eindeutig. Wir
kénnen also P = ((1,...,7)) < Gs annechmen. Wegen Ng(P) = Ng, (P) ist dann auch G = (Gs, Ng(P)) bis

~

auf Konjugation eindeutig. Wir haben also die Gruppe G aus gefunden. Zusammen mit
haben wir alle primitiven Permutationsgruppen vom Grad < 8 klassifiziert. In allen Féllen ist die Operation

bis auf Isomorphie eindeutig (vgl. |Aufgabe 5.2]).

Grad | Gruppen
2 So
3 Az, S3
4 Ay, Sy
5 05, 05 X CQ, Aﬁ(175), A5, 55
6 A5, 55, AG, S6
7 07, 07 X Cz, 07 A 03, Aff(l, 7), GL(S,Q), A7, S7
8 | 03 % Cr, O3 xTL(1,8), Aff(3,2), GL(3,2), GL(3,2) x Cs, As, Ss

Satz 8.15 (JORDAN). FEs existiert eine Funktion f:N — N mit folgender Figenschaft: Ist G < S,, primitiv mit
A, € G und bewegt g € G\ {1} genau k Ziffern, so ist n < f(k).

Beweis. Seiw € A:={1<a<n:g¢ G,} Wegen der Primitivitét ist G = (G, g). Also muss g jede Bahn
von G, verdndern. Dies zeigt, dass der Rang von G hochstens k ist. Nach geniigt es einen Subgrad
zu finden, der durch eine Funktion in k beschrankt ist. Sei I' := A \ {w}. Nehmen wir an, dass ein z € G,,
mit *T'NT = & existiert. Nach ist dann g(zgz—1)g~(zg~ta~1) ein 3-Zyklus im Widerspruch zu
Satz 6.10| Fiir jedes z € G,, existiert also ein v, € I' mit v, € I'. Fir ein festes v € T" gibt es hochstens |T'||Go |
Elemente z € G, mit v, = 7. Also ist

Gl < IT1 Y [Guy| < [P max |Gr|
~yel

und es existiert ein y € I' mit |Gy, : Guny| < T2 = (K — 1)% O

Bemerkung 8.16. Nach [Satz 6.10|kann man f(p) := p+2 fiir jede Primzahl p wihlen. Andererseits ist f(4) := 8
optimal (sieche Anhang, . Liebeck und Saxl haben mit Hilfe der CFSG gezeigt, dass f(k) := (g + 1)2
fiir alle k£ € N funktioniert. Die minimale Zahl k fiir alle g € G\ {1} nennt man im Englischen minimal degree
(oder veraltet class) von G.

Lemma 8.17 (RuDIO). Sei G < Sym(Q2) primitiv, @ # A C Q und o, € Q mit « # 5. Dann ezistiert ein
geEG mitIoe A undIp ¢ A.

46



Beweis. Sei

.= ﬂ IA.

g€aq,

acA
Da G transitiv ist, gilt « € T' C Q. Sei h € G mit o € "T' = N"A. Aus a € 9A folgt dann a € "A fiir alle
g € G. Also ist I' C "T" und damit T' = "T". Sei nun h € G beliebig mit v € I' N "T" # @. Dann existiert ein z € G
mit “y = a. Also ist @ € T N*T' N*"T". Nach dem eben Gezeigten folgt *T' = I' = #"T". Daher ist auch "I" = T".
Wir haben also gezeigt, dass ' N"T" € {T', @} fiir alle h € G gilt. Da G primitiv ist, folgt I' = {a}. Dies impliziert
die Behauptung. O

Definition 8.18. Eine Sektion von G ist eine Gruppe S mit S = H/N fir N < H < G.

Satz 8.19 (JORDAN). Sei G < Sym(Q) primitiv und w € Q. Sei A C Q\ {w} eine Bahn von G,. Jede einfache
Sektion von G, ist dann auch eine Sektion von G2. Insbesondere ist G, aufldsbar, falls G5 aufldsbar ist.

Beweis. Sei S eine einfache Sektion von G,,. Wir wihlen H < G, minimal mit S = H/N fiir ein N < H. Sei
acAundI':={yeQ:HCG,}. Sicher ist w € I' C , da H nicht trivial operieren kann. Nach
existiert ein g € G mit w € 9T und « ¢ 9T". Also existiert ein v € I' mit w = 9y und H < G,. Ersetzt man also H
durch gHg~! < G,,, so kann man annehmen, dass H nicht-trivial auf A operiert. Sei K der Kern der Operation
H — Sym(A). Nehmen wir K ¢ N an. Da S einfach ist, gilt H = NK. Alsoist S = H/N = KN/N 2 K/NNK,
und die Wahl von H impliziert K = H. Dieser Widerspruch zeigt K C N, und die Behauptung folgt. O

Definition 8.20. Fiir eine Primzahl p ist O”(G) := (Syl,(G)) < G das p’-Residuum von G.

Bemerkung 8.21. Offenbar ist O”(G) < G und G/ O (G) ist eine p’-Gruppe (d.h. p { |G/ O (G)|). Ist
umgekehrt N < G mit p’-Faktorgruppe G/N, so enthéilt N eine p-Sylowgruppe von G und nach Sylow ist
O” (@) < N. Somit ist O (@) der kleinste Normalteiler mit p’-Faktorgruppe.

Satz 8.22. Sei G < Sym(Q) primitiv und w € Q. Ist p ein Primteiler von |G|, so ist p | |G2| fiir jede Bahn
A CQ\{w} von G,. Ist p ein Subgrad von G, so ist p der kleinste Subgrad und p* 1 |Gy,|. Ist zusditzlich p = 2,
50 ist |G| = 2 und G = Dy, := Cy x Cy (Diedergruppe) fir eine ungerade Primzahl q.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus|Satz 8.19] Seien nun dy < ... < dj, die Subgrade und d; = p. Sei Ay C Q\ {w}

eine Bahn von G, mit |A;| = d;. Nach [Satz 8.19|ist dann p | |G51| | dq! und es folgt d; = p < dy < d;.

Sei nun K der Kern der Operation G,, — Sym(A1), d.h. K = G,, N Ga,. Dann ist |G,,/K| = |G5*| | p! und
|G : Guol| = p fiir ein a € Ay. Dies zeigt p 1 |Goo/K| und N := O”(G,) < K. Also ist O”(K) C N. Fiir
P € Syl (K) und g € G, ist auch 9P € Syl (K). Dies zeigt O”(K) < G, und N = O”(K). Die Bahn von w
unter G, hat ebenfalls die Lange |G, : Gow| = |Gw : Guwa| = p. Vertauscht man also die Rollen von w und «, so
ergibt sich N 4G, und N <(G,,,G,) = G. Da N < G,, nicht transitiv auf Q operieren kann, ist N =1 nach

Also ist G eine p/-Gruppe und es folgt p? 1 |Gy,|.

Sei schlieRlich d; = d; = p = 2. Dann ist |G51| = 2. Nach dem ersten Teil des Beweises ist G, eine 2-Gruppe.
Andererseits ist 4 { |G| nach dem eben Gezeigten. Also ist |G| = 2. Nach [Aufgabe 2.1] kann G keine 2-
Gruppe sein. Die Maximalitéit von G, zeigt daher G, € Syl,(G). Nach |Aufgabe 1.9|existiert ein Normalteiler
N <G mit G = N x G,,. Sei g ein Primteiler von |N|. Dann ist die Anzahl der ¢-Sylowgruppen von N
ungerade. Die [Bahnengleichung| zeigt G, < Ng(Q) fiir ein @ € Syl (N). Die Maximalitit von G, impliziert
G = QG, und N = Q. Das gleiche Argument zeigt, dass N ein minimaler Normalteiler von G ist. Also ist N
elementarabelsch. Sei G, = (x). Nach hat = keine Fixpunkte auf N \ {1}. Fiir 1 # y € N ist (zy)? € N
und z(zy)?z~! = y(zyz =) = (zyz~ ')y = (2y)?. Dies zeigt zyz~! = y~! und G, (y) < G. Da G, maximal ist,
folgt N = (y). Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 8.23. Man kennt auch alle primitiven Permutationsgruppen mit Subgrad 3 oder 4 (ohne Beweis).

Satz 8.24 (MANNING). Sei G < Sym(Q) primitiv und w € Q. Seien Ay, ..., Ay die Bahnen von G, auf Q\ {w},
sodass Gﬁi firi=1,...,r < k primitiv ist. Dann operiert G, trev auf Apy1 U ... UAg.
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Beweis. Wir konnen sicher annehmen, dass G nicht regular ist. Sei A := AjU...UA,, A" :== A, 1U...UA; und
N =G, NGar. Wir miissen N =1 zeigen. Nehmen wir das Gegenteil an. Dabei kénnen wir annehmen, dass N
nicht-trivial auf A; fiir i = 1,...,r operiert (anderenfalls verkleinere man 7). Offenbar ist 1 # NGa,/Ga, JG5:.
Da Gﬁi primitiv ist, operiert N transitiv auf A; firi=1,...,r.

Schritt 1: A; C A < AF C A.

Sei g € G mit 9w € A’. Dann ist N < Go, und g~ Ng < G,,. Es geniigt zu zeigen, dass ¢ w € A’ gilt. Nehmen
wir das Gegenteil an. Dann ist gNg~! ¢ G,,. Die Maximalitit von G, zeigt G = (G,,gNg™'). Sei 0. B.d. A.
A > A firi=1,...,7. Wegen N < Gy, liegt A, in einer Bahn I" von Gg,,. Im Fall A, =T wire A, eine
Bahn von (G, Gsy) = G. Also ist A, € T'. Nach Wahl von A, operiert gNg=! (JGy,,) trivial auf I' und somit
auch auf A,. Also ist A, eine Bahn von (G,,, gNg~!) = G. Widerspruch.

Wir betrachten nun die Graphen G und G’, die durch Vereinigung von Ga, mit i = 1,...,7 bzw. i =r+1,... k
entstehen. Nach Schritt 1 konnen wir G und G’ als ungerichtete Graphen auffassen.

Schritt 2: G ist vollstandig.

Nach ist G zusammenhéngend. Seien (¢, 8) und (8, ) Kanten in G mit o # . Wir miissen zeigen, dass
auch (a,7) eine Kante in G ist. Ist dies nicht der Fall, so ist (a,~) eine Kante von G'. Sei g € G mit 9w = «.
Dann ist gNg~! < G,. Also liegt 3 in einer nicht-trivialen Bahn I'; von gNg~!. Sei nun h € G mit "a = .
Dann ist hgNg~'h~' < G.,. Also liegt 3 auch in einer nicht-trivialen Bahn I's von hgNg~'h~!. Da («, ) eine
Kante von G’ ist, ist hgNg~th~! < G,. Nach dem ersten Teil des Beweises ist I'; auch eine Bahn von Gy. Dies
zeigt 'y = thg_lh_lﬁ C Ga =T. Analog ist auch I'; C I'y. Also ist I'; = I'y eine Bahn von G, und von G,.
Somit ist I'; auch eine Bahn von (G4, G4) = G. Widerspruch.

Da G vollstandig ist, kann G’ iiberhaupt keine Kante haben. Dies widerspricht aber der Voraussetzung r < k. [

Satz 8.25. Sei G < Sym(Q) primitiv mit reguldrem Normalteiler N <G (z. B. N = Soc(G) fiir Typ (A) oder
(V). Dann operiert G, fir w € Q treu auf jeder nicht-trivialen Bahn.

Beweis. Nach ist die Operation von G, auf Q isomorph zur Operation auf N durch Konjugation. Sei
A C N eine nicht-triviale Bahn. Dann ist G, < Ng((A)). Wegen N, = 1 ist G, < G, (A) < G. Die Maximalitét
von G, liefert (A) = N. Operiert g € G, also trivial auf A, so auch auf N. Dies zeigt g = 1 und die Behauptung
folgt. O

Satz 8.26 (MANNING). Sei G < Sym(Q) primitiv und w € Q. Sei d > 3 der grifite Subgrad. Operiert Gy,
2-transitiv auf einer Bahn der Linge d, so ist G 3-transitiv.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass [Q] = d + 1 gilt. Sei A ein Orbital mit |A(w)| = d, sodass G,, 2-transitiv auf
A(w) operiert. Seien «, 5 € A(w) mit «a # B. Dann gibt es ein Orbital I mit («, 8) € I'. Da G,, 2-transitiv auf
A(w) operiert, bilden je zwei verschiedene Punkte aus A(w) einen Pfeil in Gr. Insbesondere ist IT'* = I'. Auflerdem
ist A(w) \ {a} CT(a) und |[I'(a)| > d— 1. Im Fall [I'(«)| = d — 1 wiren die Subgrade d — 1 und d teilerfremd,
und nach kann d nicht der grofte Subgrad sein. Dieser Widerspruch zeigt I'(a) = A(w) \ {a} U {7} fiir
ein v € Q. Da G, 2-transitiv auf A(w) operiert, operiert G, noch transitiv auf A(w) \ {a} =T'(a) \ {7}. Wegen
Gua € G, ist sicher Guq € Goy. Dies zeigt, dass auch G, 2-transitiv auf I'(«) operiert. Wegen d > 3 gibt es
Punkte 3,0 € A(w) \ {a} =T'(«) \ {7} mit 8 # §. Nach Definition von I ist (3,d) € I'. Da G, 2-transitiv auf
T'(«) operiert, bilden je zwei verschiedene Punkte aus I'(«) einen Pfeil von Gr. Aus Symmetriegriinden bilden, fiir
ein beliebiges 8 € ), je zwei verschiedene Punkte von I'(3) einen Pfeil von Gr. Nehmen wir nun indirekt an, dass
I'(a) U {a} # Q gilt. Da Gr nach zusammenhéngend ist, existieren § € I'(a) U {a} und ¢ ¢ I'(a) U {a}
mit (8,6) € I'. Dann ist § € I'(5) und es folgt a # 8. Also ist 8 € I'(«) und damit auch o € I'(5) wegen I'* =T
Nach dem eben Gezeigten ist also (o, ) € I'. Dies widerspricht aber 6 ¢ I'(«). O
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Beispiel 8.27.

(i) Sei G < Sym(£2) primitiv vom Grad 9, aber nicht 2-transitiv. Seien d; < ... < dj, die Subgrade von G.
Der Fall d; = 2 ist nach ausgeschlossen, da 9 keine Primzahl ist. Nach ist auRerdem
(d1,d2) = (3,5) unmoglich. Also ist dy = d2 = 4. Sei A C Q\ {w} eine Bahn von G,. Nehmen wir
zunichst an, dass G2 keine 2-Gruppe ist. Dann ist offenbar G2 € {A4, Sy} bis auf Isomorphie. Dies
widerspricht aber [Satz 8.26l Also ist Gf‘ eine 2-Gruppe ist. Nachist auch G, eine 2-Gruppe. Nach
Aufgabe 8.10| (oder Burnsides p®q®-Satz) ist G auflésbar. Also operiert G, treu auf A nach Dies
zeigt G,, < Dg bis auf Isomorphie, wobei Dg die Diedergruppe der Ordnung 8 ist. Insbesondere ist |G| < 72.
Wir konstruieren ein Beispiel. Sei V := F3 und C' < Aut(V) eine Untergruppe des Singer-Zyklus mit C = Cy.
Die Bahnen von C auf V' \ {0} haben dann Lénge 4. Insbesondere kann C' keine Untergruppe der Ordnung
3 von V festhalten. Also ist die Gruppe V' x C primitiv mit Subgraden 4,4. Da C' die Multiplikation mit
—1 enthilt, gilt auferdem A = A* (vgl. [Aufgabe 8.3). Ist nun F der Frobenius-Automorphismus auf Fg, so
gilt C(F) = Dg (vgl. [Beispiel 2.16). Da F' nicht-triviale Fixpunkte auf V hat, kann C(F') nicht transitiv
operieren. Dies liefert ein weiteres Beispiel V' x C(F').

(ii) Sei G < Sym(f?) primitiv vom Grad 10, aber nicht 2-transitiv. Da 10 keine Primzahlpotenz ist, ist G nicht
auflosbar. Seien d; < ... < dj die Subgrade von G. Wie iiblich ist d; > 3. Nach [Satz 8.11]ist d; = 3. Fiir
eine entsprechende Bahn A ist also G5 € {43, S3}. Im ersten Fall ist |G| = 3 und G wiire auflésbar.
Also ist Gﬁ primitiv. Nach [Satz 8.26[ist d; = do = d3 = 3 ausgeschlossen. Somit gilt d; = 3 und ds = 6.
Nachist G, < Sg. Nach [Satz 8.22]ist aukerdem |G,,| = 2% -3 und |G| = 2*1 . 3.5 mit a < 4.
Da 3 und 5 nur einmal die Gruppenordnung teilen, ist Soc(G) einfach, d.h. G ist vom Typ (F). Offenbar
ist dann [Soc(G)| = 2°-3 -5 mit 2 < b < 5. Wir werden zeigen, dass b = 2 und Soc(G) = As gilt. Sei
dafiir P € Syly(Soc(G)). Im Fall [Soc(G) : Ngoe()(P)| = 5 ist die Behauptung richtig. Nehmen wir also
Nsoc(@)(P) = P an. Nachexistiert ein @ € Syly(Soc(G)) mit |P : PNQ| = 2. Offenbar besitzt
dann Ngoe(@) (PNQ) mindestens die beiden 2-Sylowgruppen P und Q. Also ist [Soc(G) : Ngoe(a) (PNQ)| =5
und die Behauptung folgt. Nach ist nun G € {45, S5}. In beiden Féllen hat die Operation auf
den zweielementigen Teilmengen von {1,...,5} die gewiinschte Eigenschaft (vgl. [Bemerkung 5.16)).

(iii) Die primitiven Permutationsgruppen vom Grad 11 und 13, die nicht 2-transitiven sind, lassen sich leicht
mit angeben. Nach gibt es keine entsprechenden Gruppen vom Grad 12 oder 14
(vgl. [Bemerkung 7.5). Fiir Grad 15 hat man wieder Beispiele durch die Operation von Ag oder Sg auf den
zweielementigen Teilmengen von {1,...,6}.

Bemerkung 8.28. Mit Hilfe der CFSG konnten Cameron, Praeger, Sax]l und Seitz zeigen, dass es bei vorgege-
benem Subgrad nur endlich viele Méglichkeiten fiir G, gibt (Sims’ Vermutung). Fiir Typ (A) und (V) folgt dies
aus [Satz 8.25| Fiir Typ (D) gilt sogar ein stirkeres Ergebnis (sieche Anhang, [Satz A.7)).

Definition 8.29. Eine Untergruppe H < G heifst subnormal, falls es eine Folge H < Hy < ... < Hp = G gibt.

Bemerkung 8.30. Subnormalitét ist der transitive Abschluss der Normalteilerrelation. Man verwendet daher
manchmal das Symbol <<.

Lemma 8.31. Fir jede subnormale Untergruppe H < G gilt Soc(G) < Ng(H).

Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach |G : H|. Der Fall H = G ist klar. Sei nun H < G. Sei N ein
minimaler Normalteiler von G. Wir miissen N < N (H) zeigen. Nach Voraussetzung existiert ein Normalteiler
K <1 G, sodass H subnormal in K ist. Wegen K NN <G gilt N < K oder NK = N & K. Im zweiten Fall ist
N < Cqg(K) < Cqg(H) < Ng(H). Sei also N < K. Sei L ein minimaler Normalteiler von K mit L < N. Nach
Induktion ist L < Ny (H). Fiir « € G ist Lz~ sicher auch ein minimaler Normalteiler von K. Also ist auch
xLz~! < Ng(H). Offenbar ist (xLz™! : 2 € G) 9 G und damit N = (zLz~ ' : 2 € G) < Ng(H) < Ng(H). O

Lemma 8.32. Sei H < G mit HeHxz—' = 2Hx ' H fiir alle x € G. Dann ist H subnormal in G.

Beweis. Wir benutzen wieder Induktion nach |G : H|. Im Fall H <G ist die Behauptung klar. Sei also z € G mit
xHx~ ' # H. Wir setzen K := HrHx~! < G. Dann ist |G : K| < |G : H|. Fir y € G ist yKy 'K = KyKy ™!,
denn nach Voraussetzung sind sicher alle Konjugierten von H paarweise vertauschbar. Nach Induktion ist K
subnormal in G. Im Fall z € K wére 1 € K = Kz = HaH und somit € H. Also ist ¢ K. Dies impliziert
|K : H| < |G : H|. Nach Induktion ist also H subnormal in K. Insgesamt ist daher H subnormal in G. O
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Satz 8.33 (WIELANDT). Sei G < Sym(Q) primitiv und w € Q. Sei I' C Q\ {w} mit A C T oder A* C T fiir
jede nicht-triviale Bahn A von G,. Dann operiert G, treu auf T'.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass N := G, N Gr trivial ist. Offenbar ist N < G,,. Sei g € G. Im Fall g € G,
ist N sicher mit gNg~' = N vertauschbar. Sei nun %w € A fiir eine nicht-triviale Bahn A von G,,. Im Fall
A CTgilt N <Gy, und g7'Ng < G,,. Also ist N mit g~'Ng vertauschbar. Sicher ist dann N auch mit
gNg~! vertauschbar. Sei schlieflich A* C T'. Dann ist ¢ w € I' und gNg~! < G,,. Fiir alle g € @ ist also
NgNg~! = gNg~'N. Nach [Lemma 8.32|ist NV subnormal in G. Also ist Soc(G) < Ng(N) nach
Im Fall N # 1 ist Ng(N) = G, da G, maximal ist. Dann kann Soc(G) aber nicht transitiv operieren. Dieser
Widerspruch zeigt N = 1. O

Satz 8.34 (RIETZ). Sei G < Sym(Q) primitiv und w € Q. Sei A C Q\ {w} eine Bahn von G, sodass G5
regulir ist und G5 = G, fiir gewisse 6,7y € A* mit § # . Dann ist G, = G5.

Beweis. Sei a € A. Da Gﬁ regulér ist, gilt G,o = G, N GaA < Gy,. Im Fall Gy, <G ist G = 1 und wir sind
fertig. Wir konnen daher Ng(Gyo) = G, annehmen. Sei g € G mit 9w = « und 9w = § € A*. Dann ist
Gs = 9g71'GLg = g ' Na(Gua)g = Ng(Gs,,). Also ist Ng(Gus) NGy = G,s. Nach Voraussetzung existiert ein
v € A*\ {0} mit G5 = Gy. Auflerdem existiert ein h € G, mit h§ = ~. Dann ist aber h € Ng_ (Gos) \ Gus-
Widerspruch. O]

Bemerkung 8.35. Burnside und andere haben Anfang des 20. Jahrhunderts die obigen Methoden benutzt, um
zu zeigen, dass viele Gruppen ungerader Ordnung auflésbar sind. Dies wurde 1963 von Feit und Thompson in
voller Allgemeinheit bewiesen (allerdings mit deutlich schwierigeren Methoden). Wir skizzieren den Anfang dieser

Entwicklung anhand eines minimalen Gegenbeispiels (dabei diirfen wir [Satz 5.7 nicht verwenden, denn [Satz 5.3
basiert implizit auf Feit-Thompson). Dafiir benétigen wir einen Spezialfall von Burnsides Verlagerungssatz.

Lemma 8.36. Sei p eine Primzahl und P < G eine maximale Untergruppe mit |P| = p. Dann ist G nicht
einfach.

Beweis. Wir konnen sicher P € Syl,(G) und Ng(P) = P annehmen. Nach [Aufgabe 1.9 ist p > 2. Sei R ein
Reprisentantensystem fiir G/P. Fiir g € G sei g € R mit gP = gP. Wir betrachten die Abbildung ¢ : G — P,

g+ HreR (gr)*lﬁ. Da P abelsch ist, kommt es in dem Produkt nicht auf die Reihenfolge der Faktoren an. Fiir
g,h € G ist ghr P = ghrP = ghr P = ghr P und somit

p(gh) = T (ghr)""ghr = [ (hr) " hr(hr) " g~ ghr = T (hr) " Rrr(ghr) " ghr = o(g) ().
reER reéR reR

Also ist ¢ ein Homomorphismus. Sei nun 1 # x € P. Im Fall zgP = gP ist g 'xg € P und g € Ng(P) = P.
Also hat x nur den trivialen Fixpunkt P auf G/P. Wir wihlen ein Reprédsentantensystem S C R fiir die
nicht-trivialen Bahnen von P auf G//P. Man kann dann R := {z's: s € S, i =0,...,p — 1} U {1} setzen. Dann
ist (z(a's)) lz(zis) =1firse Sund i =0,...,p — 1. Also ist p(z) = 2717 = 27!, Insbesondere ist ¢ nicht
trivial. Die Behauptung folgt. O

Satz 8.37 (MILLER). Sei G eine nichtabelsche einfache Gruppe ungerader Ordnung und H < G. Dann ist
|G : H| > 50.

Beweis. Wie iiblich operiert G transitiv und treu auf G/H. Ist die Operation nicht primitiv, so kann man H durch
eine grofere echte Untergruppe ersetzen. Wir kénnen also annehmen, dass G eine primitive Permutationsgruppe
vom Grad n := |G : H| < 50 ist. Nach [Satz 7.4] ist n keine Primzahl. Sei d ein Subgrad von G. Nehmen
wir d € {3,5,17} an. Nach [Satz 7.4] ist G2 = Cy fiir eine entsprechende Bahn A von G, (dieses Argument
funktioniert allgemeiner fiir jede Fermatprimzahl). Nach ist auch G, = Cy. Da G, maximal ist, ist
G, € Syl;(G). Dies widerspricht aber Wir kénnen daher annehmen, dass alle Subgrade mindestens
7 sind. Nach treten die Subgrade aufferdem in Paaren auf (entsprechend (A, A*)). Also ist n > 15.
Gibt es zwei verschiedene Subgrade, so sind diese 9 und 15 nach (in allen anderen Féllen ist n > 50).
Sei A eine Bahn von G, der Lange 9. Nach ist Gﬁ imprimitiv. Es folgt leicht, dass Gﬁ eine 3-Gruppe
ist (genauer ist G5 < C31C3, vgl. Beweis von [Satz 5.15). Nach ist auch G, eine 3-Gruppe und es
kann keine Bahn der Lénge 15 geben. Widerspruch.
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Wir kénnen daher annehmen, dass alle Subgrade identisch sind. Insbesondere hat n die Form n = 1 + 2kl mit
k>1,1>7und ! =1 (mod 2). Induktiv geniigt es jeweils eine echte Untergruppe mit kleinerem Index zu
konstruieren.

(a) n = 15. Hier gibt es zwei Bahnen A und A* mit |A| = 7. Nach [Satz 8.33 und [Satz 7.4]ist G, = G4 ¢
{C7,C7 x C5} und |G| € {3*-5- 7} mit a < 2. Der Normalisator einer 3-Sylowgruppe hat dann Index 7.

(b) n = 27. Hier sind die Subgrade 13,13. Wie iiblich folgt |G| = 3% - 13 mit a < 4. Eine 3-Sylowgruppe hat
dann aber Index 13 und wir sind fertig.

(¢) n = 39. Hier sind die Subgrade 19,19. Es ergibt sich |G| = 3% - 13 - 19 mit ¢« < 3. Die Anzahl der
13-Sylowgruppen ist dann 27.

(d) n = 45. Hier sind die Subgrade 11,11,11,11. Wie iiblich ist |G| = 3% - 5% - 11 mit a < 2. Die Anzahl der
5-Sylowgruppen ist 11 und wir sind fertig. O

Beispiel 8.38. Sei G eine Gruppe der Ordnung 42.525 = 35 - 52 . 7 und P € Syl;(G). Wir wollen zeigen, dass
G nicht einfach ist. Nach konnen wir Ng(P) = P annehmen. Wie iiblich operiert P auf Syls(G).
Der Stabilisator von @ € Syl;(G) \ {P} ist dabei P N Q. Wegen |G : Ng(P)| = 52 -7 = 4 (mod 9) existiert
ein @ € Syl3(G) mit [P : PN Q| = 3. Bekanntlich ist dann P,Q < Ng(P N Q) (vgl. [Aufgabe 8.5)). Also ist
|G : Ng(P N Q)| <25 und die Behauptung folgt. Induktiv erhéilt man leicht, dass G sogar auflosbar ist.

Bemerkung 8.39. [Satz 8.37| wurde von Burnside und Rietz auf die Schranke |G : H| > 243 verbessert.
Zusammen mit elementaren Methoden der abstrakten Gruppentheorie kann man dann zeigen, dass jede Gruppe
ungerader Ordnung kleiner 1.000.000 auflésbar ist.

Aufgabe 8.1. Bestimmen Sie die Subgrade der Operation von S; auf den dreielementigen Teilmengen von
{1,...,7}.

Aufgabe 8.2. Sei G < Sym(f2) transitiv, und sei A ein nicht-triviales Orbital von G. Zeigen Sie, dass
{(a, ) € 2 x Q: (B,a) € A} das Orbital von A(w)* ist

Aufgabe 8.3. Sei G < Sym(2) transitiv. Zeigen Sie, dass |G| genau dann gerade ist, falls ein nicht-triviales
Orbital A mit A* = A existiert.

Aufgabe 8.4. Sei G eine transitive Permutationsgruppe mit ungeradem Grad, sodass auch alle Subgrade
ungerade sind. Zeigen Sie, dass |G| ungerade ist.

Aufgabe 8.5. Zeigen Sie, dass jede Untergruppe einer p-Gruppe subnormal ist.

Aufgabe 8.6. Sei G < Sym(?) primitiv und nicht-regulér mit & paarweise teilerfremden Subgraden. Zeigen Sie,
dass der Rang von G mindestens 2% ist

Aufgabe 8.7. Sei G < Sym(Q) primitiv und w € Q. Fiir eine Bahn A von G, sei |G5| = |A| # 1 eine
Primzahlpotenz. Zeigen Sie: G,, = G2.

Aufgabe 8.8. Sei G — Sym(2) transitiv vom Rang r, und sei f(g) die Anzahl der Fixpunkte von g € G in Q.

Zeigen Sie:
= 2

e
Aufgabe 8.9. Sei G :=((1,2,3,4,5,6),(3,5)(4,6)) < S.
(i) Bestimmen Sie die Struktur von G (|G|, Normalteiler etc.)
(ii) Bestimmen Sie die Subgrade von G.
(iii) Finden Sie heraus, ob G primitiv ist.

Aufgabe 8.10. Zeigen Sie, dass jede Gruppe der Ordnung 2" - 32 mit n > 1 aufldsbar ist.
Hinweis: Betrachten Sie den Schnitt zweier 2-Sylowgruppen.

Aufgabe 8.11. Zeigen Sie, dass jede primitive Permutationsgruppe vom Grad 12 oder 14 2-transitiv ist.
Hinweis: Fir Grad 14 zeigen Sie, dass |G| = 2% -3 -7 mit a < 5 gilt und betrachten Sie anschliefend den
Normalisator einer 7-Sylowgruppe.

o1



Aufgabe 8.12. Sei G < Sym(Q2) transitiv vom Grad 100, sodass G,, einfach ist mit Subgraden 22 und 77.
Zeigen Sie, dass G einfach ist.

Bemerkung: Die sporadisch einfache Higman-Sims-Gruppe HS der Ordnung 44.352.000 besitzt diese Eigenschaften
mit Gw = MQQ.
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Anhang

Satz A.1 (=[Satz 5.19). Jede 2-transitive Permutationsgruppe ist vom Typ (A) oder (F).

Beweis (ohne|Schreiers Vermutung). Sei G — Sym(f2) treu und 2-transitiv vom Grad n. Wir konnen annehmen,
dass N := Soc(G) nichtabelsch ist. Wie iiblich operiert N transitiv. Nehmen wir zunéchst an, dass N imprimitiv ist.
Sei A C Q ein Block von N mit |A| minimal. Fiir g € G und x € N ist dann IANTIA =9(A N 9_1I9A) € {9,9A}.
Also ist auch 9A ein Block von N. Auferdem gilt

(ANIA)NFANIA) = (ANTFA)NFTANTYA) e {&,ANIA}.

Da |A| minimal ist, folgt YA = A oder |[A N9A| < 1. Seien «, 8 € Q beliebig mit a # 3. Da G 2-transitiv
operiert, existiert ein ¢ € G mit «, 8 € IA. Fiir v € Q \ A existieren hy, hy € G mit o,y € M A und B,y € "2A.
Im Fall M A = "2 A wiire o, 3 € " ANYIA = 9A und somit v € IA. Also ist " AN A = {}. Fiir x € Nug gilt
dann *{y} =*(MANMA) ="mANA = {y}, da " A und "> A Blécke von N sind. Also operiert N,z trivial
auf Q\ 9A. Insbesondere ist Nog C Noy. Da G 2-transitiv ist, existiert ein @ € G mit aNaﬁtf1 = Nageg = Ny
Dies zeigt Nog = Nao. Wie eben operiert No trivial auf Q \ " A. Wegen IA NMA = {a} operiert N,z also
trivial auf 2. Es folgt N, N Ng = Nopg = 1.

Wir folgen nun den Beweis von Sei M := N\U,cq NwU{1}. Da sich je zwei verschiedene Stabilisatoren
trivial schneiden, ist |M| = |[N|—|N : N,|(|N,| —1) = n. Sei p ein Primteiler von n und = € N ein nicht-triviales
p-Element. Dann operiert « fixpunktfrei und es folgt * € M. Die Anzahl der Tripel (a, 8,y) mit «, 8 € Q,
y € M\ {1} und Yo = 3 ist offenbar n(n—1), denn fiir jedes y und jedes « ist 3 eindeutig bestimmt. Andererseits
gibt es genau n(n — 1) Paare (o, 8) mit « # S. Fiir jedes solche Paar gibt es daher genau ein y € M mit Ya = 8.
Sei nun z € M \ {1} beliebig und *« = . Wegen der 2-Transitivitét existiert ein g € G mit Yo = o und 98 = ~.
Also ist gyg~! € M mit 999" o = 7. Dies zeigt gyg~! = 2. Somit sind alle nicht-trivialen Elemente von M zu x
konjugiert. Insbesondere ist n eine Potenz von p. Sei P € Syl,(N). Wie oben gezeigt ist dann P C M. Wegen
|M| =n | |N| ist andererseits |P| > |M]|. Dies zeigt M = P < N. Offenbar ist M auch ein p-Normalteiler von N.
Dies widerspricht aber [Bemerkung 4.3| und [Lemma 4.4]

Wir haben also gezeigt, dass N primitiv ist. Nach ist N=S51®...® S, mit einfachen Gruppen
Sp=...=S,. Nach ist r < 2. Im Fall r = 1 folgt die Behauptung aus Sei also 7 = 2. Dann
ist S regulir und |N| = n?. Wir betrachten 1 # N, < G, fiir ein w € Q. Da G 2-transitiv ist, operiert G,,
transitiv auf  \ {1}. Nach [Aufgabe 3.8 haben alle Bahnen von N,, auf Q\ {1} die gleiche Léinge I | [N, | = n.
Dies liefert den Widerspruch 0 =n =[] =1 (mod 1). O

Lemma A.2 (= [Lemma 5.12). Sein >4 und A,—1 = H < A,. Dann ist H = AIt({1,...,n}\ {i}) fir ein
t€{l,...,n} oder n =6.

Beweis (mit Bertrands Postulat). O.B.d.A. sei n > 5. Nach [Lemma 5.10| operiert H treu auf einer Bahn
A C{1,...,n}. Wegen |H| = (n—1)!/2 ist |A] > n — 1. Wir konnen also annehmen, dass H transitiv auf

{1,...,n} operiert. Insbesondere ist n | [H| | (n — 1)!. Wir konnen daher n > 8 voraussetzen. Dann liefert
aber einen Widerspruch. O

Satz A.3 (=|[Satz 7.4). Sei G eine transitive Permutationsgruppe vom Primzahlgrad p. Dann ist G 2-transitiv
oder G = C}, x Cy fiir einen echten Teiler d von p — 1.

Beweis (mit Charaktertheorie). Wir kénnen annehmen, dass G < S, nicht 2-transitiv ist. Insbesondere ist
G 2 Aff(1,p) = Cp x Cp_1. Es geniigt zu zeigen, dass G vom Typ (A) ist. Da G transitiv ist, gilt p | |G|. Sei
P = (z) € Syl,(G). Dann ist Cg(P) < Cg,(x) = P. Sei y € G beliebig. Ist die Ordnung von y durch p teilbar,
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so erzeugt eine gewisse Potenz von y eine p-Sylowgruppe von G. Wegen Cg(P) = P hat y dann selbst Ordnung
p. Jedes Element in G ist also ein p-Element oder ein p’-Element.

Sei nun 7 der Permutationscharakter von G, d.h. w(g) ist die Anzahl der Fixpunkte von g € G. Nach [Satz 1.14

ist (m,1g)c = 1. Sei x ein irreduzibler Bestandteil von m — 1¢. Nach |Aufgabe 8.8 ist (7, 7)¢ > 2 und
s:=x(1) < (m —1g)(1) = p — 1. Die Einschrankung 7p entspricht dem regulédren Charakter auf P, denn = hat

keine Fixpunkte. Also ist x(z) die Summe von s paarweise verschiedenen nicht-trivialen p-ten Einheitswurzeln.
Insbesondere ist x(x) ¢ Q. Sei ¢ € C eine primitive |G|-te Einheitswurzel, und sei G die Galoisgruppe des
Kreisteilungskorpers Q(¢) iiber Q. Dann existiert ein v € G mit Vx # x. Da 7 rational ist, muss auch 7x ein
irreduzibler Bestandteil von m — 14 sein. Da G transitiv auf den nicht-trivialen p-ten Einheitswurzeln operiert,
sind alle irreduziblen Bestandteile von m — 14 algebraisch konjugiert zu x. Insbesondere ist s | p — 1. Fiir jedes
v € G mit ¥(xp) = xp ist auch Yy = x. Dies zeigt Q(x) = Q(x(x)) € Q(¢!€!/P) und t := [Q(x) : Q] = (p — 1)/s.

Fiir ein p’-Element y € G gilt

x(y) € Qx) NQ(VIW) € @(¢l9VP) nQ(¢!9VTW)) = @

(siehe Lemma 10.12 in Charaktertheorie). Als ganz-algebraische Zahl gilt sogar x(y) € Z. Also ist w(y) = 1+tx(y)
und x(y) € {0,...,s}. Im Fall x(y) = s ist 7(y) = 1+ st = p und y = 1. Fiir einen irreduziblen Bestandteil
Y # x von T — 1g gilt

p—1
Zx(afi) = |P|(xp,1p)p — x(1) = —s,

" (@B = PlOers ) — x(1)? = —s2.

1=

Dies zeigt

0=1[G|(x;¥ — slg)e = |G : Na(P)| Zx(xi)@(ﬂfi) =)+ > Xy -9

yEG

= Y xWk) -s).

yEG,\{1}

wobei G, die Menge der p’-Elemente bezeichnet. Fiir jedes y € G, \ {1} gilt also x(y) =0 und 7(y) = 1. Also
ist

G| = [Gl(m,16)e = ) w(g) = p+ |G| — 1.

geG

Somit ist P die einzige p-Sylowgruppe in G und P < G. Dies zeigt, dass G vom Typ (A) ist. O

Satz A.4. Sei G < S, primitiv mit n > 9. Bewegt ein Element aus G genau vier Ziffern, so ist G € {S,, A, }.

Beweis. Ist g € G ein 4-Zyklus, so hat g2 Zyklentyp (2,2). Nach Konjugation diirfen wir also annehmen, dass
xz:=(1,2)(3,4) € G

gilt. Sei y := (a,B)(7,0) € G beliebig. Gilt |{a,,7,0} N {1,2,3,4}] = 1, so ist (zy)? ein 3-Zyklus (vgl.
und die Behauptung folgt aus Im Fall [{o, 8,7,0} N {1,2,3,4}] = 3 ist xy entweder ein
3-Zyklus oder ein 5-Zyklus. Wieder folgt die Behauptung aus Wir kénnen also stets |{«, 5,7,0} N
{1,2,3,4}| € {0,2,4} annehmen.

Schritt 1: G enthélt zwei Elemente der Form (a, 5)(7,d) und (a,v)(8, 9).
Offenbar ist
N := (g € G| g hat Zyklentyp (2,2)) <G.

Nach [Satz 2.2|ist N transitiv. Also existiert ein y := (1, @)(3,7v) € G mit @ # 2. Im Fall o« € {3,4} ist 3,7 > 5
und (my)2 € {(la 3)(2a4)7 (la 4)(2a 3)} Sei also y = (la 5)(ﬁ7’y) mit |{ﬂ,’7} N {2a 3’4}| =1 Isty= (1a 5)(27 6)7 S0
ist (zy)? = (1,2)(5,6) und die Behauptung ist erfiillt. Wir kénnen daher

y=(1, 5)(37 6)
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annehmen. Dann hat (z,y) die beiden Bahnen {1,2,5} und {3,4,6}. Da N transitiv ist, existiert ein z € N
vom Zyklentyp (2,2), welches die Menge {1,2,5} nicht festhilt. Nach Konjugation mit = oder y, konnen
wir z := (1,)(8,7y) mit o ¢ {2,5} annehmen. Ein Vergleich mit x fiihrt wie eben zu z = (1, «)(3,7) oder
z = (1, @)(4,7). Ein analoger Vergleich mit y fithrt zu z = (1,7)(3,8) oder z = (1,7)(4,6). Im zweiten Fall ist
(xyz)? = (1,5)(2,7) und die Behauptung folgt wie oben (Analyse von y). Sei also

2= (1,7)(3,8).

Dann hat (z,y, z) aber immer noch zwei Bahnen und man kann den Prozess wiederholen. Da nur endlich viele
Ziffern zur Verfiigung stehen, erhélt man schliefslich Elemente der gesuchten Form.

Schritt 2: G € {S,, A, }.

Nach Schritt 1 diirfen wir H := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) < G voraussetzen. Also ist {5,...,n} eine Jordan-Menge
und G ist 2-transitiv nach Nach dem Beweis von kénnen wir n € {9,10} annehmen. Der
Stabilisator G,, ist transitiv auf {1,...,n — 1}. Wegen N,, I G,, ist N %—transitiv 1) Nach der
2-Transitivitdt von G kénnen wir = := (1,5)(2,6) € G annehmen (die Félle (1,5)(3,6) und (1,5)(4,6) sind
symmetrisch). Damit operiert (H,z) < N transitiv auf {1,...,6}. Somit ist der Stabilisator N,, nicht nur
%—transitiv, sondern sogar transitiv. Folglich ist N 2-transitiv und damit primitiv. Da {1,2} kein Block von
N ist, existiert ein y := (o, 5)(7,9) € N mit o € {1,2} und 5,7,6 ¢ {1,2}. Da y mit (1,2)(3,4) und mit x
jeweils zwei Ziffern gemeinsam haben muss, bewegt y nur eine zusétzliche Ziffer, sagen wir 7. Also ist (H, z,y)
transitiv auf {1,...,7} und enthélt somit einen 7-Zyklus. Nach konnen wir also n = 9 annehmen. Da
der 7-Zyklus zwei Fixpunkte hat, ist N sogar 3-transitiv. Da (H,x) drei Fixpunkte hat, ist N sogar 4-transitiv.

Dann ist aber (1,2)(3,5) € N und die Behauptung folgt wie zu Beginn des Beweises. O

Beispiel A.5. Sei G := Aff(3,2) < Ss. Dann ist der Stabilisator Gy = GL(3,2) einfach und damit in A7
enthalten. Folglich enthélt G Elemente vom Zyklentyp (2,2). Dies zeigt, dass die Schranke n > 9 in
optimal ist.

Satz A.6. Sei G eine primitive Permutationsgruppe vom Rang 3. Dann gilt eine der folgenden Aussagen:
(i) G ist vom Typ (A) oder (F).

(1)) G < H Sy ist vom Typ (P), wobei H 2-transitiv vom Typ (F) ist.

Beweis. Wie iiblich operiere G auf 2. Nehmen wir zunéchst an, dass G einen reguldren Normalteiler N besitzt.
Dann hat der Stabilisator G, zwei Bahnen auf N \ {1}. Nach dem Satz von Cauchy ist |N| durch hochstens
zwei verschiedene Primzahlen teilbar. Nach Burnsides p®q®-Satz ist N auflésbar und G ist vom Typ (A) (vgl.
. Wir kénnen im Folgenden also annehmen, dass G keine reguldren Normalteiler besitzt. Insbesondere
ist G nicht vom Typ (V). Sei nun G < Aut(S) 1S, vom Typ (D). Sei B := Soc(G) = S*. Bekanntlich ist dann
B, =2 S eine diagonale Untergruppe. Die Nebenklassen von G, nach G werden daher durch die Elemente

o

(91,---+9k-1,1) € Bmit g; € S fiir i = 1,...,k — 1 représentiert. Sei (Z,y) € G, mit T = (z,...,x) € Aut(9)
und y € Si. Fiir g € S ist dann

Z,y)(g,1,...,1)G, = (Z,9)(g,1,. .., 1)(55,3;)_16{,J =(1,.. .,1,xgx_1,1,...,1)Gw.

Zwei Nebenklassen (g, 1,...,1)G,, und (h,1,...,1)G,, liegen also nur dann in der gleichen Bahn, falls g unter
Aut(S) zu h oder h=! konjugiert ist (im zweiten Fall muss k = 2 gelten). Nach Voraussetzung hat |S| dann aber
wieder nur zwei Primteiler und Burnsides p®q-Satz liefert einen Widerspruch.

Sei nun G < H Sy, vom Typ (P), wobei H auf A operiert. Wir benutzen die Operation von auf
AF. Sei K < G der Stabilisator von (6,...,d) € A*. Im Fall k > 3 hiitte K mindestens drei nicht-triviale Bahnen
auf A¥ reprisentiert durch (a...,a), (6,,...,a) und (6,6, q,...,a) fiir ein a € A\ {6}. Also ist k = 2. Fiir
a, € A\ {7} sind aulerdem (4, @) und (9, 5) in einer Bahn unter K. Also operiert Hs transitiv auf A\ {7} und
H ist 2-transitiv. Nach Definition ist # vom Typ (F) oder (D). Nach [Satz 5.19| muss H vom Typ (F) sein. [

Satz A.7. Fir jedes d € N gibt es nur endlich viele primitive Permutationsgruppen vom Typ (D) mit Subgrad d.
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Beweis. Sei S eine nichtabelsche einfache Gruppe und G' < Aut(S) .Sk primitiv auf  vom Typ (D) mit Subgrad
d. Es geniigt zu zeigen, dass der Grad |S|*~! durch eine Funktion in d beschrinkt ist. Wie in l&sst
sich Q durch die Elemente (g1,...,gx-1,1) € Soc(G) realisieren. Sei A eine Bahn von G, der Linge d und
(915 +y9k-1,1) € A. Fir T = (z,...,x) € Soc(G),, ist dann

(915 s -1, )Gy, = (mglafl, e EGp_1x Y, 1)G..

Also besitzt S eine nichttriviale Konjugationsklasse K mit |K| < d. Da S treu auf K operiert, folgt |S| < dl. Wir
miissen nun k abschitzen. Sei N < G, der Kern der Operation auf A. Im Fall Soc(G),, < N wire g; € Z(S) =1
firi=1,...,k— 1. Da Soc(G),, 4G, einfach ist, gilt also Soc(G),, N N = 1. Insbesondere ist jedes Elemente
von N mit jedem Element von Soc(G),, vertauschbar.

Nach Definition vom Typ (D) und [Satz 1.19| operiert G, primitiv auf den k Faktoren von Soc(G). Der Kern

dieser Operation ist Aut(S) N G,. Nach dem eben Gezeigten operiert N also treu auf den k& Faktoren. Wir
konnen also N < S annehmen. Als Normalteiler einer primitiven Gruppe ist N transitiv. Sei 1 <i < k—1
beliebig und I' := {j : h; = h; V(h1,...,hz—1,1) € A}. Da G, primitiv ist, folgt I' = {i}. Dies zeigt, dass N
sogar reguldr auf den k Faktoren von Soc(G) operiert. Fiir jedes h = (hy,...,hg—1,1) € A und = € N gilt
(h1y o hi—1,1)Gy = (hy-1q, ..., ho1, )Gy, (setze hy, = 1). Also ist die Abbildung ¢p : N = S, z +— hi_lhfli
unabhéngig von ¢. Fiir z,y € N gilt

on(y) = hi thy-1o-1; = b he- B2 hy-ian, = on(@)en(y),

d.h. @, ist ein Homomorphismus. Sei x € [, Ker(y). Fiir Indizes 7 # j existiert wie oben gezeigt stets ein h €
A mit h; # h;. Folglich ist “i # j und & = 1. Daher ist der kanonische Homomorphismus N — [, cA N/ Ker (o)
injektiv und k = |[N| < |S]¢ < d!4. O

Satz A.8 (MAILLET). Sei G < S, 2-transitiv mit alternierendem Sockel. Dann gilt eine der folgenden Aussagen:
(i) n>5 und G € {A,, Sn}.

(i) n =106 und G € {As, S5}.

(#1i) n =10 und Ag < G < Aut(A4g).

(iv) n =15 und G € {A7, As}.

Beweis. Zur besseren Unterscheidung der Mengen nehmen wir an, dass G 2-transitiv auf Q operiert (|| = n). Sei
Soc(G) = A mit k > 5. O.B.d. A. sei k < n. Nehmen wir zunéichst k # 6 an. Nach [Satz 5.13|ist G € {Ag, Sk}

Fall 1: G = S;.

Nach gibt es fiir G, drei Félle. Ist Q die Menge der I-elementigen Teilmengen von {1, ..., k} fiir
2 <1< 3, so wire die Operation nicht 2-transitiv. Sei nun 2 die Menge der Partitionen von {1,...,k} mit [ > 2
gleichgrofen Teilen. Sei zundchst [ > 3 und sei w € Q) fest. Dann gibt es «, 8 € Q, sodass @ und w (bzw. 8 und
w) genau eine (bzw. keine) Menge gemeinsam haben. Offenbar kénnen dann o und S nicht in der gleichen Bahn
unter G,, liegen. Also ist | = 2 und damit k > 8. Wir kénnen w = {{1,..., £}, {4 + 1,...,k}} wiihlen. Offenbar
sind dann

{{1727"'7§717k}7{§+17"'7k717g}}7
{1,2,..., 5 —2k— 1k} {E+1,.. . k—2,5 - 1,5}}

nicht in der gleichen Bahn unter G,,. Es verbleibt daher nur die Moglichkeit, dass G, primitiv auf {1,..., k}
operiert. Nach [Satz 6.14]ist dann n > L%J' Sei 2 :=(1,2) € G und sei w € Q mit z ¢ G,,. Da G,, transitiv auf

0\ {w} operiert, hat « mindestens n — 1 Konjugierte unter G,,. Andererseits ist |G : Cg(z)| = (g) Dies zeigt

Wir zeigen durch Induktion nach k, dass dies fiir £ > 9 falsch ist. Dafiir brauchen wir nur die geraden k betrachten.
Offenbar ist die Ungleichung fiir ¥ = 10 nicht erfiillt. Induktion liefert

(k—2k2>!:¥(ﬁ)'> k—2k2(1+k(k2—1)) 21+(k+2)i(k_1) S1g (k+2)2(k+1).

5)"

56



Also ist k € {5,8}. Im Fall k = 8 ist |G,,| < 8- 168 nach [Beispiel 8.14 Dann ist aber n > 30 > 1+ 8- 7/2. Also
ist £ = 5. Nach ist dann |G| = 20 und n = 6, denn G, ist maximal in G. Man kann dann Q mit
der Menge der 5-Sylowgruppen von G identifizieren. Da eine feste 5-Sylowgruppe die anderen fiinf Sylowgruppen
transitiv permutiert, ist die Operation tatsichlich 2-transitiv (siehe auch .

Fall 2: G = A;.

Operiert G auf den l-elementigen Teilmengen oder auf den Partitionen von {1,...,k} mit [ gleichgrofen Teilen,
so léasst sich die Operation zu S fortsetzen. Nach Fall 1 kann dann G nicht 2-transitiv operieren. Nehmen wir
nun an, dass G, primitiv vom Grad k ist. Die Betrachtung des Elements x := (1,2,3) € G fiihrt dann zur
schwicheren Ungleichung

;{k—;lJlgnSl—l—Q(g) :1+—k(k_1?))(k_2).

Wir zeigen, dass dies fiir £ > 13 falsch ist. Es geniigt wieder die geraden k£ zu betrachten. Der Fall k = 14 ist
klar. Induktion liefert nun

1(/@—#2)! - /c+2(1Jr k(k — 1)(k—2)) S1g (k+2)k(k—1)(k—2) S14 (k+2)(k‘+1)k'
2 2 2 3 6 3

Also ist k € {12,10,9,8,7,5}. Sei k = 12. Dann ist n € {360,...,441}. Enthilt G, eine p-Sylowgruppe mit
3 <p <7, so liegt auch ein p-Zyklus in G, im Widerspruch zu Also ist 105 =357 | n. Dies liefert
n = 420. Dann ist aber n — 11 |G| und G ist nicht 2-transitiv. Sei nun k& = 10. Dann ist n € {60,...,241} und es
folgt n € {105,210}. Wieder ist n — 11 |G|. Im Fall k = 9 ist n € {60,...,169} und 15 | n. In allen Fallen ist
n — 11 |G|. Nehmen wir nun k& = 8 an. Hier ergibt sich analog n = 15. Also ist G, & Aff(3,2) nach
Wegen ist jeder Subgrad mindestens 7. Nach konnen die Subgrade nicht 7, 7 sein. Also ist
G tatséchlich 2-transitiv. Im Fall £k = 7 gibt es ebenfalls nur die Moglichkeit n = 15. Sei schliefslich £ = 5. Dann
gibt es wieder die 2-transitive Operation auf den 5-Sylowgruppen von G.

Fall 3: £k =6.

Sei zunéchst G = Ag. Die Operation auf den Partitionen von {1,...,6} mit zwei gleichgrofien Teilen hat Grad
n = 10. Nach ist diese Operation tatsdchlich 2-transitiv. Dies entspricht auch der Operation
auf den 3-Sylowgruppen von G. Ist G, hingegen primitiv, so ergibt sich nur die Mo6glichkeit n = k. Sei nun
Ag < G < Aut(4g). Dann operiert G sicher auch 2-transitiv auf den 3-Sylowgruppen von Ag. Wir miissen zeigen,
dass es keine weiteren Moglichkeiten gibt. Die einzigen weiteren Grade n mit n(n — 1) | |G| sind n € {9, 16}.
Im Fall n = 9 ist auch |4g : Ag N G| = 9. Dies widerspricht [Bemerkung 5.16} Sei also n = 16. Dann ist
|G, A6 : Ag| = |Gy 1 Gy N Ag| < 2 und G|, ist nicht maximal. O

Bemerkung A.9.

(i) Sein =6 und G = S5. Dann ist |G| = 20 und G,, ist 2-transitiv vom Grad 5 nach [Satz 7.4 Also ist G sogar
scharf 3-transitiv. Sei nun n = 10 und Ag < G < Aut(Ag). Im Fall G = Ag kann G aus Ordnungsgriinden
nicht 3-transitiv sein. Sei nun |G| = 720. Dann ist G,, der Normalisator einer 3-Sylowgruppe P von G.
Fiir § € Q\ {w} ist |Guws| = 8 und Ps = 1, d.h. P operiert regulér auf 2\ {w}. Die Operation von Gy
auf Q\ {w,d} ist also isomorph zur Operation auf P\ {1}. Da P auch eine 3-Sylowgruppe von Ag ist,
besteht P\ {1} aus vier 3-Zyklen und vier Elementen vom Zyklentyp (3,3). Wie im Beweis von
existiert ein duferer Automorphismus von Ag, der 3-Zyklen auf Elemente vom Zyklentyp (3,3) abbildet.
Fiir G # Sg ist G also scharf 3-transitiv auf ) (fiir G = Mo wissen wir das bereits). Offenbar ist auch
G = Aut(Ag) 3-transitiv vom Grad 10.

Im Fall n =15 und G € {A7, Ag} ist die Operation aus Ordnungsgriinden nicht 3-transitiv.

(ii) Man kann Ag = GL(4,2) zeigen. Die 2-transitive Operation von Ag vom Grad 15 entspricht dabei der
Operation von GL(4,2) auf F3 \ {0}.

Satz A.10 (WIELANDT). Jede %—tmnsitive Permutationsgruppe ist primitiv oder eine Frobeniusgruppe.

Beweis. Sei G < Sym(f2) 2-transitiv, aber nicht primitiv. Dann ist [Q] > 2. Sei w € Q fest, und sei Q =
A1U...UAy eine Blockzerlegung mit w € A;. Nach Voraussetzung zerfillt Q \ {w} in Bahnen der Linge m > 1
unter G,. Da G, auf A; operiert, ist [ := |A;| = 1 (mod m). Insbesondere sind m und [ teilerfremd. Sei

2<i<kund T :=sep, ©“0 = Ugeq, ?A:. Dann ist |I'| durch m und [ teilbar, also auch durch ml. Dies zeigt
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Gos N A; = {6} fiir alle § € A;. Fiir g € G5 und v € A; gilt 9y = 9(Foy N A;) = CoynNIA; = Coyn A = {7)
Es folgt Gus < Ga,. Vertauscht man die Rollen von w und 4, so ergibt sich G5 < Ga,. Fir ' € Ay \ {w}

ist also Gus < G und |Gy, : Gus| = m = |Gy @ G| Somit ist auch G5 = G. Variiert man nun
i und 0, so ergibt sich G,o < Gq = 1 fir alle « € Q\ {w}. Sei H := G, und ¢ € G\ H. Dann ist
HNngHg ' =G,NGyy, = Gu(9w) = 1. Also ist H ein Frobeniuskomplement in G. O

Satz A.11. Die Zustinde des Zauberwiirfels (Rubik’s Cube) bilden eine Permutationsgruppe G vom Grad 48
mit folgenden Figenschaften:

(Z) G < (03 i Ss) X (CQ ?Slg).
(ii) |G = 227314 .53 . 72 . 11 = 43.252.003.274.489.856.000.
(iti) |Z(G)| =

Beweis. Jede der sechs Seiten des Wiirfels besteht aus neun Einzelflichen. Die relative Position der sechs
Seitenmittelflichen zueinander veréndert sich durch Verdrehen des Wiirfels aber nicht. Man kann diese Fldchen
also fixieren (zum Beispiel: oben: weifs, vorn: rot). Somit kann man G als Permutationsgruppe auf den 6 - 8 = 48
verbleibenden Flichen realisieren. Wir werden im Folgenden Zustédnde und Zugfolgen miteinander identifizieren.
Offenbar wird G dann von den 90°-Drehungen um die sechs Seiten erzeugt. Man sieht leicht, dass man die 24
Eckflachen transitiv permutieren kann. Analog lassen sich auch die 24 Kantenflichen transitiv permutieren.
Umgekehrt ist es unméglich eine Eckfliche in eine Kantenfliche zu iiberfithren. Also hat G zwei Bahnen der
Léange 24. Die Operation auf beiden Bahnen ist imprimitiv, da die drei Fléchen einer Ecke einen Block bilden
(bzw. die zwei Fliachen einer Kante). Man beachte, dass man diese drei Flichen nur zyklisch permutieren kann.
Mit [Bemerkung 1.11und [Satz 5.15| erhdlt man einen Monomorphismus

I':G— (03 i Sg) X (CQ i 512)7 (Al)

dessen Bild wir bestimmen werden.

Wir zerlegen den Wiirfel gedanklich in 27 kleinere Wiirfel, von denen uns nur die acht Eckwiirfel £ und die 12
Kantenwiirfel K interessieren. Wir bestimmen zunéchst das Bild der transitiven Operation

¢ :G— Sym(E).

Sei z die Hintereinanderausfiihrung zweier Drehungen benachbarter Seiten um 90° im Uhrzeigersinn. Dann ist
(x) ein 5-Zyklus, denn (1,2,3,4)(2,1,5,6) = (1,5,6,3,4). Nach ist ¢ sogar primitiv, und nach [Satz 6.10)
ist Ag < ¢(G). Da eine 90°-Drehung um eine Seite einen 4-Zyklus auf F bewirkt, muss ¢ sogar surjektiv sein.

Sei nun G := Ker(¢) und

¥ Gy — Sym(K).
Wegen (1,2,3,4)(1,5,6,7) = (1,5,6,7,2,3,4) bewirkt = auf K einen 7-Zyklus. Insbesondere ist auch v(x®) ein
7-Zyklus (beachte: 2° € G1). Wihlt man fiir x andere Seiten zum Drehen, so folgt leicht, dass auch 1 surjektiv
ist. Mit [Satz 6.2| und [Satz 6.10|erhélt man A;s < ¢(Gy). Die 90°-Drehungen bewirken sowohl auf E als auch
auf K eine ungerade Permutation. Daher sind die Elemente in G; gerade Permutationen auf K. Dies zeigt

Y(G1) = Aja.

Sei nun G := Ker(¢)). Dies sind also genau die Zusténde, bei denen die 27 Einzelwiirfel an der richtigen Stelle
liegen, aber verdreht sein kénnen. Wegen ist ['(Ge) < C8 x €32 und Gy = C§ x C§ mit a < 8 und
b < 12. Wir nummerieren die Eckflichen mit FF := {1,...,24}, sodass {3k — 2,3k — 1,3k} fir k =1,...,8
eine Ecke beschreibt, wobei die drei Eckflichen im Uhrzeigersinn nummeriert werden. Hier trifft man also eine
nicht-kanonische Wahl. Dies hidngt damit zusammen, dass die Untergruppe Sg in C3 Sg nicht eindeutig ist. Sei
v:G — Sym(EF) und

8
0:G—Z/3Z, g 27(9)(316) (mod 3)
k=1
(dies beschreibt die ,Gesamt-Orientierung” der Ecken). Seien g, h € G und "™ (3k) = 3hy, — I, mit hy € {1,...,8}
und I € {0,1,2} fir £k =1,...,8. Dann ist

8 8
Zﬂgh) (3k) = 19 (Bhg —1x) =Y 19 (3hk) — Ik = 0(g) + o(h)  (mod 3),
k=1 k=1 k=1
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d.h. o ist ein Homomorphismus. Fiir eine 90°-Drehung g ist allerdings o(g) = 0. Also ist o(g) = 0 fiir alle g € G.
Es ist daher unmdglich nur eine Ecke zu verdrehen, d.h. a < 7. Wir zeigen nun a = 7.

Dafiir beobachten wir, dass = die Orientierung, aber nicht die Position einer bestimmten Ecke e verdndert.
Also verdindert auch z3° € G5 und 27 die Orientierung von e. Umgekehrt kippt 270 keine Kante. Sei I'y
die Projektion von I'(Gz) auf die erste Komponente. Wegen o(z™®) = 0 ist I';(27°) nicht konstant. Sei also
[1(z) = (ay,...,as) € (Z/3Z)® mit a; # as. Es existiert ein g € G mit ¢(g) = (1,2). Dann ist

(g9 27 ™) =Ty (920 T (27 °) = (a9, a1, a3, ...,a8) — (a1, ...,as8) = +(1,2,0,...,0).

Man sieht nun leicht: |[(gz™g~! : g € G)| = 37, d.h. a = 7 (dies entspricht dem Standard-Modul von Sg iiber F3).

Wir zeigen schliefilich b = 11. Eine 90°-Drehung bewirkt zwei 4-Zyklen, also eine gerade Permutation auf den
Kantenflichen. Es ist also unmdglich nur eine Kante zu kippen, d.h. b < 11. Sei y die Hintereinanderausfithrung
von 90°-Drehungen im Uhrzeigersinn um die folgenden Seiten: vorn, rechts, oben (in dieser Reihenfolge).

Dann ist ¢(y) = (1,2,3,4,5)(6,7) und 9 (y) = (1,...,8). Also ist y*® € G und y'?° € Ker(I';). Beobachtet man
den Verlauf einer Kante, so stellt man fest, dass y® mindestens eine Kante kippt. Umgekehrt bewegt y drei
Kanten gar nicht. Ist also I'y die Projektion von I'(Gz) auf die zweite Komponente, so ist I'a(y'2") nicht konstant.

Es folgt wie oben, dass |(gy!?°g~!: g € G)| = 2! gilt. Insgesamt ist

|G| = |G/G1]|G1/Go||T1(G2)||T2(G2)| = 8! - 12! - 37 - 210 = 43.252.003.274.489.856.000.

Sei schlieflich 1 # z € Z(G). Dann ist ¢(z) € Z(Ss) = 1 und ¢(z) € Z(A12) =1, d.h. z € G3. Aukerdem miissen
I'1(z) und I'y(z) konstant sein. Wegen o(z) = 0 ist z € Ker(I'1). Also ist z der Zustand, bei dem alle Kanten
gekippt sind. Dies ist offensichtlich auch ein zentrales Element in G. O

Bemerkung A.12. Man kann den Beweis von auch als (langwierigen) Losungsalgorithmus verwenden.
Man versucht dabei einen vorgegebenen Zustand g € G so zu manipulieren, dass er zundchst in G; und dann in
G5 liegt. Man erhilt auferdem, dass ein Element (a,0,b,7) € ((Z/3Z)® x Ss) x ((Z/2Z)'? x S12) genau dann in
G liegt, falls Z§:1 a; = Zﬁl b; = 0 und sgn(o) = sgn(r) gilt. Zerlegt man den Wiirfel in seine Einzelteile und
baut diese zuféllig wieder zusammen, so ist der Wiirfel mit einer Wahrscheinlichkeit von 11/12 = 92% nicht
mehr 16sbar. Viel schlimmer ist es jedoch, wenn man die Aufkleber entfernt und permutiert.

Satz A.13. Bis auf Symmetrie besitzt der Zauberwiirfel genau 901.083,404.981.813.616 verschiedene Zustinde.

Beweis. Sei G die Gruppe des Zauberwiirfels wie in Wir wenden mit der Symmetriegruppe

des Wiirfels W = S x Cy an. Sind zwei Symmetrien in W konjugiert, so stimmen sie in der Anzahl der Fixpunkte
auf G offenbar iiberein. Da die Rotationsgruppe S4 genau 5 Konjugationsklassen hat, besitzt W genau 10
Konjugationsklassen:

o 1 — Identitét
e d4 — 90°-Drehung um die z-Achse
e d2 — 180°-Drehung um die z-Achse

ds — 120°-Drehung um eine Raumdiagonale

do — 180°-Drehung um eine Gerade durch gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte

e s — Punktspiegelung am Mittelpunkt des Wiirfels
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e sd? — Spiegelung an der xy-Ebene
e sdy — Spiegelung diagonal durch eine Seitenmitte
e sdy, sds — Kompositionen

Realisiert man die Elemente in W als Permutationen auf den 48 Seitenflichen, so sind G und W beide in
X :=(593185s) x (C21572) enthalten (man beachte den Faktor S3). Fiir z € W ist die Anzahl der Fixpunkte also
gerade |Cg(x)|. Wir schreiben o = (2., zx) € X. Seien G, und Gy, die Bilder der entsprechenden Projektion von
G.Firz € W und g € G gilt g € Cg(x) genau dann, wenn g, € Cg, (z.) und gr € Cg, (x1). Wir konnen also
die Ecken und Kanten getrennt betrachten. Sei z. = (22, 2?) € S§ x Sg und z, = (2, 2}) € C§ x Si». Fiir die
Definition von z? und zf, muss man wieder eine nicht-kanonische Wahl treffen. Solange x fest ist, funktioniert
aber oft 22 =1 € S§ bzw. 2% =1 € C32. Fiir i € {e, k} gilt nun

9i € Ca(;) <= afal gl gl = glglafal = af(alg)(xh) ")l gl = g7 (gVx}(g!) ) glal
= algl = glal A xf(alg)(al)™h) = gP(gPad(gl) ).

7

Im Fall 29 = 1 verkiirzt sich die zweite Bedingung zu 2 ¢? = g22”. Wir machen eine Tabelle, wobei fiir 2! nur

der Zyklentyp angeben ist. Fiir die Werte von 22 in S3 benutzen wir o := (1,2, 3) und 7 := (1, 2).

[z eW [ [Wal | Te A Ty | 2} [ [Cq.(zo)l | [Cq,(z)l | [Colz)] |
1 1 1 1 1 1 8l 37 12! 21 |G|
dy 6 1 42 1 43| 42.2.3 | 4%.31.23 214 . 32
d3 3 1 24 1 26 | 24.41.3% | 26.6!.26 | 222.36.5
ds 8 | (0,0%,100) | 32 1 34 32.2.3% | 3%.41.28 26 . 310
do 6 1 24 | (=1,-1,10000) | 25 | 24.41.33 | 26.51.26 | 221.35.5
s 1 (7®) 24 1 26 | 24.41.34 | 26.61.26 | 222.37.5
sdy 6 ((®) 42 1 43 | 4%2.2.3% | 43.31.23 214 . 33
sd? 3 () 24 1 24 | 24.41.3% | 2%, (4N)2.27 | 223.37
sds 8 (o7, 7MY | (2,6) 1 62 6 - 32 62-2-22 25.3°
sdy 6 (7(®) 22 | (=1,—1,1080) | 25 | 23.41.32 | 26.51.26 | 220.3%.5

Wir erldutern beispielhaft den Fall © = sd3. Man sieht leicht, dass 22 = (1,2)(3,...,8) gilt. Da z eine
Spiegelung enthélt, wird die Orientierung aller Ecken um eine Transposition verdndert. Fiir die Ecken 3,...,8
kann man die Orientierung offenbar gleich wihlen, zum Beispiel 7. Da x? die Orientierung der ersten Ecke
immer noch verdndert, konnen die Orientierungen der ersten beiden Ecken nicht gleich sein, also zum Beispiel
28 = (o1,T,...,7). Nach der oben angegebenen Bedingung ist g¥ € Cq, (2?) = ((1,2), (3,...,8)). Nehmen wir
9¢1 =2 an. Sei g2 = (07,07, ,...,%). Dann gilt

(o7,7,...,7) (07, 0% %,...,%x) = (6,07, %,...,%)(T,07,T,...,T).

Es folgt o'7/7 = o707 = o't und o7t = 70' = o/t17. Dieser Widerspruch zeigt ¢ € ((3,...,8)). Eine
dhnliche Rechnung zeigt nun ¢¢ = (0,04, 07,077,07,079,067,077) mit 4, j € {0,1,2}. Dadurch ist automatisch
gewilhrleistet, dass die Gesamt-Orientierung der Ecken 0 ist. Es gilt also [Cg, (z.)| = 6 - 3%. Analog ist 2} =
(1,...,6)(7,...,12) und z§ = 1. Es folgt g} € Cq, (zx) = Cs1Cs und zf = ((—1),...,(=1)", (=1)7,...,(=1)9)
mit 7,5 € {0,1}. Dadurch ist auch gewéhrleistet, dass eine gerade Anzahl von Kanten gekippt wird. Also ist
|Cq, (zx)| = 62 - 2 - 22, Beachtet man nun, dass G Index 2 in G, x Gy hat, so folgt |Cq(z)| = 2° - 35.
lieft nun die gesuchte Anzahl. O

Bemerkung A.14. Man kann auch leicht mit GAP bewerkstelligen (siehe http://www.gap-system,
org/Doc/Examples/rubik.html). Hat man eine Losung fiir einen Zustand des Zauberwiirfels gefunden, so ergibt
sich daraus leicht eine Losung (der gleichen Linge) fiir alle symmetrischen Zusténde. reduziert also die
Suche nach (kurzen) Losungen ungefiihr um den Faktor 48. Eine Losung fiir g € G liefert auch eine Losung fiir
g~ ' (der gleichen Linge). Dies reduziert die Anzahl weiter ungefihr um den Faktor 2 auf 450.541.810.590.509.978.

Satz A.15. Im schlechtesten Fall benotigt man mindestens 18 Zige, um einen vorgegebenen Zustand des
Zauberwiirfels zu l6sen. Ein Zug sei hierbei eine Drehung um eine Seite um 90°, 180° oder 270°.
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Beweis. Wir zahlen wie viele Zustdnde man mit weniger als 18 Ziigen hochstens erreichen kann. Nach 0 Ziigen
hat man den Ausgangszustand. Fiir den ersten Zug gibt es z; := 3 - 6 = 18 Moglichkeiten. Im zweiten Zug macht
es keinen Sinn die gleiche Seite noch einmal zu drehen. Es gibt nun also noch 15 Moglichkeiten. Sind die ersten
beiden Drehungen um gegeniiberliegende Seiten, so spielt die Reihenfolge dieser Ziige keine Rolle. Mit zwei Ziigen
erreicht man also maximal z, := 18-15 — 9 -3 = 3% Zusténde. Sei nun n > 3. Man hat dann 12 Mdglichkeiten fiir
den n-ten Zug, falls dieser nicht um die gleiche Achse wie der (n — 1)-te Zug erfolgen soll. Dreht man jedoch um
die gleiche Achse, so sollte der (n — 1)-te Zug nicht auf der gleichen Achse wie der (n — 2)-te Zug sein. Zusétzlich
spielt dann die Reihenfolge von Zug n und Zug n — 1 keine Rolle. Dies zeigt z,, := 12z, _1 + 18z,_5. Die Losung
dieser Rekursionsgleichung ist

= +4\@(6 43y 4 2 _4\/6(6 —3v6)"

(vgl. Fibonacci-Zahlen). SchlieRlich ist

17

90 + 33 90 — 33
1+Z Z—J(G 3V6)!7T + = \[(6 3v/6)'7 ——9<43252003 274.489.856.000. O

Bemerkung A.16. Der sogenannte Superflip s € Z(G) \ {1} benotigt 20 Ziige und dies ist auch die Hochstzahl

fiir alle Zusténde, d.h. God’s Number ist 20 (siehe http://www.cube20.o0rg/). Aus mathematischer Sicht ist
dies der Durchmesser des entsprechenden Cayley-Graphen. Der Beweis erforderte erheblichen Computereinsatz.
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Standard-Kranzprodukt, [24]
Standard-Modul,
subdegree, [3]
subdirektes Produkt,
Subgrad, [43]

subnormal, [49]

Superflip,
symmetrische Gruppe, [f]

T
Tits, [I7]
transitiv, [0]
Translation,
Transposition, [f]
treu, [
twisted wreath product,

Weiss,
Wielandt, [50] [57]
Witt, [I8]

wreath product,

VA
Zassenhaus,
Zauberwiirfel, [5§|
Zentralisator, [f]
Zentrum, |§|
Zyklentyp, [
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