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Bemerkung 1. Bekanntlich existieren unendlich viele ungerade Primzahlen p, d.h. p = 1 (mod 2).
Dirichlet [4] bewies 1837, dass fiir teilerfremde natiirliche Zahlen a, d unendlich viele Primzahlen p = a
(mod d) existieren. Sein Beweis benutzt tiefliegende Eigenschaften der Riemannschen (-Funktion und
man glaubte lange, dass es keinen ,elementaren” Beweis (d.h. ohne Funktionentheorie) geben kann.
Ein solcher Beweis wurde erst 1949 von Selberg [I3] gefunden (siehe auch [2, [I5, [I7]). Da Selbergs
Beweis deutlich langer und technischer ist, verfolgen wir einen analytischen Ansatz, der mit elementaren
Eigenschaften des komplexen Logarithmus auskommt (inspiriert von Chapman [1]). Es werden lediglich
Kenntnisse der Analysis 1 im Umfang von Forsters Buch [7] bendtigt.

Definition 2. Fiir s € R mit s > 1 definieren wir die Riemannsche -Funktion

[e.9]
1
C(S) = E
n=1
Bemerkung 3. Wegen
[e.9]
1 11 - 1
n=1
konvergiert ¢(s) fiir s > 1. Fiir s = 1 erhilt man hingehen die harmonische Reihe }°° ;1 = occ.
Lemma 4. Fir s> 1 gilt =5 < ((s) < . Insbesondere ist
;;rq(s S 1)) = 1. 1)

Beweis. Fir n € N gilt % < f:“ r"dr < % (Stichwort: Treppenfunktion). Summieren iiber n

ergibt
—1_Z</ —Sdx < ((s).

Wir berechnen

00 3 ) n B ) $—s+1 n 1
/ 2 %dx = lim 2 %dx = — lim =
1 n—oo Jy n—oo §—1 11 s—1
(vgl. [7, Beispiel (20.1)]). Daraus folgt leicht die Behauptung. O



Satz 5. Sei A eine endliche abelsche Gruppe und A := Hom(A,C*). Dann gilt:

(i) Durch punktweise Multiplikation ist A eine abelsche Gruppe der Ordnung |A|, die unter komplexer
Konjugation abgeschlossen ist.

(ii) Fir B < A ist die Einschrankungsabbildung A = B ein Epimorphismus. Insbesondere besitzt
jedes A € B genau |A : B| Fortsetzungen nach A.

(iii) Fir A\, pu € A gilt die erste Orthogonalitiitsrelation

> Aa)ula) =

a€cA

|A|  falls A = p,
0  falls X # p.

(iv) Fir a,b e A gilt die zweite Orthogonalitétsrelation

> Ma)A(d) =

Aed

|A|  falls a = b,
0  fallsa #0.

Beweis.

(i) Fiir A, u € A ist Ap € A mit (A\p)(a) := Aa)u(a) fiir a € A. Offenbar wird A auf diese Wei-
se zu einer abelschen Gruppe. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen existieren
aly...,ap € Amit A = (a1) @ ... ® (ap). Sei d;j = |[(a;)] fiir i = 1,...,n. Fiir A € A gilt
a4 = (af’i) = A(1) =1, d.h. A(a;) ist eine d;-te Einheitswurzel. Insbesondere gibt es hochs-
tens d; Moglichkeiten fiir A(a;). Da A durch die Bilder von ay,...,a, cindeutig bestimmt ist,
folgt |121| < dj...d, = |A]. Jedes Element in A ldsst sich eindeutig in der Form a’fl ...ak mit

n

0<k;<d;—1fiiri=1,...,n schreiben. Sei (; € C eine d;-te Einheitswurzel. Dann definiert
)\(alfl .akn) = fl G

einen Homo;norphismus A —>A(CX. Unterschigdliche Wahlen der (; definieren verschiedenen A.
Dies zeigt |A] > |A|. Fir A € A ist auch A € A mit A(a) := A(a) fir a € A.

(ii) Die Einschrinkung I': A — B, X — A ist offenbar ein Homomorphismus. Fiir A € Ker(I")
gilt B < Ker(A). Nach dem Homomorphiesatz lasst sich A als Element von X/E auffassen.
Umgekehrt definiert jedes A € 11/73 durch a — A(aB) ein Element aus Ker(I'). Aus (i) folgt
| Ker(I')| = |Z/T3\ = |A/B|. Nach dem Homomorphiesatz ist

\F<A>r:rA:Ker<r>r:M’/%:\ =B,

d. h. T" surjektiv. Die zweite Aussage folgt, da das Urbild von A eine Nebenklasse nach Ker(T") ist.
(iii) Im Fall X\ = p ist A(a)u(a) = |A(a)|* = 1, da A(a) eine Einheitswurzel ist. Wir kénnen daher

A # p annehmen. Dann existiert ein b € A mit A(b)u(b) # 1. Aus

AORD) S Maua) = 3 Aab)u(ab) = 3 Ma)ua)

acA acA acA

folgt die Behauptung.



(iv) Da die Werte von A € A Einheitswurzeln sind, gilt A(a) = A(a™!). Wir kénnen daher b = 1
annehmen. Fiir a = 1 ist die Behauptung trivial. Sei also @ # 1 und B := (a). Nach gilt

> Ma) = 14/BI' Y wla).
Aed MEB

Sei k := |B| und ¢ € C* eine primitive k-te Einheitswurzel. Der Beweis von (i) zeigt

1-¢k
1-¢

dopla)=1+C+... +¢F 1= 0. O

,uGB
Definition 6. Im Folgenden sei stets d > 2 eine natiirliche Zahl. Eine Funktion y: Z — C heifst
Dirichlet-Charakter modulo d, falls fiir alle a,b € Z gilt
e x(a) =0 <= ggT(a,d) > 1,
e x(ab) = x(a)x(b),
e \(a+d) = x(a).
Die Menge der Dirichlet-Charaktere modulo d sei W4. Die zu x gehorige L-Reihe ist durch
o x(n)
L(s,x) ==Y

ns
n=1

fir s € R mit s > 1 definiert.

Bemerkung 7.

(i) Sei A := (Z/dZ)*. Durch Einschrinkung erhilt man einen Monomorphismus I': U; — A =
Hom(A, C*). Da sich jeder Homomorphismus A € A durch A\(n) := 0 fiir ggT(n,d) > 1 zu einem
Dirichlet-Charakter fortsetzen lasst, ist I" ein Isomorphismus. Insbesondere ist V4| = |A| = |A| =

©(d) nach

(ii) Mit x € ¥y ist auch ¥ € ¥4 nach Im Fall x = ¥ nennen wir x reell. Ggf. gilt x(Z) C
{0, £1}. Der triviale Dirichlet-Charakter yo mit den Werten 0 und 1 ist reell.

(iii) Fir x € U4 und s > 1 gilt

n

PR L)
n=1
Daher ist L(s, x) absolut konvergent.

Lemma 8 (EULER-Produkt). Fiir jeden Dirichlet-Charakter x und s > 1 gilt

TONES | P )

—S
oo L= x()p



Beweis. Sei Py == {p € P : p < N} = {p1,...,pt}. Sei Zn die Menge der natiirlichen Zahlen,
deren Primfaktoren in Py liegen. Nach dem Cauchy-Produkt fiir absolut konvergente Reihen (siehe [7,
Satz 8.3]) gilt

t k k
I 1 _Hi x(P¥) _i 3 Xt pt) x(n)
1—x(pp~ prs Pk PRy ns
pEPN i=1k=0 Pi k=0 ki+...+ke=k P1 Pt neZn

wobei die Reihenfolge der Zahlen in Zy auf Grund der absoluten Konvergenz keine Rolle spielt (siehe

[7, Satz 7.8]). Die Behauptung folgt mit N — oc. O
Beispiel 9. Offensichtlich gilt auch ((s) =[] cp ﬁ fiir s > 1. Fiir den trivialen Dirichlet-Charakter
xo0 € U4 ergibt sich
1 p®—1
L) = [T = o [T
-Pp p
peP peP
ptd pld
und @ ()
: . N P’ —
lim L(s, x0)(s — 1) = lim ((s)(s — 1) lim 4 (3)

pld

Insbesondere ist limg_1 L(s, xo) = co. Wir werden sehen, dass sich nicht-triviale Dirichlet-Charaktere
anders verhalten.

Satz 10. Fir s > 1 gilt

IT L0 =1 (4)

XEYq

Beweis. Nach (2)) gilt

1
P:= H L(S,X)ZH H T
XEV, p?gxe‘l'd X\p)p
P

eachte |(Wy| = ¢ < 00). del e die Urdnung von p + S un = e. Nac
beachte |¥ d Sei e die Ord dzZ Z/dZ)* und f d Nach

(angewendet auf (p + dZ) < (Z/dZ)*) durchlaufen die Zahlen {x(p) : x € ¥4} alle e-ten
Einheitswurzeln und jede Einheitswurzel tritt genau f-mal auf. Fiir eine primitive e-te Einheitswurzel

w e Cgilt X¢—1=T[]{_;(X —w"). Dies zeigt

1 e s f sef
H 1 _X(p)pfs = <H ps]iwk> = (psf_ 1)f > 1.
XEYy k=1
Somit ist P > 1. O
Lemma 11 (ABELsche Summation). Seien ai,...,an,b1,...,b, € C und Ay := Zle a;. Dann gilt
n n—1
> arbp = Apbn + Y Ag(by — bryr). (5)

k=1 k=1



Beweis. Induktion nach n: Fiir n =11ist ) ,_; agby = A1b1. Sei nun n > 1. Dann gilt

n n—2 n—1
D agby = Ap_abpo1+ > Ap(by = bpgr) + anbn = Y Ap(b = bpg1) + An_1bn + anby,
k=1 k=1 k=1
n—1
= Apbp + > Ap(bg — bgsa). O
k=1
Folgerung 12. Seien aj,as,... € C, sodass die Partialsummen Ay = > ._; ap beschrankt sind. Sei

b1, b2, ... € R eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert y > | anby,.

Beweis. Sei |A,| < C fir alle n € N. Fiir n < m gilt

m m—1
‘Z akbk‘ < [Apm — Ap_1|bm + Z | A — Ap_1] (b — bit1) < 2Cby,.
k=n k=n >'0

Wegen lim,,_,~ b, = 0 bilden die Partialsummen ZZZI apby eine Cauchyfolge. O

Definition 13. Stetigkeit und Differenzierbarkeit von komplexen Funktionen f: C — C definiert man
wie im Reellen:

e Wir sagen f konvergiert im Punkt z € C gegen a € C, falls
Ve>030 >0Vw e C\{z}:|z—w| <d=|f(2) —a| <e.

Ggf. schreiben wir lim,,_,, f(w) = a.

e Man nennt f stetig im Punkt z € C, falls lim,—, f(w) = f(z) gilt. Ist f in jedem Punkt des
Definitionsbereichs stetig, so heifst f stetig.

e Man nennt f differenzierbar im Punkt z € C, falls

o) e tim £ )

existiert. Ggf. nennt man f’(z) die Ableitung von f in z. Ist f in jedem Punkt des Definitions-
bereichs differenzierbar, so heif’t f differenzierbar.

Bemerkung 14. Ist f differenzierbar in z, so ist f auch stetig in z. Die liblichen Ableitungsregeln
gelten fiir komplexe Funktionen genau wie im Reellen (die Beweise in [7, Satz 15.2] iibertragen sich).
Insbesondere ist (fg)' = f'g + fg' (Produktregel) und (f o g) = (f' 0 g)¢g’ (Kettenregel) fiir differen-
zierbare Funktionen f,¢g: C — C.

Beispiel 15. Bekanntlich ist die Fzponentialfunktion
oo Zn
) x il
exp: C - C~, zHZ;)n!
n=

differenzierbar mit exp’ = exp. Fiir z € C gilt exp(z) = €*, wobei e := exp(1) =~ 2,718 die eulersche
Zahl ist. Die Einschrankung exp: R — Ry ist surjektiv und streng monoton steigend. Sie besitzt mit
dem natiirlichen Logarithmus In: Rsg — R eine differenzierbare Umkehrfunktion (siehe [7, Satz 15.3]).



Bemerkung 16. Aus dem Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen folgt

exp(z + w) = exp(z) exp(w)

fir z,w € C (siehe [7, Satz 8.4]). Induktiv erhélt man exp(z1 + ...+ 2z,) = exp(z1)...exp(z,) fir
21, .-, 2n € C. Aus der Stetigkeit von exp folgt

exp <Z ) H exp(zx) (6)

k=1

fiir jede konvergente Reihe Y 27 ; 2.
Satz 17. Sei x € ¥4\ {xo0}. Dann ist L(s, x) auf [1,00) stetig mit L(1,x) # 0.

Beweis (MONsKY [10]). Fiir n € N und s > 1 sei ay, := x(n) und by, := . Nach der ersten Orthogo-

nalitatsrelation (Satz b)) gilt
A= Z an = Z x(m)xo(n) =0

und es folgt
k

A< S m)l<d

n=d|k/d]+1
fiir alle kK € N. Der Beweis von [Folgerung 12| zeigt

Nl _2d _2d

NS_N'

)L(s, X) —

<[22 w] <

Daher konvergieren die Partialsummen von L(s, x) gleichméfig gegen L(s, x) fiir s > 1. Insbesondere
ist L(s, x) stetig auf [0, 00) nach [7, Satz 21.1].

n= 1

Nehmen wir nun L(1, x) = 0 an.

Fall 1: ¥ # x.
Fiir f: Ro1 > R, o 27! — 275 gilt
flz) <0 = sz 51 —272<0 = z> 57T = t,
wobei t = 1 fiir s = 1. Daher ist f fiir x > ¢ monoton fallendﬂ Insbesondere ist b, := f(n) = %—# eine

S
)

monoton fallende Nullfolge fiir n > t. Nach dem Mittelwertsatz, angewendet auf g: R — R, s — n~
existiert 1 < &, < s mit

In(n)

nén

b = g(1) — g(s) = ¢'(€a)(1 — 5) = (s—1)

siehe [7, Corollar 16.1, Beispiel (15.18)]). Mit b, ist auch (") eine monoton fallende Nullfolge fiir
nén

n > t. Nach konvergiert

Z “" nan

Yes gilt t = (14 (s — 1))i < e nach [7], Beispiel (15.13)]




fir alle s > 1 (die endlichen vielen Summanden n < ¢ haben keinen Einfluss auf die Konvergenz). Der
Beweis von [Folgerung 12| zeigt (wie fiir L(s, x)), dass die Partialsummen gleichméfig konvergieren und

v(s) somit stetig auf [0, co0) ist. Insgesamt ist

L(87X) = L(S7X) Zan n 1 - 3)7(8) (7)

fir s > 1.

Nach Voraussetzung gilt L(1,X) = L(1,x) = 0. Das Produkt P(s) := [[,cy, L(s, ) aus lasst
sich aufspalten in P(s) = L(s, xo0)L(s, x)L(s,X)Q(s). Die Stetigkeit von L(s,) fiir alle 1) # x¢ zeigt
lims_,1 Q(s) < oco. Nach (7)) und (3] ist andererseits

lim L(s, x0) L(s, x) L(s,X) = lim L(s, x0) (1 — ) lim (1 — 5)y(s)7(s) = 0.

Also ist auch lim,_,; P(s) = 0 im Widerspruch zu (4.

Fall2 X=X
< £=. Daher konvergiert
‘,L,TL
n=1
absolut fiir 0 < z < 1. Es gilt
1 > z"
o= 0.0 -0 = S (- 25
/(@) 1—=z (1,x) Zan 1—:L‘) 1—an
n=1
=:bp,
mit
1 1 " ke
1—z)(b, =0 = - — —
A=2)bn=bne)) = 0 = T " Tt s T i5ag 5o
1 "

nin+1) (Q+z+...+a" H(1+z+...+a")

Aus der Ungleichung zwischen arithmetischen und geometrischen Mittel folgt

1 — n n—
I x =14+xz+. +:C"1>nxi()—nx712n1:”/22nx”.
-z
Damit erhalt man b, > 0 und
1 "
1—2)(by —bpt1) > — =0,
(1 =) +1) nn+1) nn+1)a” 0
d.h. 1 =561 > by > ... > 0. Abelsche Summation ergibt
n n—1
‘Zakbk‘ < dby+dS (b — bpr) = dby = d.
k=1 k=1
Insbesondere ist f(z) beschriinkt auf [0,1). Wegen 1% = >0, 2™ gilt
N o N OO k N nLN/nJJrn
> ) (> xw)e :\Zx ]<2
n=1 n=1 Ekln \_N/nj-l—l n=1
N



Dies zeigt

o0

f@) = (3 x))a".

n=1 kln
——

=:icp

Da x reell ist, gilt x(k) € {0, £1} fiir alle £ € N. Fiir jede Primzahl p folgt ¢,r = 14+x(p)+...4+x(p)" > 0.
Mit der Primfaktorzerlegung n = pi'...p;" ergibt sich

= .. > 0.
Cn, Cp? Cp:t = 0

Wegen d > 2 besitzt d einen Primteiler p. Dann gilt ¢,r = 1 und f(z) > Y02, 2P, Folglich ist
lim, 1 f(x) = oo im Widerspruch zu Beschranktheit von f(x). O

Beispiel 18. Nach [7, Satz 22.11, Beispiel (19.25), Beispiel (23.3)] gilt

Lo =14+ i4 e —@-2@ =" (pew)
» X0) = 9 25 e — 4 - ] X0 2)s
1 1 T
L,x)=1-c+-F...=5 (X% \{xo}),
3 5 4
B0 =1- 5 =T (et {uo)
y X) = o7 125:F-~—32 X 4 \1Xoys)-
Aus der Partialbruchzerlegung des Cotangens [7, Satz 21.7(a)| mit = = % bzw. x = % folgt aufserdem
L) =143 (s - o) = Rreot(n/3) = T (e W fxo)
’ — 3n+1 3n-1 3 3V3 ’
L0 =143 (i - ) ot = ST (ve B fro)
= - = —mcot(n/6) = ——= .
X Z\6n+1 6n-1/" 6 0y/3 T e

Definition 19. Eine nichtleere Teilmenge Z C C heilst konvez, falls fiir alle x,y € Z die Verbindungs-
strecke {A\x 4+ (1 = A)y : 0 < XA < 1} zwischen x und y in Z liegt.

Lemma 20. Sei Z C C konvezx und f: Z — C differenzierbar mit f'(z) = 0 fir alle z € Z. Dann ist
f konstant.

Beweis. Seien z,y € Z. Die reelle Funktion

g:[0,1] = R, A fz+ (1 =Ny) + f(Az+ (1= N)y) =2Re(f(hz + (1= N)y))

ist wohldefiniert (da Z konvex ist) und erfiillt

G =@—-yf(Ae+0-=Ny) +@—y)fMz+(1-XNy) =0

fir alle 0 < A < 1 nach der Kettenregel. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass g konstant ist (siehe [7,
Corollar 16.3]). Insbesondere ist Re(f(z)) = 1¢(1) = 29(0) = Re(f(y)). Analog zeigt man Im(f(z)) =
Im(f(y)). Also ist f auf Z konstant. O



Bemerkung 21. Nach |7, Satz 14.9] lasst sich jedes z € C* in eindeutig Polarkoordinaten
2z =rel? = r(cos g + isin @)
mit r = |z| > 0 und —7 < ¢ < 7 schreiben. Daher ist die Einschréankung
exp: {z€C: -7 <Im(z) <7} = C~
bijektiv.
Definition 22. Der Hauptzweig des komplexen Logarithmus ist durch
log: C* — C, rel? i In(r) + ip (r>0, —-mr<¢@<m)

definiert.
Bemerkung 23. Fiir z = re'¢ € C gilt

exp(log(z)) = exp(In(r) + ip) = rel? = 2.
Andererseits ist log(exp(27i)) = log(1) = In(1) = 0 # 27i.
Lemma 24.

(i) Der komplexe Logarithmus ist auf D := C\ R<q differenzierbar mit log'(z) = 1 fir z € D.
(i) Fir = € C* mit |z| <1 gilt log(1 — z) = — >.0° | =~

Beweis.

(i) Nach [7, Beispiel (15.13)] ist In: Ryg — R differenzierbar mit In'(z) = 1/x fiir x > 0. Sei

z=re € Dmitr >0und —7 < ¢ < 7. Sei 2z 1= rrel?k € D eine Folge mit limy_,o0 21 = 2
und —7 < ¢y < 7 fiir kK € N. Dann existiert ein € > 0 mit |¢ — @x| < 27 — € fiir alle k£ € N. Wegen

k
[r =7l = |l2l = l2xl| < |z = 2 =0

gilt limy oo 1 = r. Aus

Tk 2 k—
Th 2 koo,

cos(ip — k) +isin(p — ) = P79 =
r ZE

und | — pi| < 2m — € folgt limg o v = ¢ (die Stetigkeit von arccos gilt nach [7, Satz 12.1,
Satz 14.8]). Dies zeigt

lim log(z) = lim (In(ry) +ipx) = In(r) +ip = 2,

k—o0 k—o0
d.h. log ist stetig auf D. Nehmen wir nun z, # z fiir ¥ € N an. Als Umkehrfunktion der
eingeschrinkten Exponentialfunktion ist log injektiv. Insbesondere gilt log(z;) # log(z). Dies
zeigt

lim log(z) — log(z) 1 B 1 B 1 1
k—00 z— 2k i ©eUog(z))—exp(log(zk))  exp/(log(z))  exp(log(z)) 2
fi—yo00 Tog(2)—Tog(2x)

fir alle z € D.



(ii) Nach (i) ist die Funktion f(z) := log(1 — z) auf der konvexen Menge Z := {z € C : |z| < 1}
differenzierbar mit f'(z) = —log'(1 — 2) = —

Z|z <Z’Z‘n_1_ <

konvergiert die Reihe g(z) := — 7%, £~ absolut fiir z € Z. Nach [7, Satz 21.6] gilt
oo 1
— n—1 = —_—-— = /
HEZI z T f(2).

Nach existiert eine Konstante C' mit f(z) = g(z) + C und C = f(0) —¢(0) =0. O

Bemerkung 25. Aus folgt

Iog<%) Iog<1 _Z> —log(1l —2) =log(1) —log(1l — 2) ni::lzn (9)

fir 2] < 1.

Satz 26 (DIRICHLETs Primzahlsatz). Fir alle teilerfremden Zahlen a,d € N gilt

1

g - = 00.
pE[P’p

p=a (modd)

Insbesondere existieren unendlich viele Primzahlen p = a (mod d).

Beweis. O.B.d.A. sei d > 2. Nach existiert ein ¢ > 1 mit L(s, x) # 0 fir alle y € ¥4 und
1 < s <t (beachte L(s,xo) > 1 fiir alle s > 1). Im Folgenden sei stets 1 < s < t. Fiir xy € ¥y gilt

0 k s s S 1 L
S R0 = e = S ey < M) -

peEP k=2 pE[P’ p

Nach der zweiten Orthogonalitétsrelation (Satz 5) ist

S @) - {|\pd| —p(d) fallsp=a (mod d),

vet, 0 sonst.
Dies zeigt
0 k)
1= 3 DX S S @ (W <oy Lo
XE pEP k=1 peP xevy k=2 p=a (modd)

fiir eine Konstante C' (da ¥y nach unter komplexer Konjugation abgeschlossen ist, ist f(s) € R).
Es geniigt daher limg_,; f(s) = oo zu zeigen. Wegen |x(p)p~*| < 1 gilt

exp(zz e ) (R Hexp(lOg( 1 )) ® H —

Fiir x # xo ist also limg_y Zpep e T ks) beschrankt. Wegen ggT(a,d) = 1 ist andererseits yo(a) =

1 und lim,_,; ZpE]P’ Py X,S;gs) = oo nach [Beispiel 9| Dies zeigt lim;_,1 f(s) = occ. O

I@

L(s,x).

10



Bemerkung 27.

(i)

(iii)

Seien a,d € N teilerfremd und P, := {p € P : p < n}. Man kann zeigen, dass sich die Primzahlen
wgleichméfig” auf die primen Restklassen verteilen, d. h.

lim HpeP,:p=a (mod d)}| 1

=00 Py eld)”

In der Funktionentheorie setzt man die Riemannsche ¢-Funktion zu einer holomorphen Funktion
auf C\ {1} fort. Sie besitzt dann die sogenannten trivialen Nullstellen —2k fiir & € N. Der
Gaufische Primzahlsatz
L [BalIn(n)
im ———=

n—00 n

=1

ist aquivalent zu ((s) # 0 fiir Re(s) = 1 und lésst sich daher mit Funktionentheorie beweisen
(siehe [3, 1], 16]). Auch hier gibt es ,elementare Beweise von Erdés [6], Selberg [14] und anderen
(siehe [8, 9] 12]).

Die Riemannsche Vermutung besagt, dass alle nicht-trivialen Nullstellen von ¢ den Realteil %
haben. Dies ist eines der groften ungelosten Probleme der Mathematik. Man weifs, dass es un-
endlich viele solche Nullstellen gibt. Die Nullstelle mit dem kleinsten positiven Imaginérteil ist
~ % + 14,3471i. Ein Beweis der Riemannschen Vermutung wiirde die folgende Verbesserung des
Gaufischen Primzahlsatz implizieren:

ninin/ In(n 2
n— 3 tog(y)| < YRR 5 o)
pEPy,

(siehe |5, Proposition 2.5]).
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