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Vorwort

Dieses Skript entstand aus Vorlesungen an der Technischen Universitiat Kaiserslautern (Wintersemester
2016/17) und an der Leibniz Universitiat Hannover (Wintersemester 2020/21). Diese Vorlesung richtet
sich hauptséchlich an Bachelor- und Master-Studierende der Mathematik. Es werden Kenntnisse
der Algebra 1 & 2 vorausgesetzt, wobei die wichtigsten Ergebnisse im ersten Kapitel ohne Beweise
wiederholt werden (Beweise findet man zum Beispiel in meinem |Algebra-Skript). Nachtréglich sind
einige Ergdnzungen hinzugekommen: unter anderem Sétze von Gaschiitz, Rose und Shemetkov iiber
Komplemente sowie Alperins Fusionssatz, Puigs Hyperfokalsatz und Tates Verlagerungssatz mit einem
relativ unbekannten Beweis von Brandis.

Ich danke Annika Bartelt, Luca Blaas, Jonathan Gruber, Gereon Kofimann, Julia Liebner und Scheima
Sara Obeidi fiir wertvolle Fehlerhinweise.


https://sites.google.com/view/sambale/teaching
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1 Untergruppen, Normalteiler und Faktorgruppen
Wir wiederholen in diesem Kapitel einige Ergebnisse der Algebra-Vorlesung.
Definition 1.1. Eine Gruppe G ist eine Menge zusammen mit einer Abbildung G x G — G, (x,y) — xy,
sodass folgende Eigenschaften geltenzlﬂ
o Vr,y,z € G: (xy)z = x(yz) (Assoziativitat).
e Jde e G:Vz € G:ex = ((links)neutrales Element).
o Vx e G:JyeG:yx=e ((links)inverse Elemente).
Gilt zusétzlich
o Va,y € G:xy = yx (Kommutativitit),

so nennt man G abelsch. Die Ordnung von G ist die Méchtigkeit |G|.

Bemerkung 1.2.
(i) Im Folgenden sei G stets eine Gruppe.

(ii) Aus dem Assoziativgesetz folgt induktiv, dass ein Produkt von endlich vielen Gruppenelementen
nicht von der Klammerung abhéngt (wohl aber von der Reihenfolge). Zum Beispiel gilt

((ab)e)d = (a(be))d = a((be)d) = a(b(cd)) = (ab)(cd)

fiir a,b,c,d € Gﬁ

12004 erschien eine englische Version, allerdings mit einigen Druckfehlern.

2Fin kurzes Buch mit einigen fortgeschrittenen Themen.

3Ein Klassiker mit fast 800 Seiten. Wegen Fraktursymbolen etwas schwer zu lesen.

4Anfingerfreundlich mit sehr ausfithrlichen Beweisen. Fiir meinen Geschmack zu ausfiihrlich — es bleiben keine eigenen
Aha-Effekte.

®Man kann Gruppen auch mit einem einzigen Axiom definieren, sieche [W. McCune und A. D. Sands, Computer and
Human Reasoning: Single Implicative Azioms for Groups and for Abelian Groups, Amer. Math. Monthly 103 (1996),
888-892].

5Die Anzahl der verschiedenen Klammerung von n Faktoren ist die Catalan-Zahl %(2"72).
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(iii) Fir z € G existieren y, z € G mit yx = e = zy. Es folgt

zy = e(zy) = (2y)(zy) = 2(yx)y = 2(ey) = zy = ¢

und ze = z(yz) = (zy)x = ex = x. Daher ist e auch rechtsneutral und linksinverse Elemente
sind rechtsinvers. Ist auch ¢/ € G ein neutrales Element, so gilt ¢/ = e’e = e. Also ist e
eindeutig bestimmt und wir schreiben ¢ = 1g = 1. Sei nun ¥’ € G mit y’z = e. Dann ist
vy =v'e=1'(xy) = (yr)y = ey = y. Somit hat = genau ein Inverses und wir schreiben y = z 1.
Offenbar ist (z 1)t =yt =2 =2

(iv) Achtung: Die Existenz der inversen Elemente ist nicht dquivalent zu Ve € G: Jy € G:axy =e
(rechtsinvers). Betrachte zum Beispiel G = {(§9),(§§)} bzgl. Matrizenmultiplikation. Man
muss also ,linksneutral + linksinvers oder ,rechtsneutral + rechtsinvers fordern.

(v) Fiir z,y € G ist (zvy) ' =y to L

(vi) Fir z € G und k € Z definieren wir

1g falls k =0,
2% :={ z.. .z (k Faktoren) falls k > 0,
(x=h)=k falls £ < 0.

Sicher ist dann 2™z™ = ™" und (2™)" = ™" fiir n,m € Z. Man nennt inf{n > 1: 2" = 1}
die Ordnung von x. Dabei sei inf @ = oo. Besteht G aus Potenzen von z, so heifit G zyklisch. In
diesem Fall ist G auch abelsch. Elemente der Ordnung 2 nennt man Involutionen.

Beispiel 1.3.
(i) Die triviale Gruppe G = {1}. Wir schreiben dann auch G = 1.

(ii) Die ganzen Zahlen Z bilden bzgl. Addition eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist dabei
0. Dagegen ist Z bzgl. Multiplikation keine Gruppe.

(iii) Die invertierbaren n x n-Matrizen iiber einen Korper K bilden bzgl. Matrizenmultiplikation die
allgemeine lineare Gruppe GL(n, K). Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix 1,,. Es gilt
GL(1,K) = K* = K\ {0}. Fiir n > 2 ist GL(n, K) nichtabelsch. Falls |K| = ¢ < oo, so schreiben
wir GL(n, q) := GL(n, K) (dies ist wohldefiniert, da es bis auf Isomorphie nur einen Kérper mit ¢
Elementen gibt).

(iv) Die Bijektionen einer Menge €2 bilden bzgl. Komposition von Abbildungen die symmetrische
Gruppe Sym(£2) mit neutralem Element idg. Die Elemente von Sym(2) heifen Permutationen.
Fir Q = {1,...,n} schreiben wir S,, := Sym(2). Es gilt dann |S,| = n!l.

(v) Fiir jede nichtleere Familie von Gruppen (G;)icr ist das direkte Produkt X ;.; G; eine Gruppe mit
(9i)ier(hi)ier = (gihs)ier fiir (gi)ier, (hi)ier € X,;c; Gi. Fiir I = {1,...,n} schreibt man auch
Gi1 X...xGpund G, falls G:=G1 = ... =G,

Definition 1.4. Eine nichtleere Teilmenge H C G mit zy~! € H fiir alle x,y € H heikt Untergruppe
von G. Wir schreiben dann H < G und H < G, falls H # G. Die Mengen der Form gH := {gh: h € H}
nennt man (Links)nebenklassen von H in G. Die Menge aller Linksnebenklassen ist G/H = {gH : g €
G} und |G : H| :=|G/H]| ist der Index von H in G.

Bemerkung 1.5. Man zeigt leicht, dass dann H mit der eingeschrinkten Verkniipfung ebenfalls eine
Gruppe ist. Ist G abelsch, so auch H. Ist K < H, so gilt auch K < G.



Beispiel 1.6.

(i) Jede Gruppe G besitzt die Untergruppen 1 und G. Eine Untergruppe H < G heift mazimal, falls
keine Untergruppe K mit H < K < G existiert. Analog definiert man minimale Untergruppen.

(i) Fiir H; < G ist (e, H; < G.
(iii) Fiir U C G ist

icl

{Uy:= (| H<G
UCH<G
die von U erzeugte Untergruppe. Offenbar besteht (U) aus den Elementen der Form xfl ookt
mit x1,...,2, € U (dies entspricht den Linearkombinationen in der linearen Algebra). Im Fall
(U) = G ist U ein Erzeugendensystem von G. Ist zusétzlich U = {x1,...,2,}, so schreibt man
G = (x1,...,zy) statt (U). In diesem Fall ist G endlich erzeugt. Ist |U| < 1, so ist G zyklisch. Im

Allgemeinen ist |(z)| die Ordnung von z.
(iv) Firn € Z ist nZ < Z.

(v) Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers K ist zyklisch (Algebra).
Fiir n € N besitzt K* hochstens eine Untergruppe der Ordnung n; diese besteht aus den n-ten
Einheitswurzeln.

(vi) Die spezielle lineare Gruppe ist SL(n, K) := {A € GL(n, K) : det(A) = 1} < GL(n, K).
(vii) Die alternierende Gruppe Alt(Q2) := {o € Sym(Q?) : sgn(o) = 1} < Sym(Q) fiir eine nichtleere,
endliche Menge Q. Wir setzen A,, := Alt({1,...,n}) fir n > 1.

Satz 1.7 (LAGRANGE). Fir eine Gruppe G und H < G gilt

|Gl =G : H||H].|

Insbesondere sind |H| und |G : H| Teiler von |G|, falls |G| < oo.
Beweis. Algebra. O
Definition 1.8. Fiir X,Y C Gsei XY :=={ary:r € X,y € Y}und X ' :={z7 ' : 2 € X}.

Lemma 1.9. Fir U, V,W < G gilt
(1)) UCV = |G:U|=|G:V||V:U|.
(ii) UV <G+ UV =VU.

(iii) | {UV||U 0 V| = [U||V|| (Produkitformel).

(iv) UCW = UVNW =U(VNW) (DEDEKIND-Identitdt).
(v) |G:UNV|<|G:U||G: V| (POINCARE).
(vi) Sind |G : U| und |G : V| endlich und teilerfremd, so ist |G :UNV|=|G:U||G: V| und G=UV.

Beweis. 0

Satz 1.10. Ist G endlich erzeugt und H < G mit |G : H| < oo, so ist auch H endlich erzeugt.



Beweis. Sei X = X! ein endliches Erzeugendensystem von G und R ein Reprisentantensystem fiir
G/H mit 1 € R. Fiir x € X und r € R existieren a(z,r) € H und v(x,r) € R mit ar = y(z, r)a(z,r).
Jedes Element in H hat die Form h = x1 ...z, mit x1,...,z, € X. Dabei gilt

h=x1...xpl =x1...2p_17(2n, Da(zn, 1) = 21... 2n_2y(n-1,7(2n, 1)) a(zn-1,7(xn,1))a(zn, 1)

=...=7(x1,..)a(r,...) ...z, 1).

Wegen h € H gilt dabei y(x1,...) = 1. Es folgt H = (a(z,r) : x € X,r € R). O

Bemerkung 1.11. Der obige Beweis zeigt, dass man H mit | X||G : H| Elementen erzeugen kann. Der
Satz von Reidemeister-Schreier liefert die optimale Schranke |G : H|(]X| — 1) + 1 fiir die Anzahl der
Erzeuger (ohne Beweis).

Definition 1.12. Eine Untergruppe H < G heifit Normalteiler von G, falls ghg™' € H fiir alle g € G
und h € H gilt. Man sagt auch: H ist normal in G. In diesem Fall schreiben wir H <G und H < G,
falls H < G.

Bemerkung 1.13.
(i) Genau dann ist H < G normal, wenn gH = Hg fiir alle g € G gilt.

(ii) Fir N <G wird G/N mittels (xN)(yN) := zyN fiir x,y € G zu einer Gruppe. Man nennt dann
G/N die Faktorgruppe von G nach N (obwohl ,Quotientengruppe® passender wire). Ist G abelsch,
so auch G/N. Die Gleichheit N = yN schreiben wir auch in der Form z =y (mod N).

Beispiel 1.14.

(i) Untergruppen von abelschen Gruppen sind stets normal. Insbesondere ist nZ <7 und Z/nZ ist
zyklisch der Ordnung n, falls n > 0.

(ii) Untergruppen mit Index 2 sind normal (Aufgabe 1J).

(iil) Fiir H < G ist HY := (Ugea gHg™1) der normale Abschluss von H in G. Dies ist der ,kleinste”

Normalteiler von G, der H enthilt. Analog ist Hg :=(),.» gHg ! der Kern von H in G, d.h. der
,grofte” Normalteiler von G, der in H enthalten ist.

geG

(iv) Fiir jede Familie von Normalteilern (N;);er von G ist (),c; N; QG und (N; : i € I) < G. Fiir
N, M <G ist
NM=|JaM=|J Mz=MN=(N,M)2G
TeN zeN

nach [Lemma 1.9
(v) Sz £ S3, denn (1,3)(1,2)(1,3)71 = (2,3) ¢ So.

Definition 1.15. Eine Abbildung f: G — H fiir Gruppen G und H heifst
(i) Homomorphismus, falls f(xy) = f(z)f(y) fir z,y € G gilt.

(ii) Monomorphismus, falls f ein injektiver Homomorphismus ist.

)

(iii) Epimorphismus, falls f ein surjektiver Homomorphismus ist.

(iv) Isomorphismus, falls f ein bijektiver Homomorphismus ist.
)

(v) Endomorphismus, falls f ein Homomorphismus mit G = H ist.



(vi)

Automorphismus, falls f ein bijektiver Endomorphismus ist.

Beispiel 1.16.

(1)
(i)
(i)

)

(iv

(v)

Der triviale Homomorphismus G — H, g — 1 und der triviale Automorphismus idg.
Fir H < G ist die Inklusionsabbildung H — G, h — h ein Monomorphismus.
Fiir Gruppen G, H ist die Projektion G x H — G, (g, h) — g ein Epimorphismus.

Ist f: G — H ein Homomorphismus und U < G, so ist auch die Einschrankung fj;7: K — H ein
Homomorphismus.

Fiir N <G gibt es den kanonischen Epimorphismus G — G/N, g — gN.

Bemerkung 1.17.

(i)

(iii)

Satz
(i)
(iz)

(iii)

(i)

Fiir einen Homomorphismus f: G — H gilt offenbar f(1g) = 1y und f(z7') = f(z)~! fir z € G.
Ist g: H — K ein weiterer Homomorphismus, so ist auch go f: G — K ein Homomorphismus.
FirU<GundV < Hist fU)<Hund f}(V):={z €G: f(x) e V} <G. FirU<G
ist f(U) < f(G), aber nicht unbedingt f(U) < H! Fiir V < H ist hingegen stets f~1(V) < G.|Z|
Insbesondere ist f(G) < H und Ker(f) = f~1(1) <G (Kern von f). Genau dann ist f injektiv,
wenn Ker(f) =1 gilt.

Ist f: G — H ein Isomorphismus, so auch f~': H — G. Man sagt dann G und H sind isomorph
und schreibt G =2 H. Offenbar ist die Isomorphie von Gruppen eine Aquivalenzrelation. Da
isomorphe Gruppen die gleichen Eigenschaften haben, interessiert man sich in der Regel nur fir
Gruppen bis auf Isomorphie.

Nach bilden die Automorphismen von G eine Untergruppe Aut(G) < Sym(G). Man nennt
Aut(G) die Automorphismengruppe von G. Fiir x € G ist die Abbildung f,: G — G, g +— zgz ™!
ein innerer Automorphismus von G. Wegen fyo fy = fo, fir x,y € Gist f: G = Aut(G), z — f,
ein Homomorphismus mit Bild Inn(G) := f(G). Fir a € Aut(G) und g,z € G gilt

(a0 fooa™)(g) = alza™ (g)a™") = a(z)ga(z) ™ = faw(9)-

Daher ist Inn(G) < Aut(G). Man nennt Out(G) := Aut(G)/Inn(G) die duflere Automorphismen-
gruppe von G.

1.18.

(Homomorphiesatz) Fiir einen Homomorphismus f: G — H gilt ‘ G/Ker(f) = f(G)‘

(Korrespondenzsatz) Fir N <G induziert der kanonische Epimorphismus G — G /N eine Bijektion

zwischen der Menge der Untergruppen H < G mit N < H und der Menge der Untergruppen von
G/N.

(1. Isomorphiesatz) Fir H < G und N <G gilt NI HN <G, HNN < H und

|HN/N = H/(HNN).|

(2. Isomorphiesatz) Fir N <G und N < H < G ist H <G genau dann, wenn H/N I G/N.
Gegebenenfalls ist ‘ G/H = (G/N)/(H/N)‘

“In der Analysis sind Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen wieder offen, aber Bilder nicht unbedingt.



Beweis. Algebra. O

Definition 1.19. Eine Operation (engl. action) von G auf einer nichtleeren Menge € ist eine Abbildung
G xQ— Q, (z,w) — Tw mit folgenden Eigenschaften:

o VweN:lw=uw.

o Vz,y e G,we:"(Yw) ="w.

Man sagt dann auch G operiert auf Q oder Q ist eine G-Menge. Die Méchtigkeit || ist der Grad der
Operation. Sofern die Operation im Kontext klar ist, werden wir im Folgenden manchmal Eigenschaften
von Operationen auch den entsprechenden Gruppen zuordnen (z.B. der Grad von G).

Bemerkung 1.20.

(i)

(iii)

Operiert G auf €, so ist die Abbildung f.: Q@ — Q, w — ®w fiir x € G eine Bijektion, d.h.
fo € Sym(Q2). Auferdem ist die Abbildung f: G — Sym(f?), x — f, ein Homomorphismus.

Sei nun umgekehrt ein Homomorphismus f: G — Sym(Q2), z — f, gegeben. Dann erhélt
man durch *w := f;(w) offenbar eine Operation. Operationen sind also nichts anderes als
Homomorphismen in die symmetrische Gruppe. Die Operation heifst treu (bzw. trivial), falls
Ker(f) =1 (bzw. Ker(f) = G) gilt.

Durch
a~fie=dreG :"a=p (o, B € Q)

erhilt man eine Aquivalenzrelation auf Q. Die Aquivalenzklassen heifen Bahnen (engl. orbits).
Fiir eine Bahn A C Q ist |A| die Linge von A. Fiir w € Q sei “w die Bahn, die w enthélt. Existiert
nur eine Bahn, so ist die Operation transitiv.

Fir w € Q) ist
Gy, ={reG:"w=w} <G

der Stabilisator von w in G. Fiir g € G gilt dabei

Goy={r€G:Mw="0} ={z€G:g 'vg € Gy} =gGug".

Beispiel 1.21.

(i)

(iii)

Jede Untergruppe H < G operiert auf G durch Linksmultiplikation, d.h. *¢ := hg fiir ¢ € G,
h € H. Die Bahnen H g heifen Rechtsnebenklassen. Analog operiert H von rechts durch *g := gh™!
und man erhilt Linksnebenklassen gH. Wegen gH = (gHg !)g ist jede Linksnebenklasse auch
eine Rechtsnebenklasse, wenn auch nicht unbedingt zur gleichen Untergruppe.

Seien H, K < G. Dann operiert H x K durch %) g := hgk=! auf G. Die Bahnen haben die
Form HgK und heifen Doppelnebenklassen von G nach (H, K). Ist H (bzw. K) normal, so ist
HgK = gHK eine Linksnebenklasse (bzw. Rechtsnebenklasse). Im Allgemeinen ist |HgK| =
|H(gKg™ )| =|H : HNgKg '|K]| kein Teiler von |G|.

G operiert auf sich selbst durch Konjugation *g := xgx~" fiir z, g € G. Die Bahnen heiken dabei
Konjugationsklassen und der Stabilisator von x € G ist der Zentralisator

Ca(z) :=={g9 € G: gz =zg}.



Zwei Elemente in der gleichen Konjugationsklasse nennt man konjugiert. Der Kern der Operation
ist das Zentrum Z(G) :={x € G:Vy € G : zy = yz} von G und das Bild ist Inn(G). Nach dem
Homomorphiesatz ist

G/Z(G) 2 Inn(G) < Aut(G) < Sym(G).

(iv) Analog operiert G durch Konjugation auf der Menge der Untergruppen von G. Die Bahnen heiffen
auch hier Konjugationsklassen und der Stabilisator von H < G ist der Normalisator

Ng(H) :={x € G:xHx' = H}.

Die Bahnen der Lénge 1 entsprechen den Normalteilern. Allgemeiner operiert Ng(H) durch
Konjugation auf H mit Kern Cg(H) := [,z Ca(h). Insbesondere ist Ng(H)/Cg(H) zu einer
Untergruppe von Aut(H) isomorph.

Satz 1.22. Fir eine Operation von G auf Q und w € Q ist die Abbildung G/G,, — Cuw, 2Gy — w
wohldefiniert und bijektiv. Insbesondere ist | |G /G| = |“w|.| Ist |G| < o0, so ist also jede Bahnenlinge

ein Teiler von |G|. Ist G zusdtzlich transitiv, so ist |Q| ein Teiler von |G|.

Beweis. Wohldefiniertheit und Injektivitét:

1 -1

! Tw=w<<=w=Y" *w)="%w.

2G, =yYGy <=y 'z € G, =Y

Die Surjektivitat ist offensichtlich. Die letzten beiden Aussagen folgen nach Lagrange. O

Bemerkung 1.23. Sind (w;);e; Reprisentanten fiir die Bahnen von G auf Q, so gilt die Bahnengleichung

Q=) [%wil =) 1G: Gu,l.

el il

Im Spezialfall der Konjugationsoperation erhélt man die Klassengleichung

Gl =Y |G : Ca(x)],

i€l

wobei (z;);es ein Repriasentantensystem fiir die Konjugationsklassen von G ist. Ist J:={i € [ : z; ¢
Z(G)}, so gilt auch

Gl = 1Z(@)| + |G : Calaj)]. (1.1)

jeJ

Satz 1.24 (FRATTINI-Argument). Gegeben sei eine Operation von G auf Q und H < G. Operiert H
transitiv auf Q, so gilt G = HG,, fir alle w € ().

Beweis. Sei g € G beliebig. Dann existiert ein A € H mit 9w = "w. Also ist h~'g € G, und
g=h(h~'g) € HG,. Umgekehrt ist sicher auch HG,, C G. O



Bemerkung 1.25. Hat jedes nicht-triviale Element in G' unendliche Ordnung, so heifst G torsionsfres.
Hat hingegen jedes Element endliche Ordnung, so ist G eine Torsionsgruppe. Sind die Ordnungen der
Elemente zusétzlich beschrankt, so ist G periodisch und

exp(G) :=min{k >1:Vz € G: 2" =1}

ist der Ezponent von . Burnside hat 1902 gefragt, ob jede endlich erzeugte periodische Gruppe
endlich ist (Burnside Problem). Man weif heute, dass dies im Allgemeinen falsch ist. Tatséchlich gibt es
unendliche Gruppen, in denen sogar jede echte Untergruppe Ordnung p hat fiir sehr grofe Primzahlen
p (Tarski-Monster). Andererseits weiff man nicht, ob jede Gruppe mit zwei Erzeugern und Exponent 5
endlich ist. GelGst ist hingegen das beschrdinkte Burnside-Problem: Fiir d,e € N gibt es nur endlich viele
endliche Gruppen mit d Erzeugern und Exponent e. Zelmanov bekam dafiir die Fields-Medaille.

2 Abelsche und auflosbare Gruppen

Lemma 2.1. Sei x € G mit n := |(x)| < co. Dann ist

n

kv —

fiir k € Z. Insbesondere ist ¥ = 1 genau dann, wenn n | k. Firy € Cg(x) mit m := |{y)| < oo und
ggT(n,m) =1 gilt [(zy)| = mn.

k
Beweis. Fiir [ := m > 1 gilt (2%)! = (2™)=Twk = 1. Also ist s := |[(z¥)| < I. Umgekehrt ist
x* = 1. Division mit Rest liefert a € Z und 0 < r < n mit ks = an + r. Es folgt

"= a;r(xn)a — xanJrr — mks =1

k

und 7 = 0. Also ist n | ks. Nun ist [ ein Teiler von T (k) > aber teilerfremd zu Tk

l| sund ! = s. Es folgt

. Dies zeigt
b =1 <= n=gegT(n,k) < n|k.

Sei nun y € Cg(x) wie angegeben. Wegen zy = yx ist (zy)™" = (™)™ (y™)" = 1 also s := |(zy)| < mn.
Nach dem euklidischen Algorithmus existieren a,b € Z mit an + bm = 1. Es gilt dann

T = xan+bm — xanxbm — Ibm — Ibmybm — (xy)bm c <$y>

Lagrange zeigt n = |[(x)| | s und analog m = |(y)| | s. Wegen ggT(n,m) = 1 ist auch nm | s und
5§ = mn. Ul

Definition 2.2. Wir bezeichnen eine zyklische Gruppe der Ordnung n € NU {oo} mit C,,.

Bemerkung 2.3.

(i) Fiir G = {g) & C,, ist die Abbildung Z — G, i — g¢' ein Epimorphismus mit Kern nZ nach
Lemma 2.1} Dies zeigt C), = Z/nZ und Cy, = Z.

(ii) Aus folgt Cp, x Cyy = Cm, falls ggT(n,m) = 1 (Chinesischer Restsatz).
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Satz 2.4. Sein € N.

(i) Fir jedes d | n besitzt C,, genau eine Untergruppe (bzw. Faktorgruppe) der Ordnung d. Diese ist
zu Cy isomorph.

(ii) Aut(Cy,) = (Z/nZ)*. Insbesondere ist Aut(Cy,) abelsch der Ordnung ¢(n) (eulersche p-Funktion).

Beweis. Sei (x) = Cp,.

(i) Fiir d | n ist (z™/%) eine Untergruppe der Ordnung d nach Sei umgekehrt H < (x) mit
d = |H| | n. Nach Lagrange gilt eIl = (xH)@/H = H und 2"/¢ € H. Dies zeigt H = (z/%).
Wegen (z)/H = (xH) = C,, 4 ist auch die Behauptung iiber Faktorgruppen klar.

(ii) Fiir o € Aut((z)) ist a(z) = z° mit i € Z. Im Fall ggT(n,i) > 1 wire (z') < (z) nach [Lemma 2.1|
Man erhélt somit eine Abbildung ®: Aut((x)) — (Z/nZ)*, a +— i+ nZ. Fir g € Aut((z)) mit
B(x) = 27 gilt a(B(z)) = a(2x’) = a(z)! = 2. Dies zeigt, dass ® ein Homomorphismus ist. Gilt
i+nZ =1+nZ, soist a(x) = ' = x und a = 1. Also ist ® injektiv. Hat man umgekehrt
i +nZ € (Z/nZ)* gegeben, so sieht man leicht, dass die Abbildung = + z° ein Automorphismus
von (x) induziert. Also ist ® ein Isomorphismus. O

Lemma 2.5. Fir NNM G mit NN M =1 gilt xy = yx fir alle x € N und y € M. Dies gilt
insbesondere, wenn ggT(|N|,|M|) = 1.
Beweis. Fir x € N und y € M gilt

EN
—_———
zyrz tyTle NN M =1,
~———

eM

d.h. xy = yx. Nach Lagrange ist |N N M| ein Teiler von ggT (| V|, |M]). Daher folgt die zweite Aussage

aus der ersten. O
Definition 2.6. Man nennt G eine direkte Summe von Normalteilern Ny, ..., Ny < G, falls folgende
Aussagen gelten:

e G=N;...Ng.

e NNANy...N;_1=1firi=2,...,k.

Wir schreiben in diesem Fall G = Nj & ... @ Ng. Lésst sich G # 1 nicht als direkte Summe von echten
Untergruppen schreiben, so nennt man G unzerlegbar.

Lemma 2.7. Es gilt G:=N1® ... Ny =2 Ny X ... X Np.

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildung

F:le...XNk%G,

(xl,...,xk)»%xl...xk

ein Isomorphismus ist. Fiir ¢ > j gilt nach Voraussetzung N; N N; C N; N Ny...N;_; = 1.
zeigt xy = yx fir x € N; und y € Nj. Seien nun x;,y; € N; fir ¢ = 1,..., k. Dann gilt

F(xi,...,26)F(y1, .-, Yk) =21 ... Tyt - .- Yk = T1y122Yy2 - .- Yk = F (21, .. 20) (Y1, - - Uk))-
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Also ist F' ein Homomorphismus. Wegen G = Nj ... Ny ist F' surjektiv. Sei (z1,...,25) € Ker(F).
Angenommen es existiert 1 < [ < k mit z; # 1. Sei | maximal. Dann wére a?l_l = x1...27_1 €
NN Ny...Ni—1 =1. Also ist Ker(F') = 1 und F ist auch injektiv. O

Bemerkung 2.8.

(i) Offenbar ist G1 ® Gy = G2 ® G1. Sei nun G = G ® G2 @ G3. Dann ist sicher G1Gy = G1 & G2 4G
und G = (G1 ® G2) ® G3. Sei nun umgekehrt G = (G1 ® G2) ® G3. Dann ist G C Cg(G1G2). Dies
zeigt G1,Go <G und G = G1 @ Go ® G3. Direkte Summen sind also kommutativ und assoziativ.

(ii) Die Summanden einer direkten Summe sind in der Regel nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel
ist
((1,2)) ®((3,4)) = ((1,2)) & ((1,2)(3,4)) < Ss.
Auflerdem kann in die zweite Bedingung nicht durch N; N N; = 1 fiir ¢ # j ersetzt
werden kann (sonst wére ((1,2)) @ ((3,4)) @ ((1,2)(3,4))). Der folgende Satz zeigt, dass die

unzerlegbaren Summanden einer endlichen Gruppe bis auf Reihenfolge und Isomorphie eindeutig
bestimmt sind.

Satz 2.9 (KRULL-SCHMIDT). Sei G endlich und
G=G1¢..G;=H1¢...¢ H;
mit unzerlegbaren Gruppen Gi,...,Gs, Hy,..., Hy. Dann ezistiert fiir jedes © ein j mit
G=G19..0G1OH;®Gi11®...0Gs.

Insbesondere ist s =t und bet geeigneter Nummerierung gilt G; =2 H; firt=1,...,s.

Beweis (KurROSCH). Induktion nach |G|. O.B.d. A. sei i = 1. Sei m;: G — H; die i-te Projektion der
zweiten Zerlegung und H;; = m;(G1) < H; fir i =1,...,¢

Fall 1: Es existiert ein ¢ mit H;; < H;.

Sei H:=Hyj1 ®...® Hy < G. Wegen g =m(g)...m(g) fiir alle g € Gy gilt G; < H. Nach Dedekind
ist H=G1® (G2...GsN H). Wir zerlegen die H. j1 in unzerlegbare Faktoren. Nach Induktion existiert
ein unzerlegbarer Summand K von Hji, den man fiir Gy einsetzen kann, d.h. H = K @ (G2...Gs N H)
und KNGy ...Gs = 1. Jedes Element in K hat die Form 7;(g1) fiir ein g1 € Gy. Fiir g € Ga... G, gilt

gri(g1) = m1(g) ... m(g91) ... m(g) = m1(g) - .. mj(919) - . . 7e(g9) = 7;(g1)g-

Es folgt K < Cq(Ga...Gs). Aus |G| = |K]| ergibt sich G = K& G2 & ... & Gs. Wieder nach Dedekind
ist Hj = K ® (G2...Gs N Hj). Da H; unzerlegbar ist, muss K = Hj; = H; gelten.

Fall 2: Es gilt G=H11 D ... D Hy.

Dann ist |G1| > |mi(G1)| = |Hi| = |Hy| fiir i = 1,...,t. Betrachten wir die umgekehrte Projektion
p1: G — Gi. Angenommen es gilt p1(H;) = Gy fur ein 4. Dann ist G = H;G>...Gs und wegen
|H;| < |G1| muss die Summe direkt sein. Wir kénnen also p;(H;) < G fir i = 1,...,t voraussetzen.
Man kann nun wie im Fall 1 (nur mit umgekehrten Rollen) nacheinander die H; jeweils durch ein G;
ersetzen (die Voraussetzung pi(H;) < G1 bleibt erhalten). Die dabei benutzten G; miissen paarweise
verschieden sein, damit die Summe direkt bleibt. Damit am Ende die rechte Seite der Gleichung die
richtige Grofse hat, muss irgendwann auch G benutzt werden. Sagen wir H; wird durch G ersetzt.
Verfolgt man die Argumentation von Fall 1 bis zur Gleichung K = Hj; = Hj, so erkennt man dies nur
im Fall p1(H;) = G gelten kann. Widerspruch.
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Damit ist die erste Aussage bewiesen. Fir die zweite Behauptung beobachtet man, dass
Gi = G/Gl .. .GiflGi+1 .. .GS = Hj

gilt. Man kann nun der Reihe nach jedes G; durch ein H; ersetzen. Wie in Fall 2 erkldrt muss man dafiir
paarweise verschiedene H; benutzen. Am Ende miissen alle H; verbraucht sein, damit die Ordnung
korrekt ist. Dies zeigt s = t. O

Bemerkung 2.10. Unendliche Gruppen lassen sich nicht unbedingt als direkte Summen von unzerleg-
baren Faktoren schreiben (Aufgabe 7). Fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen existiert nach des
folgenden Satzes eine solche Zerlegung und der Satz von Krull-Schmidt bleibt richtig.

Satz 2.11 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Fir eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe G gilt:

(i) Es existieren eindeutig bestimmte Zahlen s,t >0 und 1 < dy | ... | d; mit

G=C5, xCq, x...xCy,.

(i1) Es existieren eindeutig bestimmte Primzahlpotenzen 1 < p{* < ... <p{* und ein s > 0 mit

~Y S
G_CooxCprlzl XX Cpar.

Beweis.

(i) Schritt 1: Existenz.

Sei z1,...,x, ein minimales Erzeugendensystem, d. h. GG lasst sich nicht durch r — 1 Elemente
erzeugen. Da G abelsch ist, kann man jedes g € G in der Form g = 27" 25? ... )" mit ny,...,n, €
Z schreiben. Eine Gleichung der Form z{'z5? ...z~ = 1 nennt man Relation. Gibt es nur die
triviale Relation mit n; = ... = n, = 0, so ist Z" — G, (n1,...,n,) — z*z5? ... 2] ein
Isomorphismus.

Nehmen wir nun an, dass auch nicht-triviale Relationen existieren. Wir wéhlen x4, ..., z, unter

allen minimalen Erzeugendensystemen so, dass eine Relation mit minimalem Exponenten d; > 0
gilt.0.B.d. A. sei mflx? c.apr=1.ImFall r = 1 ist G = Cy,. Sei also r > 1. Wir zeigen d; | na.
Division mit Rest ergibt ngo = qd; + v mit 0 < u < d;. Die Relation wird zu

di ,.qd1+u di ., .n3

1=za{2d cooxpyt = (mad) P aa® . (2.1)

L
T

. : lo—ql
Da man jedes Element ) ...z auch in der Form (zyzd)zd "zl .

i schreiben kann,

ist x12d, 29,..., 2, ebenfalls ein minimales Erzeugendensystem. Aus der Wahl von d; sowie
folgt v = 0 und damit d; | ny. Analog zeigt man dy | ns,...,d; | n,. Wir schreiben
ni = q;dy fiir i = 3,...,r. Setzt man z := z1ada? .. 2l soist z,x9,..., 2z, wieder ein minimales
Erzeugendensystem und die Relation wird zu 1 = z%. Damit hat z die Ordnung d;, denn
1=z =29, 29 mit 0 <1 < d; wiire ein Widerspruch zur Wahl vom d;. Mit H := (z) und

Gi:= (29,...,2,) gilt G = HGy. Im Fall HNG # 1 gibeesly, ..., 1, € Zmit 1 # 21 :xl;...:vff
und 0 < l; < dy. Dann ware aber zllx;b .. .x;lr = 1 ein Widerspruch zur Wahl von d;. Folglich
ist HﬁGlzlundG:H@Gl%Cdl x (71.

Nun kann man den Prozess mit G; wiederholen. Dann ist G1 =2 C7; ! oder Gy = Cy, x Go. Im
ersten Fall ist G = C7;! x Cy, und wir sind fertig. Im zweiten Fall ist G = Cy, x Cy, X Go,

/ !
wobei dsy als Exponent einer Relation yg2yg3 ...yy" = 1 mit einem minimalen Erzeugendensystem
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Y2, ..., Y von G auftritt. Jetzt ist 2,99, ..., 4, ein minimales Erzeugendensystem von G und es

gilt die Relation z% yg2yg3 Yy " — 1. Wie oben zeigt man d; | da. Man iteriert nun den Prozess
mit G2. Am Ende hat G die gewiinschte Form.

Schritt 2: Eindeutigkeit.

Sei O3, x Cgy % ... xCy, 2 G = O xCh, X...XCe, mitdy |...|d;und e |...|ey. Die Elemente
endlicher Ordnung bilden eine Untergruppe H < G mit Cy, X ... x Cy, £ H = C¢; X ... x C,,.
O.B.d. A. sei t > t'. Wir argumentieren durch Induktion nach |H|. Sei

K:={zeH: 2" =1} <H.
Dann ist K = C’él und wegen ¢’ <t folgt d; | e;. Dies zeigt auch ¢t = t/. Nun ist

Cay X ...xCay H/K 2 Ce; x...xXCes.
dy dy dq

4
Induktion liefert d; = e; fir ¢ = 1,...,¢t. Wir betrachten schliefllich
G:=G/H=C:, ~=C%.
Fiir Go = {22:2€ G} <G ist 2° = |G/Gy| =2 und s = .
(ii) Ist d = p{* ... p}* die Primfaktorzerlegung von d, so gilt Cy = Cp‘fl X.. .xC’ka nach .
Aus|(i)| erhélt man also die Zerlegung in Zyklische Gruppen von Primzahlpotenzordnung sind

unzerlegbar, da sie nur eine Untergruppe mit Primzahlordnung enthalten. Die Eindeutigkeit der
Zerlegung folgt daher aus Krull-Schmidt. O

Beispiel 2.12. Es gilt Cy X Co x Cg x C18 = Cyo X Cg’ x C3 x Cg. Andererseits ist Cy C22.

Definition 2.13.

(i) In der Situation von|Satz 2.11|bilden die Elemente endlicher Ordnung von G eine zu Cy, X ... x Cy,
isomorphe Untergruppe, die man den Torsionsteil von G nennt. Die Gruppe C3, heifit freie abelsche
Gruppe vom Rang s. Offenbar ist diese Gruppe auch torsionsfrei.

(ii) Eine endliche abelsche Gruppe G heifit elementarabelsch, falls eine Primzahl p mit P = 1 fiir alle

x € G existiert.

Bemerkung 2.14. Nach §atz 2.11)hat jede elementarabelsche Gruppe E die Form Cy fiir eine Primzahl
p und n > 0. Man kann dann E' als Vektorraum iiber F,, auffassen:

T +yi=uzy (z,y € E),
(k+pZ) -z = 2" (k+pZ € Z/pZ =TF,, x € E).
Man nennt n = dimg, £ den Rang von E. Jeder Automorphismus von E ist offenbar auch F-linear.
Dies zeigt Aut(E) = GL(n, p).
Definition 2.15.

e Eine Gruppe G # 1 heift einfach, falls 1 und G die einzigen Normalteiler von G sind (vgl.
Primzahl).

e Eine Subnormalreihe o von G ist eine Folge von Untergruppe 1 = Go JG; <... 4G = G (wir
verlangen nicht G; < G). Dabei ist k die Linge von o. Sind die Faktoren G;/G;—1 firi=1,...,k
einfach, so ist o eine Kompositionsreihe.
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e Man nennt G aufldsbar, falls eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren existiert.

Bemerkung 2.16. Jede endliche Gruppe G besitzt eine Kompositionsreihe, denn man kann die
Subnormalreihe 1 < G stets zu einer Kompositionsreihe verfeinern.

Satz 2.17 (JORDAN-HOLDER). Seien 1 = G <...4Go = G und 1 = H;<...<Hy = G Kompositionsrei-
hen einer endlichen Gruppe G. Dann ist k = [ und es existiert ein w € Sy, mit Gi—1/Gi = Hpy—1/Hyp)
firi=1,...,k. Man nennt Go/Gh1,...,Gk_1/Gy die Kompositionsfaktoren von G.

Beweis. Induktion nach |G|: O.B.d. A. sei G # 1. Im Fall G; = H; folgt die Behauptung mit Induktion.
Sei also G1 # Hi. Wegen G1, H; <G ist auch G1H; = H1G1 <G. Da G/G einfach ist, gilt G = G1 H;.
Der erste Isomorphiesatz zeigt

G/GlelGl/Glng/HlﬂGl, G/leGlHl/ngGl/GlﬂHl. (2.2)

Seil=K;<d...<d4 Ky = G1N Hy eine beliebige Kompositionsreihe. Nach Induktion sind dann die
Kompositionsreihen Gy, <... <G und K, 9... < K9 < Gy gleich lang (d. h. & = s) und ihre Faktoren
sind (bis auf die Reihenfolge) isomorph. Nun sind auch die Kompositionsreihen 1 = K <... < Ky < H;
und 1 = H; <... < H; gleich lang mit isomorphen Faktoren. Also ist K = s = [ und nach haben
die Kompositionsreihen

G
/N
H

G1 1
Go Gi1NH; H,

G <... G, ‘ ‘ ‘
K Q... 4Ky <G 4Gy,
Kp<...4 K, <9 H < H, vk Ks s
H, <...< H,

Gr—1 Ky 1 Hy_4

1
isomorphe Faktoren. O

Beispiel 2.18.
(i) Jede abelsche Gruppe G ist auflésbar mittels 1 = Go < G = G.

(ii) Sei G auflésbar und einfach. Dann ist 1 < G die einzige Subnormalreihe und G = G/1 ist abelsch.
Fir z € G\ {1} ist (x) <G, also G = (x), d.h. G ist zyklisch. Fiir jeden Teiler d von |G| existiert
nach ein Normalteiler der Ordnung d. Dies zeigt, dass |G| eine Primzahl ist. Umgekehrt
ist C), fiir jede Primzahl p einfach.

(iii) Die Gruppe S3 besitzt nur eine Kompositionsreihe 1 <1 A3 <1 S3.
(iv) Cx besitzt keine Kompositionsreihe, denn nach [(ii)| wiren die Kompositionsfaktoren endlich.

(v) Die Kompositionsfaktoren einer endlichen auflésbaren Gruppe haben Primzahlordnung.
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Bemerkung 2.19.

(i) Nach Jordan-Holder sind die einfachen Gruppen die ,Primzahlen* der endlichen Gruppentheorie.
Jede endliche einfache Gruppe gehort zu einer der folgenden Familienﬁ

Cp (p Primzahl),

A, fir n > 5 (Satz 6.38)),
e Gruppen vom ,Lie-Typ* (PSL(n,q) (Satz 10.11)), PSU(n, q) (Bemerkung 10.12)), ..., Eg(q)),

e 26 sporadische Gruppen, deren grofite die Monstergruppe ist mit ca. 105 Elementen.

Der Beweis dieser Klassifikation war mit iiber 10.000 Journalseiten von iiber 100 Mathematikern
eines der grofsten mathematischen Projekte iiberhaupt. Erst 2002 wurde die letzte bekannte(!)
Liicke im Beweis geschlossen.ﬂ

(ii) Um alle endlichen Gruppen zu klassifizieren, muss man Erweiterungen einfacher Gruppen untersu-
chen. Gibt man sich einfache Gruppen Kj, ..., K, vor, so gibt es stets eine endliche Gruppe mit
Kompositionsfaktoren K, ..., K,, ndmlich K7 x ... x K;,. Andererseits kann es nicht-isomorphe
Gruppen mit den gleichen Kompositionsfaktoren geben, zum Beispiel gibt es 49.487.367.289
Gruppen der Ordnung 2'° mit den gleichen Kompositionsfaktoren (Cy mit Vielfachheit 10). Das
Erweiterungsproblem ist im Allgemeinen noch ungeléstm

Definition 2.20. Eine Normalreihe 0 : 1 = Go I G1 < ... <G = G ist eine Subnormalreihe mit
G; 4G furi =0, ..., k. Sei zusitzlich Gy < ... < Gy. Lésst sich o nicht weiter verfeinern (d. h. zwischen
G; und G;41 liegen keine Normalteiler von G), so ist o eine Hauptreihe. Nach sind die
Faktoren einer Hauptreihe bis auf Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. Dies sind die
Hauptfaktoren von G.

Beispiel 2.21. Die Normalreihe 1 <1 V4 <1 A4 ist eine Hauptreihe von Ay, aber keine Kompositionsreihe,
da Vj = C2 nicht einfach ist.

Lemma 2.22. Sei H < G und N < G. Ist G auflisbar, so auch H. Genau dann ist G aufldsbar, wenn
N und G/N auflésbar sind.

Beweis. Sei 1 = Gg<...<G, = G mit abelschen Faktoren. Dannist 1 =GoNH <... <G, NH=H
mit

(Gz ﬂH)/(Gi_l OH) = (GZ ﬂH)/((Gz ﬂH) ﬂGi_l) = (Gz ﬂH)Gi_l/Gi_l < Gz/Gz_l

Also ist H auflésbar. Insbesondere ist auch N auflosbar. Aukerdem gilt 1 = GoN/N <... < GN/N =
G/N mit

(GlN/N)/(szlN/N) = GiN/Gile = Gi(Gile)/Gz;lN = GZ/(Gl N Gile)
= (Gi/Gi-1)/((Gi N Gi—1N)/Gi-y).

Somit ist auch G/N auflosbar.

8Die nichtabelschen einfachen Gruppen der Ordnung < 10° sind gelistet.

9 Aktueller Stand: [Solomon, The Classification of Finite Simple Groups: A Progress Report, Notices of the AMS 65
(2018), 646651, https://www.ams.org/journals/notices/201806/rnoti-p646.pdf|

0Fin , Periodensystem® der einfachen Gruppen findet man hier.
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Nehmen wir umgekehrt an, dass N und G/N auflésbar sind. Dann existieren 1 = Ny <... I N = N
und 1 = Go/N Q... < G;/N = G/N mit abelschen Faktoren. Setzt man die Reihen aneinander, so
erhélt man 1 =Ny <... I N, =Go<... 4G =G mit G;/G;—1 = (Gi/N)/(Gi-1/N). Also sind alle
Faktoren dieser Reihe abelsch und G ist auflésbar. O
Beispiel 2.23.

(i) Sind G und H auflosbar, so auch G x H.

(ii) Sind N, M QG auflsbar, so auch NM, denn NM/N = M/MNN. In einer endlichen Gruppe gibt
es daher einen eindeutig bestimmten groften auflosbaren Normalteiler, den man als aufldsbares
Radikal bezeichnet.

Definition 2.24. Eine Untergruppe H < G ist charakteristisch in G, falls o(H) = H fiir alle a €
Aut(G). Eine Gruppe G # 1 heifst charakteristisch einfach, falls 1 und G die einzigen charakteristischen
Untergruppen sind.
Beispiel 2.25.

(i) Wegen Inn(G) < Aut(G) ist jede charakteristische Untergruppe normal.

(ii) Offenbar ist Z(G) charakteristisch in G (Aufgabe 13)).

(iii) In einer zyklischen Gruppe ist nach [Satz 2.4] jede Untergruppe charakteristisch (Aufgabe 13)).

(iv) Nach [Bemerkung 2.14|ist ((1,2)) normal aber nicht charakteristisch in ((1,2), (3,4)) = C3.

Lemma 2.26. Sei H charakteristisch in N < G. Dann ist H < G. Ist zusatzlich N charakteristisch in
G, so ist H charakteristisch in G.

Beweis. Sei g € G. Dann ist N — N, 2 + gxg~! ein Automorphismus von N. Also gilt gHg~! = H.

Sei nun N charakteristisch in G und a € Aut(G). Dann ist die Einschrénkung von « auf N ein
Automorphismus von N. Daher gilt a(H) = H. O

Satz 2.27. Fine endliche Gruppe G ist genau dann charakteristisch einfach, wenn G eine direkte
Summe von isomorphen einfachen Gruppen ist.

Beweis. Sei zundchst G charakteristisch einfach. Sei N ein minimaler Normalteiler von G. Fiir a €
Aut(G) ist dann auch «(N) ein minimaler Normalteiler von G. Sei N eine moglichst grofe direkte
Summe von Untergruppen der Form o(N) (im Zweifel N = N). Nehmen wir a(N) ¢ N fiir ein
a € Aut(G) an. Wegen a(N) N N < G folgt a(N)N N = 1 aus der Minimalitit von a(N). Also
ist a(N)N = «(N) & N im Widerspruch zur Wahl von N. Dies zeigt N = (a(N) : a € Aut(G)).
Insbesondere ist N charakteristisch in G. Da G charakteristisch einfach ist, folgt G = N. Somit ist G
eine direkte Summe von Gruppen, die zu N isomorph sind. Nehmen wir nun an, dass ein Normalteiler
1 # M < N existiert. Fiir o € Aut(G) mit a(N) # N ist a(N) < C(N) € Ng(M) nach [Lemma 2.5
Dies zeigt M < N = G und die Minimalitéit von N liefert M = N. Also ist N einfach.

Sei nun G = Ny @ ... ® Ni mit isomorphen einfachen Gruppen Ni,..., Ni. Sei H # 1 charakteristisch
in G. Wir betrachten zunéchst den Fall, in dem die IV; abelsch sind. Dann ist G elementarabelsch und
Aut(G) = GL(k, p) fiir eine Primzahl p nach [Bemerkung 2.14] Aus der linearen Algebra weif man, dass
fir z,y € G\ {1} ein a € Aut(G) mit a(x) = y existiert. Dies zeigt H = G. Sei nun N; nichtabelsch
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und 1 # xy...2p € Hmit z; € N; fir i =1,...,k. O.B.d. A. sei z1 # 1. Wegen Z(N;) = 1 existiert
ein y € Ny mit z1y # yr1. Es gilt dann

1# yxlyflxl_l =y(x... xk)yfl(xl e :z:k)*l € HN N; < Ny

Da Nj einfach ist, folgt Ny < H. Fiir jede Permutation o € Sy existiert ein a € Aut(G) mit
a(N;) = Ny fiir i = 1,... k. Dies zeigt N; < H fiir i = 1,...,k, dh. H = G. Somit ist G
charakteristisch einfach. O

Satz 2.28. Hauptfaktoren sind stets charakteristisch einfach. Jeder Hauptfaktor einer endlichen aufldisba-
ren Gruppe GG ist elementarabelsch. Insbesondere ist jeder minimale Normalteiler von G elementarabelsch.

Beweis. Sei N/M ein Hauptfaktor mit N, M < G, und sei K/M charakteristisch in N/M. Nach
Lemma 2.26[ist dann K /M <G/N und K < G. Dies zeigt K € {N, M}. Also ist N/M charakteristisch
einfach. Sei nun G endlich und auflésbar. Jeder Hauptfaktor von G ist dann charakteristisch einfach und

auflosbar nach Die zweite Behauptung folgt nun aus Da man jeden minimalen

Normalteiler zu einer Hauptreihe fortsetzen kann, ist auch die dritte Behauptung klar. O
Bemerkung 2.29.

(i) Eine Normalreihe mit charakteristisch einfachen Faktoren ist nicht unbedingt eine Hauptreihe!

(ii) Besitzt G eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren, so heiftt G dberauflésbar. Nach
haben die Hauptfaktoren von G dann Primzahlordnung, falls |G| < oco. Jede iiberauflosbare
Gruppe ist offenbar auflésbar, aber die Umkehrung ist falsch (Beispiel: A4). Nach sind
endlich erzeugte abelsche Gruppen iiberauflosbar.

3 Kommutatoren und nilpotente Gruppen

Definition 3.1. Fiir 7,y € G sei [z,y] := syxz~ly~! der Kommutator von x und y. Induktiv sei
(X1, ..., xn] = [21, [T2, ..., 2y]] fir 21,...,2, € G. Fir X, Y C G sei analog

(X,Y]:=([z,y]:x € X,y eY),
[Xl,. . ,Xn] = [Xl, [XQ,,XnH

Insbesondere ist G := G := [G,G] die Kommutatorgruppe von G. Wir setzen G’ := (G') und
allgemeiner G*) := (G*=DY fiir k > 2. Auferdem sei GV := G und GI¥ := [GIF-1, @] fiir k > 2

Bemerkung 3.2.

(i) Leichte Rechnungen zeigen

[xay]_l = [y,z}, z[x’y] = [zx,zy]’

[z, y2] = [, y] - V], 2, [zy, 2] = *ly, 2][, 2].

Insbesondere ist [X,Y] = [Y, X].

"Diese Bezeichnung ist in der Literatur nicht einheitlich. Man benutzt auch G* (Verwechselung mit direktem Produkt),
K (G) oder v (G).
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(ii) Fir einen Homomorphismus f: G — H gilt f([x,y]) = [f(x), f(y)]. Insbesondere ist [X,Y]|N/N =
[XN/N,YN/N] fir N < @G. Sind X,Y normal (bzw. charakteristisch) in G, so auch [X,Y].
Insbesondere sind G*) und GI*! charakteristisch in G.

(iii) Fiir 2,y € G gilt zyG’ = yz[z~ !,y |G’ = yzG'. Also ist G/G’ abelsch. Sei nun N < G, sodass
G/N abelsch ist. Dann ist [z, y]N = zyz 'y !N =1 und [z,y] € N fiir alle x,y € G. Dies zeigt
G’ C N. Also ist G’ der kleinste Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe. Insbesondere ist G
genau dann abelsch, wenn G’ = 1 gilt.
Lemma 3.3.

(i) Fiir X,Y < G gilt [X,Y] < (X,Y).

(i) Fir k> 2 gilt G® = ([g1,....9%] : g1, ., 9x € G).

Beweis.

(i) Sicher ist [X,Y] < (X,Y). Fiir 7,2 € X und y € Y gilt *[x,y] = [z2,9][2,9]"! € [X,Y] nach
|Bemerkung 3.2 Dies zeigt X < Ng([X,Y]). Analog ist Y < Ng([Y, X]) = Ng([X,Y)).

(ii) Wir zeigen durch Induktion nach k, dass jedes Element aus G* ein Produkt von Kommutatoren

der Form [g1,...,g;] ist (d.h. man braucht keine Inversen). Der Fall £ = 2 ist klar wegen
[2,y]7" = [y,2]. Sei k > 3, z € G und y € G. Nach Induktion ist  ein Produkt von
Kommutatoren [g1,...,gx—1]. Fir x = z1z9 gilt [x129,y] = *[x2,y][z1,y] = [Pz, " y][x1, Y]
Daraus folgt leicht die Behauptung. O

Satz 3.4. Genau dann ist G auflésbar, wenn ein k € N mit G*) =1 ezistiert.

Beweis. Sei 1 =Gy ... <G = G mit abelschen Faktoren. Wir argumentieren durch Induktion nach
k. Der Fall k = 0 ist klar. Sei also k > 1. Da G/G_1 abelsch ist, gilt G’ C Gj_;. Nach Induktion

existiert ein [ € N mit GU+1) = (G')(l) c G;(Ql =1

Sei nun umgekehrt G*) = 1. Dannist 1 = G® aGg*k-D a0 ... <1G <G eine (Sub)normalreihe mit
abelschen Faktoren. Also ist G auflosbar. O

Bemerkung 3.5.

(i) Das kleinste k£ > 1 mit G®) = 1 nennt man Auflosbarkeitsstufe (engl. derived length) von G.
Im Fall G” = 1 heikt G metabelsch. Gruppen G mit G’ = G heifien perfekt. Offenbar ist jede
nichtabelsche, einfache Gruppe perfekt.

(i) Fir X,Y, Z < Ggilt [X,Y, Z] = [X, Z,Y], aber nicht unbedingt [X,Y, Z] = [Y, X, Z] (Aufgabe 23).
Das néchste Lemma gibt eine Beziehung zwischen den Kommutatoren dreier Untergruppen.

Lemma 3.6 (3-Untergruppen-Lemma). Seien X,Y,Z < G mit [X,Y,Z] =Y, Z,X] = 1. Dann ist
Z,X,Y]=1.
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Beweis. Es geniigt, [z,z,y] = 1 fiir z € Z, z € X und y € Y zu zeigen. Dafiir verifizieren wir die
Hall- Witt-Identitif™]

1 -1

syl =1 (3.1)

Bs gilt Y[z, y7 1, 2] = yxy~ !, 2]~ 2,y y !t = yoy tzyz a2y~ 27, Die linke Seite von (3.1)) ist
also

2]y, 2] Tl

Y[w,y~

1,-1_,,-1_-1 -1

yey tzyz te ey e T zyz T ez ly T e e e iy y T e ey = 1 0

=1 =1

Definition 3.7. Sei Zo(G) := 1 und Z;(G)/Z;—1(G) := Z(G/Zi—1(Q)) fiir i > 1. Existiert ein k > 0
mit Z;(G) = G, so heifst G nilpotent. Das kleinste k mit dieser Eigenschaft ist die (Nilpotenz)klasse von
G. Ggf. ist 1 = Zo(G) < ... < Zi(G) = G die obere Zentralreihe von G.

Beispiel 3.8.

(i) Abelsche Gruppen sind nilpotent mit Klasse < 1.

(ii) Nilpotente Gruppen sind auflésbar, denn die obere Zentralreihe hat abelsche Faktoren. Da
zentrale Untergruppen stets normal sind, lasst sich die obere Zentralreihe zu einer Normalreihe
mit zyklischen Faktoren verfeinern, falls G endlich ist. Endliche nilpotente Gruppen sind daher
sogar iiberauflosbar. Merke:

Primzahlordnung = zyklisch = abelsch = nilpotent = iiberauflosbar = auflésbar
Satz 3.9. Genau dann ist G # 1 nilpotent mit Klasse k, falls G > Gl =1 gilt.

Beweis. Sei G nilpotent mit Klasse k. Wir zeigen induktiv G+ C Z,_;(G) fiir 4 > 0. Dies ist klar fiir
i = 0. Sei also ¢ > 1. Nehmen wir an, dass die Behauptung fiir ¢ — 1 gilt. Dann ist

G2y (@) ) Z-i(G) = [GY, G)Z1,-i(G) [ Z4—i(G) = (G724 —i(G) | Z1-i(G), G/ Zy,—i(G))]
C [Zk—i+1(G)/2y—i(G), G| Ly—i(G)| = [L(G/Zy-i(G)), G/ Zi—i(G)] = 1,
d.h. Gt C 7, _;(@). Insbesondere ist GIFH1 C Zo(G) = 1.
Nehmen wir nun umgekehrt Gl =1 fiir ein ! > 1 an. Wir zeigen induktiv Gl C Z;i(G) fir i > 0. Da
dies fiir ¢ = 0 gilt, diirfen wir voraussetzen, dass die Behauptung fiir i — 1 > 0 stimmt. Dann ist
[GY12;_1(G)/2i-1(G), G/Zi—1(G)] =[GV, G12;1(G) /2i—1(G) = GV =Yz, _1(G)/2i-1(G) =1

und G917, (@) )Zi1(G) < Z(G/Zi_1(G)) = Zi(G)/Zi—1(G). Also ist GI—1 C Z;(G) und Z;_1(G) =
G. Dies zeigt, dass G nilpotent mit Klasse hochstens [ — 1 ist. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 3.10.

(i) Ist G nilpotent mit Klasse k, so nennt man 1 = GFH < | < GIY = G die untere Zentralreihe
von G (wie im obigen Beweis ist GIH1 C Z,_;(G)). Die untere und obere Zentralreihe sind also
zwei Normalreihen der gleichen Lénge.

(ii) Sei G nilpotent mit Klasse k und H < G sowie N < G. Dann ist HF1 < G+ = 1 und
(G/N)F+1 = GIEH1IN/N = 1. Daher sind auch H und G/N nilpotent, wobei die Klasse jeweils
durch k beschrénkt ist. Sind umgekehrt N < G und G/N nilpotent, so muss G nicht unbedingt
nilpotent sein! Ein Beispiel ist G = S3 mit N = As.

12ygl. Jacobi-Identitét fiir Lie-Algebren
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Lemma 3.11. Fiirn,m > 1 gilt [GI"], GI™)] C g+l

Beweis. Induktion nach n: Im Fall n = 1 ist [G, G™] = [GI™, G] = GI™+1). Sei also n > 2 und die
Aussage fiir n — 1 bereits bewiesen. Fiir G := G/ Gt gilt nach Induktion

g e cEat T =gt <

und [@[n_l],é[m],é] = [G[n 1 G[m+1]] - Gl 2, impliziert daher
[G[m]’G[n]]G[n+m]/G[n+m} _ [é[m],é[n}] [G[m] G, G[n 1]] 1.

Dies zeigt die Behauptung. O
Satz 3.12. Ist k die Nilpotenzklasse von G # 1, so ist die Auflosbarkeitsstufe von G hochstens logy(k)+1.

Beweis. Wir zeigen Gl C G121 durch Induktion nach i > 1. Im Fall ¢ = 1 gilt Gleichheit. Sei also i > 1
und die Behauptung fiir i — 1 bereits bewiesen. Dann ist G = [G(—D), GG—1] C [, g1 C G2
nach [Lemma 3.11| Fiir [ := |logy(k)| + 1 > logy(k + 1) ist nun GO € GI21 c g+l = 1. O

Beispiel 3.13. Es gibt metabelsche Gruppen mit beliebig hoher Nilpotenzklasse (Diedergruppen der

Form Don, siehe [Aufgabe 15]).

Satz 3.14. Sei G nilpotent, H < G und 1 # N < G. Dann ist H < Ng(H), [G,N] < N und
NNZ(G) # 1.

Beweis. Sei k> 1 minimal mit G € H. Wegen H < G ist k > 2. Es gilt [GIF-1, H] C [GF-1,G) =
GWF C H.Firz € G Uund h € Hist also zha—'h~! € H und zhz~! € H. Dies zeigt G[k 1] ¢ Ng(H).
Andererseits gilt GlF—1] ¢ H wegen der Minimalitdt von k.

Sei Ny := N und N;;; := [G,N;] < N fiir i > 1. Induktiv sieht man leicht N; C Gl Es gibt also
ein kK > 1 mit N; = 1. Insbesondere ist [G, N] = N2 < Ny, denn anderenfalls wéire N3 = [G, Na] =
[G,N] = N, Ny = N usw. Fiir die letzte Aussage wahlen wir [ > 1 maximal mit N; # 1. Dann ist
[G,Nl] = N4 =1und N QNQZ(G) O

Satz 3.15 (FITTING). Sind N und M nilpotente Normalteiler von G, so ist auch N M nilpotent. Hat
N Klasse n und M Klasse m, so hat NM héchstens Klasse n + m.

Beweis. Fiir beliebige Normalteiler XY, Z <G und z € X,y € Y und z € Z gilt

[,y2] = [, y] - Pl 2] € [X, Y][X, Z]

nach [Bemerkung 3.2/ Dies zeigt [X,YZ] C [X,Y][X, Z] C [X,Y Z] und somit [X,Y 7] = [X,Y][X, Z].
Analog ist [XY, Z] = [X, Z][Y, Z]. Daher ist (N M)+™+1] ¢in Produkt von Normalteilern der Form
(X0, Xntm] mit Xo, ..., Xptm € {N,M}. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass N mindestens
n + 1 Mal unter den X; auftritt (anderenfalls tritt M mindestens m + 1 Mal auf). Wir zeigen durch
Induktion nach n + m, dass dann [Xo, ..., Xnim] € NP gilt. Ist Xo = M, so gilt induktiv bereits
[X1,..., Xpim] € NPFU und die Behauptung folgt. Gilt hingegen Xo = N, so ist [X1,..., Xnim] C

N und [Xo, ..., Xnim] € [N, NM] = NP+ Die Behauptung folgt nun aus [Satz 3.9 O
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Definition 3.16. Die Fittinggruppe F(G) einer endlichen Gruppe G ist das Produkt aller nilpotenten
Normalteiler von G. Nach [Satz 3.15|ist F(G) der grofte nilpotente Normalteiler von G (dies entspricht
dem auflgsbaren Radikal).

Bemerkung 3.17. Offenbar ist F(G) charakteristisch in G.

Beispiel 3.18. Sei N ein minimaler Normalteiler einer endlichen auflésbaren Gruppe G. Nach [Satz 2.28
ist N (elementar)abelsch und daher nilpotent. Dies zeigt F(G) # 1. Beispielsweise ist F(S3) = As.

Satz 3.19. Ist G endlich und auflosbar, so gilt Cq(F(G)) < F(G).

Beweis. Sei C' := Cg(F(G)) < G. Wir nehmen indirekt C := C/Z(F(G)) = C/C NF(G) # 1 an.
Da C auflésbar ist, gilt N/Z(F(G)) := F(C) # 1. Dabei ist Z(F(G)) < NN Z(C) < Z(N) und
N/Z(N) = F(C)/(Z(N)/Z(F(G))) ist nilpotent. Also ist auch N nilpotent. Da Z(F(G)) charakteristisch
in F(G) ist, gilt Z(F(G)) <G nach AuRerdem ist F(C) charakteristisch in C' < G/Z(F(G)).
Dies zeigt N < G und man erhélt den Widerspruch N < F(G) N C = Z(F(Q)). O

Bemerkung 3.20. Fiir endliche, auflosbare Gruppen G gilt G/Z(F(G)) = Ng(F(G))/Cq(F(G)) <
Aut(F(G)) und G/F(G) < Out(F(G)) nach [Satz 3.19]

4 p-Gruppen und die Frattinigruppe

Bemerkung 4.1. Ab jetzt sei G stets eine endliche Gruppe. Bekanntlich existiert nicht zu jedem Teiler
d von |G| eine Untergruppe der Ordnung d (A4 hat keine Untergruppe der Ordnung 6). Ist d jedoch
eine Primzahlpotenz, so gibt es Untergruppen der Ordnung d. Diese Tatsache ist von fundamentaler
Bedeutung fiir die Gruppentheorie.

Definition 4.2. Sei 7 eine Menge von Primzahlen. Ein Element x € G heifst w-Flement, falls jeder
Primteiler von |(z)| in 7 liegt. Ist jedes Element in G ein 7-Element, so nennt man G eine - Gruppe.
Ist m = {p}, so spricht man von p-Elementen und p-Gruppen. Die Menge der Primzahlen, die nicht in
7 liegen, wird mit 7’ bezeichnet (analog p').

Satz 4.3 (SyLow). Sei |G| = p®m fiir eine Primzahl p t m. Dann gilt:

(i) G besitzt eine Untergruppe P der Ordnung p*. Man nennt P eine p-Sylowgruppe von G. Die
Menge der p-Sylowgruppen sei Syl,(G).

(ii) Jede Untergruppe der Ordnung p® von G ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.

(111) Je zwei p-Sylowgruppen von G sind konjugiert.

(iv) Fiir P € Syl,(G) gilt | |Syl,(G)| = |G : Ng(P)| =1 (mod p).
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Beweis.

(i) Induktion nach |G|: Fiir G = 1 ist P = 1 eine p-Sylowgruppe (mit a = 0). Sei also G # 1. Nehmen
wir zunéchst an, dass |Z(G)| durch p teilbar ist. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte

abelsche Gruppen existiert eine nicht-triviale p-Untergruppe Z < Z(G). Nach Induktion besitzt
G/Z eine p-Sylowgruppe P/Z. Wegen |G : P| = |G/Z : P/Z| ist dann P € Syl (G).

Sei nun |Z(G)| # 0 (mod p). Die (verfeinerte) Klassengleichung (1.1)) liefert ein z € G \ Z(G) mit
p1]G: Cg(z)]. Wegen x ¢ Z(G) ist Cg(z) < G und nach Induktion existiert P € Syl,(Cg(x)).
Offenbar ist dann auch P € Syl,(G).

(ii) Sei U < G eine p-Untergruppe. Die Bahnenlangen der Operation von U auf G/P durch Linksmul-
tiplikation (siehe sind dann Teiler von |U|, also p-Potenzen. Wegen p{m = |G : P)|
existiert ein Fixpunkt zP € G/P von U, d.h. Uz C UzP = 2P und U C xPx~!. Als Bild von P
unter einem inneren Automorphismus ist zPz~! € Syl (G).

(iii) Dies folgt aus dem Beweis von

(iv) Nach operiert G transitiv auf Syl,(G) durch Konjugation. Der Stabilisator von P ist Ng(P).
Also folgt [Syl,(G)| = |G : Ng(P)| aus Fiir die Kongruenz betrachten wir die Operation
von P auf Syl,(G) durch Konjugation. Sei @ € Syl,(G) ein Fixpunkt, d.h. P < Ng(Q). Wegen
P,Q € Syl,(Ng(Q)) existiert nach ein z € Ng(Q) mit P = xQz~! = Q. Also besitzt P genau
einen Fixpunkt auf Syl,(G) und die Bahnengleichung zeigt [Syl,(G)| =1 (mod p). O]

Folgerung 4.4 (CAUCHY). Fiir jeden Primteiler p von |G| besitzt ein Element der Ordnung p.

Beweis. Man wihle 1 # x € P € Syl,(G). Nach Lagrange ist [(z)| = p" mit n > 1. Nach
hat y := 27" € G Ordnung p. O

Beispiel 4.5.

(i) Seien p < g Primzahlen mit ¢ # 1 (mod p) (zum Beispiel pg = 15). Sei G eine Gruppe der
Ordnung pq. Nach Sylow ist |Syl,(G)| ein Teiler von pg und gleichzeitig kongruent zu 1 modulo p.
Dies zeigt [Syl,(G)| = 1 und analog [Syl (G)| = 1. Sei P € Syl,(G) und @ € Syl (G). Dann sind
P,Q <G (sogar charakteristisch) und PN @ = 1 nach Lagrange. Wegen |PQ| = |P||Q| = pq = |G|
ist G=P®Q =Cpx Cy=Cp, (alternatives Argument: Wegen |[PU Q| =p+ ¢ — 1 < pg muss
G Elemente der Ordnung pq besitzen).

(ii) In der Algebra zeigt man, dass alle Gruppen der Ordnung < 60 auflosbar sind. Ein ,schwieriger®
Fall ist |G| =30 = 2-3-5. Man kann hier induktiv annehmen, dass G einfach ist. Nach Sylow
gilt dann Syl;(G) = {P1,...,Ps}. Wegen |PyU...U Fs| =1+ 6-4 = 25 ist nur noch Platz fiir
hochstens zwei 3-Sylowgruppen. Nach Sylow folgt |Syl;(G)| = 1 im Widerspruch zur Einfachheit
von G.

Bemerkung 4.6.

(i) Nach Lagrange und Cauchy ist G genau dann eine 7-Gruppe, falls jeder Primteiler von |G| in 7
liegt. Insbesondere ist die Ordnung einer p-Gruppe eine Potenz von p. Allerdings lasst sich diese
Charakterisierung von 7-Gruppen nicht auf unendliche Gruppe ausdehnen.
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(ii) Fiir m-Normalteiler N, M < G ist auch NM < G ein m-Normalteiler, denn | N M| ’ |IN||M]|. Es
gibt also einen grofiten m-Normalteiler O (G), den man w-Kern oder m-Radikal nennt. Fiir
m = {p} schreibt man O,(G). Fir H < G ist H N O;(G) ein m-Normalteiler von H und es folgt
HNOL(G) <Ox(H).

(iii) Sind N, M < G mit m-Faktorgruppen G/N und G/M, so ist auch G/(N N M) eine 7m-Gruppe,
denn

|G/(N' N M)| = |G/N|IN/(NNM)| = |G/N|INM/M| | |G/N||G/M|.

Es gibt daher einen kleinsten Normalteiler O™ (G) mit m-Faktorgruppe G/O™(G). Man nennt O™ (QG)
das m-Residuum von G (analog OP(G)). Offenbar liegt jedes n’-Element in O™ (G). Umgekehrt
erzeugen alle 7'-Elemente von G einen Normalteiler mit w-Faktorgruppe. Dies zeigt O™ (G) =
(9 € G:gn'-Element). Fir H < G ist H/(H N O™(G)) = HO™(G)/O0™(G) < G/O™(Q) eine
m-Gruppe und es folgt O™ (H) < O™(G).

(iv) Fiir P € Syl,(G) und N I G ist p{ |[PN : P|=|N: NN P|und p{|G: PN|=|G/N : PN/N|.
Dies zeigt P N N € Syl,(N) und PN/N € Syl,(G/N).

(v) Sei N <G und P € Syl,(N). Dann operiert GG auf Syl,,(N) durch Konjugation und N operiert
transitiv. Das Frattini-Argument zeigt also G = NNg(P).

Bewes. Offenbar ist (\pegy1 (o) P ein p-Normalteiler und daher in O,(G) enthalten. Nach Sylow
existiert umgekehrt ein P € Syl (G) mit O,(G) < P. Fiir g € G ist 0,(G) = gO,(G)g~ < gPg~'. Da
alle p-Sylowgruppen konjugiert sind, folgt die erste Behauptung.

Nach [Bemerkung 4.6] wird O (G) von allen p-Elementen erzeugt. Jedes p-Element liegt in einer
p-Sylowgruppe. Dies zeigt die zweite Behauptung. O

Satz 4.8. Jede p-Gruppe ist nilpotent.

Beweis. Sei P eine p-Gruppe. Wir argumentieren durch Induktion nach |P|. Sei 0.B.d. A. P # 1.
Betrachtet man die Klassengleichung modulo p, so erhélt man |Z(P)| =0 (mod p). Insbesondere ist
Z(P) # 1. Nach Induktion ist P/Z(P) nilpotent und daher auch P. O

Bemerkung 4.9. Aus statistischer Sicht sind fast alle Gruppen p-Gruppen. Unter den Gruppen der
Ordnung < 2000 haben beispielsweise iiber 99% die Ordnung 2'° (siehe [Tabelle 1. Die Anzahl der
Gruppen der Ordnung 2'! ist unbekannt (siehe [Bemerkung 2.19)).

Satz 4.10. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) G ist nilpotent.
(2) Fir alle H < G ist H < Ng(H).
(3) Jede maximale Untergruppe von G ist normal.
(4) Fiir jede Primzahl p enthdlt G genau eine p-Sylowgruppe.

(5) G ist die direkte Summe seiner Sylowgruppen.
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Beweis.

(DF{(2)]
(2)=I3)} Trivial.

(3)F{(4)r Sei P € Syl (G). Ist Ng(P) < G, so liegt Ng(P) in einer maximalen Untergruppe H < G.
Nach |(3)|ist H < G. Aus|Bemerkung 4.6| folgt nun der Widerspruch G = HNg(P) = H.

(4)={(5)} Seien py, ..., p, die Primteiler von |G| und Syl, (G) = {P;}. Dann ist ;<G und | P ... P,| =
|P1|...|Py,|. Es folgt leicht G =P &...® P,.

(5)={(1); Nach ist jede Sylowgruppe nilpotent und daher auch G (Satz 3.15)). O

Beweis. Die rechte Seite ist ein nilpotenter Normalteiler und daher in F(G) enthalten. Nach [Satz 4.10
ist F(G) = Q1@ ... ® Q, mit Q; € Syl, (F(G)). Als einzige p;-Sylowgruppe von F(G) muss Q;
charakteristisch in F(G) sein. Nach [Lemma 2.26|ist also Q; < G und somit @Q; < O, (G). O

Definition 4.12. Die Frattinigruppe ®(G) ist der Durchschnitt aller maximalen Untergruppen von
GE Fir G =1 setzt man ®(G) = 1.

Bemerkung 4.13. Fiir G # 1 ist sicher ®(G) < G. Auberdem ist ®(G) charakteristisch in G.

Lemma 4.14. Fir H < G und N <G gilt:
(i) G=H®(G) = G=H.
(ii) N < ®(H) = N < ®(G).
(11i) ®(N) < P(G).
(iv) ®(G)N/N < ®(G/N).
(v) N < ®(G) = ®(G/N)=®(G)/N.

Bewezs.

(i) Im Fall H < G liegt H in einer maximalen Untergruppe M < G. Nach Definition ist aber auch
®(G) < M und man erhdlt den Widerspruch G = H®(G) < M.

(ii) Im Fall N ¢ ®(G) existiert eine maximale Untergruppe M < G mit N ¢ M und daher G = M N.
Nach Dedekind ist H = NMNH = N(MNH) =®(H)(MNH). Nach (i) istalso H = MNH < M
und man hat den Widerspruch N < M.

(iii) Da ®(N) charakteristisch in N ist, gilt ®(N) < G. Man kann also (ii) mit ®(N) statt N und N
statt H anwenden. Die Behauptung folgt.

(iv) Ist M/N eine maximale Untergruppe von G/N, so ist auch M maximal in G. Dies zeigt
®(G)N/N C MN/N und die Behauptung folgt.

(v) Nach (iv) missen wir nur ®(G/N) < ®(G)/N zeigen. Ist M < G maximal, soist N < &(G) < M
und M/N < G/N ist ebenfalls maximal. Dies zeigt ®(G/N) < M/N und die Behauptung
folgt. 0

13ygl. Jacobson-Radikal in der Ringtheorie
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Satz 4.15 (FRATTINI). Es gilt:
(i) ®(G) ist nilpotent.
(i) Ist G/®(G) nilpotent, so auch G.

(iii) G'NZ(G) < B(G).

Beweis.

(i) Sei P € Syl,(®(G)). Nach ist G = ®(G)Ng(P) undzeigt G = N¢g(P),
Satz 4.10

d.h. P 9 G. Dann ist auch P < ®(G) und die Behauptung folgt aus

(ii) Fiir P € Syl,(G) ist P®(G)/®(G) € Syl,(G/®(G)). Nach [Satz 4.10)ist P®(G)/®(G) I G/P(G)
und somit P®(G) I G. Wegen P € Syl (P®(G)) ist G = Ng(P)P®(G) = Ng(P)®(G) nach
|Bemerkung 4.6| [Lemma 4.14| zeigt nun G = Ng(P) und P <G. Die Behauptung folgt mit [Satz 4.10}

(iii) Ist D := G' NZ(G) ¢ ®(G), so existiert eine maximale Untergruppe M < G mit D ¢ M,
also G = DM. Wegen D < Z(G) ist M < G. Nach Cauchy muss |G/M| eine Primzahl sein.
Insbesondere ist G/M abelsch und daher D < G’ < M. Widerspruch. O

Satz 4.16 (WIELANDT). Genau dann ist G nilpotent, wenn G' < ®(G) gilt.

Beweis. Ist G nilpotent, so ist jede maximale Untergruppe M < G normal in G (Satz 4.10)). Insbesondere
ist |G/M]| eine Primzahl und G/M ist abelsch. Dies zeigt G’ < M und daher G’ < ®(G).

Sei nun umgekehrt G’ < ®(G). Dann ist G/®(G) abelsch und daher nilpotent. Die Behauptung folgt
nun aus [Satz 4,15l O

Satz 4.17. Fiir jede p-Gruppe P ist ®(P) = P'(xP : © € P). Insbesondere ist P/®(P) elementarabelsch.
Ist N <4 P mit elementarabelscher Faktorgruppe P/N, so gilt ®(P) < N. Also ist ®(P) der kleinste
Normalteiler mit elementarabelscher Faktorgruppe.

Beweis. Nach Wielandt ist P’ < ®(P). Fiir jede maximale Untergruppe M < P ist M < P und daher
|P/M| = p. Dies zeigt (zP : € P) < M und es folgt P'(zP : 2 € P) < ®(P). Sei nun N < P, sodass
P/N elementarabelsch ist. Nehmen wir ®(P) ¢ N an. Dann existiert ein « € ®(P) \ N. Insbesondere
ist 1 # N € P/N. Wie {iblich ist P/N ein Vektorraum iiber F,. Wir kénnen also N zu einer Basis
xN, x9N, ... 2, N von P/N erginzen. Offenbar ist dann

P = (z,z2,...,2,)N = ®(P)(x2,...,z,)N.
Es folgt P = (z2,...,2,)N und P/N = (x3N,...,x,.N). Dies widerspricht der Wahl von xo, ..., z,.

Also ist ®(P) < N. Offenbar ist N := P'(zP : z € P) ein Normalteiler mit elementarabelscher
Faktorgruppe. Daher gilt auch ®(P) < P'(zP : x € P). O

Satz 4.18 (BURNSIDEs Basissatz). Fir eine p-Gruppe P gilt P = (z1,...,xy,) genau dann, wenn
P/®(P) = (x1®(P),...,x,®(P)). Ist also |P/®(P)| = p", so ldsst sich P mit r Elementen erzeugen,
aber nicht mit weniger als r.
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Beweis. Es gilt
P={(x1,...,zp) <= P = (x1,...,2,)P(P) <= P/®(P) = (21P(P),...,x,P(P)).

Die zweite Aussage ergibt sich, indem man P/®(P) wieder als Vektorraum iiber F,, auffasst. O

Satz 4.19. Sei a € Aut(G) mit ggT(|(a)], |P(G)]) = 1 und a(z) = = (mod ®(G)) fir alle x € G.

Dann ist o = idg.

Beweis. Sei x1,...,z, € G ein Erzeugendensystem von G und Q := z;®(G) x ... x 2, ®(G). Nach
Voraussetzung operiert () komponentenweise auf Q. Fir w = (y1,...,yn) € Q gilt dabei G
Wiy yn)P(G) = (y1,...,yn) und (@), = 1 (Stabilisator). Die Bahnengleichung liefert nun |(«)|
1] = |®(G)|". Wegen ggT(|(a)], |®(G)]) =1 ist a =idg.

O— 1l

Bemerkung 4.20. Sei P eine p-Gruppe und « ein nicht-trivialer p’-Automorphismus von P. Dann
besagt [Satz 4.19] dass « nicht-trivial auf P/®(P) operiert. Insbesondere ist der Kern des kanonischen
Homomorphismus Aut(P) — Aut(P/®(P)) eine p-Gruppe.

Beispiel 4.21. Sei P eine nichtabelsche p-Gruppe der Ordnung p3. Dann ist 1 # P’ < ®(P) < P
und |P : ®(P)| = p? nach [Satz 4.18 Dies zeigt P’ = ®(P). Nach ist P/ < Z(P) und nach
ist P/Z(P) nicht zyklisch. Also gilt P’ = ®(P) = Z(P). Wir werden diese Gruppen spéter
vollstéindig klassifizieren ([Satz 9.9). Sei nun a € Aut(P) ein p’-Automorphismus. Nach Bemerkung 4.20]
operiert a treu auf P/®(P). Wir kénnen also a € Aut(P/®(P)) = GL(2, p) annehmen. Wegen

IGL(2,p)| = (P* = 1)(®* —p) = (p — 1)*p(p+ 1)

ist [{a)| ein Teiler von (p — 1)%(p + 1).
Satz 4.22. Seien p,q Primzahlen und n > 1. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p™q auflésbar.

Beweis. Sei G' ein minimales Gegenbeispiel. Sicher ist dann p # ¢. Sei P € Syl,(G). Im Fall P QG
wire G auflosbar, da P und G/P auflésbar sind (Lemma 2.22)). Also ist Ng(P) = P. Wir withlen
Q € Syl,(G) \ {P}, sodass |P N Q| moglichst grofs ist. Nehmen wir zunéchst P N Q = 1 an. Dann
schneiden sich je zwei p-Sylowgruppen trivial und es gibt

L+ (P - 1[G : Na(P)| = |G| —q+1

viele p-Elemente in G. Somit ist nur noch Platz fiir eine ¢-Sylowgruppe, die dann normal sein muss. Dann
wére aber G wieder auflosbar. Also ist D := PN@Q # 1. Sei N := Ng(D). Ist N in einer p-Sylowgruppe
S von G enthalten, so hat man D < Np(D) < PN S und D < No(D) < @ N S nach [Satz 4.10] Die
Wahl von P und Q liefert dann den Widerspruch P =S = Q. Also enthélt N eine ¢-Sylowgruppe T’
von G. Aus Ordnungsgriinden ist G = PT. Fiir jedes g € G existieren daher x € P und y € T < N mit
g =axy und gDg~' = zyDy 'z~ = 2Da~! < P. Folglich ist K := D¢ = (¢gDg=': g€ G) < Pund
K < G. Nach Wahl von G sind K und G/K auflésbar. Also ist auch G auflésbar. O

Lemma 4.23. Sei N <G mit nilpotenter Faktorgruppe G/N. Dann gilt:
(i) Es existiert eine nilpotente Untergruppe H < G mit G = HN.

(ii) Ist auch N nilpotent, so existiert eine nilpotente Untergruppe H mit G = HN und Ng(H) = H.
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Beweis.

(i) Ist N < ®(G), so ist H = G nilpotent nach Frattini. Sei also M < G maximal mit N ¢ M.
Dann ist G = M N und M/(M N N) = G/N ist nilpotent. Durch Induktion nach |G| kénnen wir
annehmen, dass eine nilpotente Untergruppe H < M mit M = H(M N N) existiert. Es gilt nun
G =MN=HMANN)N = HN.

(ii) Wir wihlen H wie in[(i)} sodass | H| mdglichst grof ist. Nach Dedekind ist N¢:(H) = HNNNg(H) =
HNy(G). Nach Voraussetzung sind H und Ny (H) nilpotente Normalteiler von Ng(H). Also ist
auch Ng(H) nilpotent nach Fitting. Die Maximalitét von |H| zeigt Ng(H) = H. O

Definition 4.24. Eine nilpotente Untergruppe C' < G heifst Cartergruppe von G, falls Ng(C) = C
(selbstnormalisierend).

Beispiel 4.25.
(i) In einer nilpotenten Gruppe G ist G nach [Satz 4.10| die einzige Cartergruppe.
(ii) Die 2-Sylowgruppen von Sy sind Cartergruppen.

(iii) Sei C' eine Cartergruppe von G = As. Da G keine Elemente der Ordnung 6, 10 oder 15 besitzt,
muss C eine p-Gruppe sein. Nach Sylow und ist C' sogar eine p-Sylowgruppe von G.
Die Falle p € {3,5} sind wegen |G : Ng(C)| = |G : C| # 1 (mod p) ausgeschlossen. Sei also
C = V. Dann wire aber A4 < Ng(C) = C. Somit besitzt As keine Cartergruppe. Der folgende
Satz impliziert, dass A5 nicht auflésbar ist.

Satz 4.26 (CARTER). Jede auflisbare Gruppe besitzt genau eine Cartergruppe bis auf Konjugation.

Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach |G| und wihlen einen minimalen Normalteiler N JG.

Nach [Satz 2.28|ist N eine (elementar)abelsche p-Gruppe.

Nach Induktion besitzt G/N eine Cartergruppe K/N.|Lemma 4.23|liefert eine nilpotente Untergruppe
C < K mit K =CN und Ng(C) = C. Es folgt

NG(C)N/N < NG(CN)/N = Nan(CN/N)NG(K)/N < Ne(K/N) = K/N
und Ng(C) = Ng(C) = C. Also ist C eine Cartergruppe von G.

Sei umgekehrt D < G eine Cartergruppe von G. Dann ist DN/N nilpotent und im Fall DN = G
auch selbstnormalisierend in G/N. Sei nun DN < G. Nach Induktion sind dann die Cartergruppen
von DN konjugiert. Das Frattini-Argument liefert Ng(DN) = Ng(D)N = DN. Also ist DN/N in
jedem Fall eine Cartergruppe von G/N. Nach Induktion sind CN und DN konjugiert. O.B.d. A. sei
CN = G = DN. Ist G nilpotent, so gilt C = G = D nach Sei also C, D < G. Da N abelsch
ist, gilt G = CN < Ng(C N N). Die Minimalitédt von N ergibt CN N =1 = DN N. Da G nicht
nilpotent ist, existiert ein Primteiler ¢ # p von |C| = |D|. Sei @ € Syl,(C) C Syl (G). Da C nilpotent
ist, folgt C' < Ng(Q). Im Fall Q <G ist @ < D. Als Cartergruppen von G/Q sind dann C/Q und D/Q
konjugiert nach Induktion. Sei also Ng(Q) < G. Wegen G = CN < Ng(Ny(Q)) ist Ny(Q) = 1 und
N (Q) = C. Analog existiert R € Syl (G) mit Ng(R) = D. Nach Sylow sind Q und R sowie Ng(Q)
und Ng(R) konjugiert. O

Bemerkung 4.27. Mit der Klassifikation der einfachen Gruppen hat VDOVIN bewiesen, dass jede Grup-
pe hochstens eine Cartergruppe bis auf Konjugation besitzt. Die p-Sylowgruppen einer beliebigen Gruppe
konnen also nur fiir héchstens eine Primzahl p selbstnormalisierend sein. Besitzt G selbstnormalisierende
p-Sylowgruppen fiir p > 3, so ist G auflésbar nach einem Satz von GURALNICK-MALLE-NAVARRO.
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5 Komplemente und Hallgruppen

Bemerkung 5.1. Als Verallgemeinerung von Sylow zeigen wir, dass in auflosbaren Gruppen G stets
eine Untergruppe der Ordnung d existiert, sofern d und |G|/d teilerfremd sind. Fiir iiberauflosbare
Gruppen existiert sogar fiir jeden Teiler d von |G| eine Untergruppe der Ordnung d.

Definition 5.2. Sei N < G. Eine Untergruppe H < G mit G = NH und H N N = 1 nennt man
Komplement von N in G.
Bemerkung 5.3.

(i) In diesem Kapitel interessieren wir uns nur fiir den Fall N <G. In[Abschnitt 7|suchen wir hingegen

normale Komplemente H < G.
(ii) Man beachte, dass ein Komplement im obigen Sinn kein mengentheoretisches Komplement ist!

(iii) Ist H ein Komplement von N < @G, so lasst sich jedes Element g € G eindeutig in der Form
g = xh mit x € N und h € H schreiben. Ist nimlich auch g = 2’h’ mit 2’ € N und b’ € H, so
folgt (z') 'z =hWh'e NNH =1.

(iv) Eine ezakte Folge ist eine Folge von Gruppenhomomorphismen
e G 2 Gl T G —
mit o;(G;) = Ker(a;41) fiir alle 7. Eine kurze exakte Folge hat die Form

1—s NS¢ 11

Es gilt dann N = a(N) = Ker(8) <G und G/N = G/Ker(8) = 5(G) = H (« ist injektiv und S
ist surjektiv). Die Folge zerfdllt, falls ein Homomorphismus v: H — G mit oy = idy existiert.
Ggf. ist y(H) = H mit v(H) N Ker(S) =1 und G = Ker(8)y(H).

(v) Hat N < G ein Komplement H, so erhidlt man durch Einbettung eine zerfallende exakte Folge
l1-N—=G—-H—1.

Beispiel 5.4.

(i) Sei K ein Komplement von N <G und N < H < G. Dann ist H N K ein Komplement von N in
H,denn (HNK)N=HNKN =H. Ist M <G mit M < N, so ist KM /M ein Komplement
von N/M,denn NN KM = (NN K)M = M nach Dedekind.

(ii) In einer direkten Summe N@M ist N ein Komplement von M und umgekehrt. Nach [Bemerkung 2.8
sind Komplemente also im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

(iii) In einer elementarabelschen Gruppe hat jede Untergruppe (Normalteiler) ein Komplement (lineare
Algebra).

(iv) Nach [Satz 4.10| hat jede Sylowgruppe einer nilpotenten Gruppe ein Komplement.
(v) Nach [Aufgabe 22| hat jeder vollstdndige Normalteiler ein Komplement.

(vi) S ist ein Komplement von Ag in Ss.

)
(vii)

Die Untergruppe Cz von Cy besitzt kein Komplement, denn Cy % C3.
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Satz 5.5 (ROSE). Fiir jede endliche Gruppe G sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Z(G) = 1 und Inn(G) besitzt ein Komplement in Aut(G).

(2) Ist G ein Normalteiler einer endlichen Gruppe H, so besitzt G ein Komplement in H.

Beweis.

(1)=(2): Fir N :=Cg(G)<H ist GNN =Z(G) =1 und Inn(G) = GN/N < H/N < Aut(G). Also
existiert K/N < H/N mit H = GK und GNNK = N. Esfolgt GNK < GNGNNK =GNN = 1.

(2)=(1): Angenommen |Z(G)| ist durch eine Primzahl p teilbar. Sei x € Z(G) mit Ordnung p und sei

p" die maximale Ordnung eines p-Elements in G. Sei C' = (y) = Cpn+1 und

Z = {(z 1 y")) < Z(G x C).

Wir definieren H := (G x C')/Z (ein Zentralprodukt, siche [Definition 9.14)). Offenbar ist f: G — H,
g — (g,1)Z ein Monomorphismus. Nach Voraussetzung besitzt f(G) ein Komplement K < H.

Nach Konstruktion ist [f(G), K] =1 und H = f(G) x K. Wegen |K| = |H|/|G| = p™ besitzt H
kein Element der Ordnung p"*!. Andererseits ist aber C — H, y — (1,9)Z ein Monomorphismus.
Dieser Widerspruch zeigt Z(G) = 1. Nun besitzt Inn(G) = G ein Komplement in Aut(G). O

Bemerkung 5.6. Im Folgenden betrachten wir Homomorphismen der Form G — Aut(H ), wobei G
und H Gruppen sind. Wegen Aut(H) < Sym(H) operiert dann G auf H. Fiir g € G und z,y € H gilt
dabei 9(zy) = (9z)(%y).

Lemma 5.7. Sei ¢: H — Aut(N) ein Homomorphismus fir Gruppen H, N. Dann wird G := N x H
mattels

[(2,9) * (y,h) == («("y), gh) | (z,y €N, g,h € H).

zu einer Gruppe.

Beweis. Fir x,y,z € N und g, h,k € H gilt
((z,9) (5, 1) * (2, k) = (2(%), gh) * (2, k) = (2(°y)(*"2), ghk) = (2(* (y("2))), ghk)
= (2,9) % (y("2), hk) = (2,9) * (4, h) * (2,k)).
Also ist G assoziativ. Aukerdem ist (1,1)* (x,g) = (x,g) und (1, 1) ist neutrales Element. Schlieflich ist

(O (@ Y)g ) * (2 g) = (¢

-1 1

(@ N ), 1) = (7 (@ 2),1) = (1,1). O
Definition 5.8. Man nennt G das semidirekte Produkt von N mit H und schreibt G = N x, H. |E|

Bemerkung 5.9.

(i) Im Gegensatz zum direkten Produkt kann man beim semidirekten Produkt die Faktoren nicht
vertauschen.

(i) Ist die Operation ¢ im Kontext klar oder unwesentlich, so schreibt man auch N x H. Insbesondere
wihlt man im Fall H < Aut(N) oft die Inklusionsabbildung ¢: H < Aut(N).

HMgeltener findet man die Notation N X H
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(ili) Ist ¢ trivial, so ist offensichtlich N x, H = N x H.
(iv) Wir beweisen nun die nicht-kommutative Version von [Lemma 2.7]

Lemma 5.10. Sei N <G mit Komplement H < G. Dann ist G = N x H. Ist umgekehrt ein semidirektes
Produkt G = N %, H gegeben, so existiert ein Normalteiler N <G mit Komplement H< G, sodass

N_NundH_nglt.

Beweis. Sei p: H — Aut(N) die Konjugationsabbildung. Wir zeigen, dass die Abbildung
F:G— Nxy,H, zhw~ (z,h) (x€ N,heH)
ein Isomorphismus ist. Fir x,y € N und h, k € H gilt
F(xh - yk) = F(z(hyh™b) - hk) = (x(hyh~Y), hk) = (z("y), hk) = (z,h) * (y, k) = F(zh) * F(yk).
Also ist F' ein Homomorphismus. Offenbar ist F' auch bijektiv.
Fiir die zweite Behauptung betrachten wir die kurze exakte Folge

(z 1) (xﬂ)—m

1 N” G H—1

Nach [Bemerkung 5.3| geniigt es zu zeigen, dass diese Folge zerfillt. Dies sieht man mit dem Homomor-
phismus H — G, h — (1,h). O

Beispiel 5.11.

(i) Nach besitzt jede abelsche Gruppe A den Automorphismus z — x~! (z € A). Ist
¢: Cy — Aut(A) der entsprechende Homomorphismus, so kann man A x, Co konstruieren. Fiir
n > 3 nennt man Dy, := Cy, x,Cy die Diedergruppe der Ordnung 2n (vgl. . Offenbar ist
dann ¢ nicht-trivial und Dy, ist nichtabelsch. Andererseits ist Df, < C), und Dsgy, ist metabelsch.

(i) Nach|Aufgabe 22| gibt es einen Isomorphismus ¢: S3 — Aut(S3) mit S3 X, S3 = S3 x S3. Semidi-
rekte Produkte lassen sich also nicht ohne Weiteres durch die entsprechenden Homomorphismen
klassifizieren.

Satz 5.12. Sei |G| = pqg mit Primzahlen p < q. Dann gilt einer der folgenden Aussagen:
(i) G = Cyy.
(i) G=C;.

(iii) p| q—1 und G = Cy x C).

Beweis. Im Fall p = ¢ ist G abelsch zum Beispiel nach Dann folgt die Behauptung aus

Sei nun also p < ¢g. Nach kénnen wir ¢ = 1 (mod p) annehmen. Nach Sylow
besitzt G eine normale g-Sylowgruppe Q. Offenbar ist P € Syl,(G) ein Komplement von @, d.h.
G = Q x P. Wegen Aut(Q) = Cy— existiert ein nicht-trivialer Homomorphismus ¢: P — Aut(Q).
Man erhélt eine nichtabelsche Gruppe vom Typ G = C; x C, (der Isomorphietyp dieser Gruppe ist
durch p und ¢ eindeutig bestimmt). O

Lemma 5.13. Sei N <G und H < G minimal bzgl. der Figenschaft G = HN. Dann ist HONN < ®(H).
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Beweis. Im Fall HNN ¢ ®(H) existiert eine maximale Untergruppe M < H mit M(HNN) = H
(beachte H NN < H). Dann wére aber G = HN = M N ein Widerspruch zur Wahl von H. O

Satz 5.14. Sei A das Produkt aller abelschen minimalen Normalteiler von G. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) Jeder abelsche Normalteiler von G besitzt ein Komplement.
(2) A besitzt ein Komplement.

(3) ®(GQ) = 1.

Beweis.

(1)=(2): Fir zwei abelsche minimale Normalteiler B,C <G gilt [B,C] < BN C = 1. Daher ist A
abelsch und (2) folgt.

(2)=(3): Sei G = A x K und indirekt ®(G) # 1. Sei N < ®(G) ein minimaler Normalteiler von
G. Da ®(G) nilpotent ist, gilt N < A. Als Produkt von (vertauschbaren) elementarabelschen
Gruppen ist A ein direktes Produkt von Gruppen von Primzahlordnung. Insbesondere ist ®(A) = 1
nach Daher existiert eine maximale Untergruppe B < A mit A = NB. Nun ist
G = AK = NBK = ®(G)BK = BK im Widerspruch zu |BK| = |B||K| < |A||K| = |G].

(3)=(1): Sei 1 # N <G abelsch und H < G wie in[Lemma 5.13] Dann gilt HNN <H und HNN <N,
da N abelsch ist. Dies zeigt HNN < HN = G. Aus|Lemma 4.14{folgt HNN < &(G) =1,d.h. H
ist ein Komplement von N in G. O

Bemerkung 5.15. Im Folgenden untersuchen wir, wann ein fest gewéhlter Normalteiler ein Komplement
besitzt. Jedes Komplement von H < G ist offenbar ein Représentantensystem fiir G/H. Wir werden
umgekehrt Komplemente konstruieren, indem wir beliebige Reprasentantensystem , glatten‘.

Definition 5.16. Sei A < G abelsch und A < H < G. Sei K ein Komplement von A in H. Fir
z,y € G mit xH = yH existiert genau ein ky;, € K mit 27 'yA = k; A. Sei R die Menge der
Représentantensysteme fir G/H. Fir R, S € R sei

(R|S) := H Thyss €A
(r,s)eRXS
rH=sH

(da A abelsch ist, spielt die Reihenfolge der Faktoren keine Rolle).

Lemma 5.17. Fir R,S,T € R, g € G und a € A gilt
(i) (R|R) =1 und (R|S)~! = (S|R).
(ii) (RIS)(SIT) = (RIT).

(iii) gR,gS € R und (gR|gS) = g(R|S)g~!.

(iv) (aR|S) = al®HI(R|S).
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Beweis.

(i) Aus kprA = A folgt (R|R) = 1. Wegen ki A= (rts) TA=s5"1rAd =k, A gilt

(R|S)™! = H (ripes )t = H skisrr T = (S|R).
(r,s)€RxS (r,s)eRxS
rH=sH rH=sH

(ii) Aus Ky skstA=r"tss A =r"1tA =k, A folgt

(RIHSIT) = [ reess™ ] skt = [ reeat =(RID).
(r,s)eRxS (s,t)eSxT (rt)eRXT
rH=sH sH=tH rH=tH

(ili) Fir z,y € R gilt gxH = gyH < «H = yH < x = y. Dies zeigt gR, g5 € R. Wegen kg gsA =
(gr)~lgsA=r"1sA = K. ist

(9RIgS) =TI ormgrass g =g TI renes™)o™ = g(RIS)g ™
(gr.gs)€gRxgS (r,8)ERXS
grH=gsH rH=sH

(iv) Es gilt Kor A = (ar)71sA = r71sA = k. sA. Da A abelsch ist, kann man a aus den |G : H|
Faktoren herausziehen:

(aR|S) = H arkarss t = alHl H rhrss L= alFHI(R|S). O
(ar,s)€aRx S (r,s)eRxS
arH=sH rH=sH

Bemerkung 5.18. Fiir 2,y € G schreiben wir im Folgenden z¥ := y~'zy und 2% := (2¥)~!. Offenbar
gilt 2! =z, (2¥)* = 2Y% und (wy)* = 2%y fiir 7,y, 2 € G.

Definition 5.19. Seien H < G endliche Gruppen. Eine Abbildung a: G — H mit a(zy) = a(z)a(y)
fir alle z,y € G heit verschrinkter Homomorphismus. Wie iiblich sei Ker(a) := {z € G : a(x) = 1}.

Lemma 5.20. Fir jeden verschrinkten Homomorphismus a: G — H gilt Ker(a) < G.

Beweis. Aus a(1) = a(1-1) = a(1)la(l) = a(1)? folgt a(l) = 1. Fiir z,y € Ker(a) gilt a(zy) =
a(z)Va(y) = 1Y1 = 1, also zy € Ker(a). O
Satz 5.21 (GASCHUTZ). Sei A <G abelsch und A < H < G mit ggT(|A|,|G: H|) = 1. Dann gilt

(i) Besitzt A ein Komplement in H, so auch in G.

(i) Sind L1, Ly Komplemente von A in G mit H N Ly = H N Ly, so sind L1 und Ly in G konjugiert.

(111) Sind je zwei Komplemente von A in H konjugiert, so sind auch je zwei Komplemente von A in G
konjugiert.
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Beweis (BRANDIS).

(i)

(iii)

Sei K ein Komplement von A in H und R € R mit den Bezeichnungen aus [Definition 5.16 Fiir
r € G sei a(z) := (z7!R|R) € A. Nach gilt

a(zy) = (y ' 'RIR) = (y "2 'Rly'R)(y'R|R) = (z7'R|R)¥(y |R) = a(z)Ya(y)

fir z,y € G. Also ist « ein verschrankter Homomorphismus und L := Ker(a) < G nach
Lemma 5.200 Fiir a € A gilt a(a) = (a7 'R|R) = o~ |“HI(R|R) = o~ 1¢*H]. Wegen ggT(|A|, |G :
H|) = 1 ist die Einschrinkung a;4 ein Automorphismus von A. Insbesondere ist L N A = 1.
Fiir g € G existiert auferdem ein @ € A mit 1 = a(g)a(a) = a(g)®a(a) = a(ga). Dies zeigt
g = (ga)a=! € LA. Also ist L ein Komplement von A in G.

Nach [Beispiel 5.4]ist K := H N L; ein Komplement von A in H. Wir konstruieren (R|S) bzgl. K.
Seien R, Ry € R mit R; C L;. Fiir ¢« = 1, 2 konstruieren wir a; wie in mit Hilfe von R;. Fir
x € L; und r,s € R; gilt

aorH =sH = (zr)'se HNLi =K — KRarx = (zr) s,

Dies zeigt
ai(x_l) = (zR;|R;) = H $THIT758_1 =1

(zr,s)€xR1 xRy
zrH=sH

und L; < Ker(a;). Nach[(i)ist |L;| = [Ker(ay)|, also L; = Ker(oy) fiir i = 1,2.
Sei nun a := (R1|R2) € A und z € G. Nach [(i)| existiert b € A mit as(b) = a. Es gilt

a1 (:B) = (x_lRl\Rl) @ (ac_lRl|x_1R2)(x_1R2]R2)(R2|R1) = amag(x)a_l

= Oég(b)x()dg(.%')ag(b)_l ag(bx)ozz(b_l) = @2(b$>b71a2(b_1) = ag(bxb_l).
Es folgt Ly = Ker(ag) = bKer(ay)b™ = bL1b™ L.

Seien L1, Lo Komplemente von A in G. Dann sind H N Ly, H N Ly, Komplemente von A in H.
Nach Voraussetzung existiert h € H mit H NhL;h™' = h(HN Ly)h~! = HN Ly. Die Behauptung

folgt nun aus O

Satz 5.22. Sei A I G abelsch. Genau dann besitzt A ein Komplement in G, wenn jede Sylowgruppe
von A ein Komplement in einer Sylowgruppe von G besitzt.

Beweis. Sei K ein Komplement von A in G und K, € Syl,(K). Sei K, < P € Syl (G). Da A abelsch
ist, ist AN P = O,(A) <G die einzige p-Sylowgruppe von A und (ANP)N K, < ANK = 1. Wegen
|AN P||K,| = |Alp| K|, = |G|, = |P| ist K, ein Komplement von AN P in P.

Die Umkehrung beweisen wir durch Induktion nach der Anzahl der Primteiler py, ..., ps von |A|. Sei
Py € Syl, (G). Dann besitzt AN P = Op, (A) < G ein Komplement in Py und nach Gaschiitz auch
ein Komplement K7 in G. Sei also s > 2. Fiir ¢ > 2 sei P; € Sylpi(Kl) - Sylpi(G). Dann besitzt
(AN K;)N P, = AN P; ein Komplement in P;. Nach Induktion besitzt A N K7 ein Komplement K in
K. Esgiltnun G=(ANP)K1 =(ANP)ANK)K <AK und ANK=ANK NK =1. O
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Satz 5.23 (EVANS-SHIN). Seien K und L Komplemente des abelschen Normalteilers A < G. Ist jede
Sylowgruppe von K zu einer Sylowgruppe von L konjugiert, so sind K und L konjugiert.

Beweis. Sei G' ein minimales Gegenbeispiel. Sei p ein Primteiler von |A| und B := O,/(A). Nehmen wir
B # 1 an. Dann sind KB/B und LB/B Komplemente von A/B in G/B. Ist P eine Sylowgruppe von
K, so ist PB/B eine Sylowgruppe von K B/B. Nach Voraussetzung existiert ein g € G, sodass gKg~!
eine Sylowgruppe von L ist. Offenbar ist gK g~ 'B/B eine Sylowgruppe von LB/B. Da G ein minimales
Gegenbeispiel ist, existiert ein g € G mit H := gK¢g 'B = LB. Nun sind gK¢g~' und L Komplemente
von B in H mit den gleichen Voraussetzung. Wegen B < A folgt der Widerspruch, dass gK g~ und L
in G konjugiert sind. Also ist B = 1 und A ist eine p-Gruppe. Nach Konjugation diirfen wir annehmen,
dass K und L eine gemeinsame p-Sylowgruppe P besitzen. Dann ist H := PA € Syl (G). Nun folgt die

Behauptung aus [Satz 5.21|(ii)| O

Satz 5.24. Seien K und L Komplemente des abelschen Normalteilers A < G. Dann existiert ein
a € Aut(G) mit ao( K) = L und avq = idg.

Beweis. Wegen K = G/A = L existiert ein Isomorphismus ¢: K — L mit p(z) =z (mod A) fiir alle
x € K. Da A abelsch ist, gilt p(z)ap(r)™! = zaz~! fiir alle z € K und a € A. Offenbar ist a: G — G,
za — @(x)a fir € K und a € A eine wohldefinierte Bijektion. Fiir z,y € K und a,b € A gilt

a(za-yb) = a(zy -y ayb) = o(zy)y  ayb = o(x)e(y)e(y)  ap(y)b = o(z)ap(y)b = aza)a(yb).

Also ist @ € Aut(G) mit a(K) = p(K) = L und ay =ida. O

Satz 5.25. Sei G eine endliche Gruppe mit elementarabelschen Sylowgruppen (fir jede Primzahl).
Dann besitzt jeder Normalteiler von G ein Komplement.

Beweis. Sei N <4 G. Wir argumentieren durch Induktion nach |N|. Angenommen N besitzt eine
nicht-normale p-Sylowgruppe P. Nach [Bemerkung 4.6/ ist G = NNg(P) und Ny(P) < N. Nach
Induktion besitzt Ny (P) ein Komplement K in Ng(P). Es gilt G = NNg(P) = NNy(P)K = NK
und NN K = NNNy(P)NK = 1. Wir konnen daher annehmen, dass N nilpotent ist (Satz 4.10).
Nach Voraussetzung ist IV sogar abelsch und jede Sylowgruppe von N besitzt ein Komplement in einer

(elementarabelschen) Sylowgruppe von G (Beispiel 5.4). Die Behauptung folgt nun aus [Satz 5.22| O

Bemerkung 5.26. Die einfache Gruppe Ag (siehe [Satz 6.38) mit 2-Sylowgruppe Dg zeigt, dass die
Umkehrung von falsch ist.

Satz 5.27. Fir jede auflésbare Gruppe G sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Jeder Normalteiler von G besitzt ein Komplement.

(2) Fiir alle N QG gilt ®(G/N) = 1.

Beweis.
(1)=(2): Sei M/N := ®(G/N)<G/N. Sei K < G ein Komplement von M in G. Dann gilt
G/N = MK/N = ®(G/N)- KN/N = KN/N

also G = KN. Es folgt M = KNNM = N(KNM) =N, dh &G/N)=1.
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(2)=-(1): Induktion nach |G|: Sei 1 # N < @G. Sei M < N ein minimaler Normalteiler von G. Da G
auflosbar ist, ist M (elementar)abelsch. Wegen ®(G) = ®(G/1) = 1 besitzt M nach
ein Komplement H in G. Wegen H = G /M iibertragt sich die Voraussetzung von G nach H mit
dem zweiten Isomorphiesatz. Nach Induktion besitzt H N N < H ein Komplement K in H. Es gilt
G=HM=KHNN)M <KNund KNN=KNHNN =1,d.h. K ist ein Komplement von
N in G. O

Satz 5.28 (SCHUR-ZASSENHAUS). Sei N <G mit ggT(|N|,|G/N|) = 1. Dann besitzt N ein Komplement
in G. Ist N oder G/N auflosbar, so sind je zwei Komplemente von N in G unter N konjugiert.

Bewezs.

Schritt 1: Existenz.
Induktion nach |G|: Wir diirfen sicher 1 < N < G annehmen. Sei 1 # P € Syl,(N). Dann ist
Ny (P) < Ng(P) und

Ng(P)/Nw(P) = Na(P)/Na(P) N N = Ng(P)N/N < G/N.

Im Fall Ng(P) < G besitzt Ny(P) nach Induktion ein Komplement K in Ng(P). Nach
ist G = NNg(P) = NNy(P)K =NK und NN K = NNNg(P)NK =Ny(P)NK = 1. Wir kénnen
also P < G annehmen. Nach [Satz 4.8 und [Lemma 2.26|ist auch 1 # Z(P) < G. Nach Induktion besitzt
N/Z(P) ein Komplement K/Z(P) in G/Z(P). Dann ist G = NK und N N K = Z(P). Es geniigt also
zu zeigen, dass Z(P) ein Komplement in K hat. Wir konnen daher annehmen, dass N abelsch ist. Dann
folgt die Behauptung aus Gaschiitz mit N = A = H.

Schritt 2: Eindeutigkeit.

Fall 1: N auflosbar.

Induktion nach |N|: Ist N abelsch, so folgt die Behauptung aus Gaschiitz mit N = A = H. Sei
also 1 < N’ < N. Seien K7 und Ky Komplemente von N in G. Dann sind K1 N'/N’ und KoN'/N’
Komplemente von N/N’ in G/N’. Nach Induktion existiert ein x € N mit zK12 !N’ = s K1 N2~ =
KoN'. Also sind 2K 12~ ! und K5 Komplemente von N’ in KoN’. Nach Induktion existiert ein y € N’
mit yr Kz~ 1y~ = Ko.

Fall 2: G/N auflosbar.
Induktion nach |G/N|: Seien K; und Ky Komplemente von N in G. Dann ist K1 = G/N = Ky
auflosbar. Sei M; ein minimaler Normalteiler von K7. Nach ist M eine elementarabelsche
p-Gruppe. Im Fall M; = K sind K7 und K5 nach Sylow in G konjugiert. Wegen G = NK; = K1 N
sind K7 und K5 dann auch unter N konjugiert. Sei also M7 < K7 und My := Ko N NM; < Ks. Nach
Dedekind ist

NM,y = N(K2 ﬁNMl) = NKosNNM; = NM.

Induktion liefert ein z € N mit xMjz~! = My. Insbesondere ist K27t < xNg(Mp)x~! = Ng(Ms)
und Ko < Ng(Ms). Nach Dedekind sind 2 K2~ /My und K5/Ms Komplemente von Ny (Ms)Ms /M,
in Ng(Ms)/Ms. Nach Induktion existiert also ein y € Ny (M) mit yrKiz~ty~! /My = Ko/Ms. Die
Behauptung folgt. O

Bemerkung 5.29.

(i) Aus der Bedingung ggT(|N|,|G/N|) = 1 folgt, dass |N| oder |G/N| ungerade ist. Nach dem
tiefliegenden Satz von Feit und Thompson (Gruppen ungerader Ordnung sind auflosbar) ist die
Auflosbarkeitsbedingung in [Satz 5.28| also eigentlich iiberfliissig (der Beweis hat 250 Seiten).
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(ii) Im Gegensatz zu Schur-Zassenhaus ist der Satz von Gaschiitz fiir nichtabelsche Normalteiler A
im Allgemeinen falschE

Folgerung 5.30. Fir N <G ezistiert ein H < G mit G = NH, sodass |H| und |G/N| die gleichen
Primteiler haben.

Beweis. Wahle H wie in (notfalls H = ). Angenommen H N N enthélt eine nicht-triviale
p-Sylowgruppe P von H. Da H NN < ®(H) nilpotent ist, gilt P < H. Nach Schur-Zassenhaus besitzt
P ein Komplement K in H. Damit folgt der Widerspruch H = PK < ®(H)K = K. Also ist jeder
Primteiler von |H| auch ein Teiler von |H : HN N| = |HN/N| = |G/N|. O

Bemerkung 5.31. Offenbar verallgemeinert [Folgerung 5.30|den Satz von Schur-Zassenhaus. In[Satz 7.47]

lernen wir eine weitere Verallgemeinerung kennen.

Definition 5.32. Sei 7 eine Menge von Primzahlen. Eine Untergruppe H < G heiftt (7-)Hallgruppe
von G, falls H eine m-Gruppe ist und kein Primteiler von |G : H| in 7 liegt. In diesem Fall ist
ggT(|H],|G : H]) = 1.
Beispiel 5.33.
(i) Die p-Hallgruppen sind genau die p-Sylowgruppen.
(ii) Ist G nilpotent, so ist O, (G) die einzige m-Hallgruppe von G (Satz 4.10)).
(iii) As besitzt keine {3,5}-Hallgruppe, denn eine solche Hallgruppe wére zyklisch der Ordnung 15
(Beispiel 4.5)). Der folgende Satz impliziert daher (erneut), dass As nicht auflésbar ist.
Satz 5.34 (HALL). Sei G auflosbar und w eine Primzahlmenge. Dann gilt
(i) G besitzt eine w-Hallgruppe.
(ii) Je zwei w-Hallgruppen sind in G konjugiert.

(111) Jede 7-Untergruppe von G liegt in einer w-Hallgruppe.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass alle Primzahlen in 7 die Gruppenordnung |G| teilen. Wir schreiben
|G| = rs mit ggT(r,s) = 1, wobei 7 die Menge der Primteiler von r ist. Wir zeigen zunéchst
durch Induktion nach |G|. Offenbar diirfen wir G # 1 annehmen. Sei U < G mit |U| ’ r. Sei M ein
minimaler Normalteiler von G. Da G auflosbar ist, ist |[M| = p™ fiir eine Primzahlpotenz p™ > 1. Sei
zundchst p" | r und ' := r/p". Dann ist |G/M| = r’s und Induktion zeigt UM /M < K/M < G/M
mit |[K/M| = r'. Sicher ist dann U < K und |K| = r. Wir konnen nun p" | s voraussetzen. Dann
ist nach Induktion wieder UM /M < K/M < G/M mit |K/M| = r. Also hat man |K| = p"r und
Schur-Zassenhaus liefert ein L < K mit |L| = r. Offenbar ist

M(LNUM)=MLNUM =KNUM =UM

und damit |L NUM]| = |U|. Wieder nach Schur-Zassenhaus (angewendet auf M < MU) existiert ein
g€ M mit U=g(LNUM)g~! < gLg™!. Damit ist bewiesen und mit U = 1 ergibt sich

5Das Zentralprodukt (siche [Definition 9.14) G = SL(2,3) * C4 mit A 2 Qs und H = Qg * Cy ist ein Gegenbeispiel fiir
Satz 5.21f(i)| und G = GL(2,3) mit A = O2(G) = Qs und H € Syl,(G) ist ein Gegenbeispiel fiir und
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Seien nun H und K Untergruppen von G der Ordnung r. Nach Induktion sind HM/M und KM /M
in G/M konjugiert. Insbesondere existiert ein ¢ € G mit gHg~! < K M. Nach Schur-Zassenhaus sind
dann auch gHg ™! und K (in K M) konjugiert. Damit folgt O

Bemerkung 5.35.

(i) Man kann umgekehrt zeigen, dass G auflosbar ist, falls p’-Hallgruppen fiir jeden Primteiler p von
|G| existieren. Dies verallgemeinert Burnsides p®q®-Satz (siehe Charaktertheorie).

(ii) Gross hat im Fall 2 ¢ m bewiesen, dass je zwei m-Hallgruppen einer beliebigen endlichen Gruppe
konjugiert sind. Der Beweis benutzt die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen. Allge-
meiner lasst sich die Existenz von w-Hallgruppen an den Kompositionsfaktoren ablesen. Sind
beispielsweise alle Kompositionsfaktoren 7-Gruppen oder 7/-Gruppen (man nennt G dann 7-
separabel), so gelten die Aussagen von Hall fiir 7. Der Beweis bendtigt allerdings Schur-Zassenhaus
ohne Auflosbarkeitsbedingung (vgl. [Bemerkung 5.29)).

Satz 5.36. Sei G dberauflosbar der Ordnung n. Dann besitzt G fiir jeden Teiler d von n eine Untergruppe
der Ordnung d.

Beweis. Sei N ein minimaler Normalteiler von G. Als Hauptfaktor hat N Primzahlordnung |N| = p.
Durch Induktion nach |G| kénnen wir annehmen, dass G/N zu jedem Teiler eine entsprechende
Untergruppe besitzt. Daher besitzt G zu jedem Teiler d mit p | d eine Untergruppe der Ordnung d.
Nach Hall besitzt G eine p’-Hallgruppe H. Indem man eine Normalreihe von G mit H schneidet, erhélt
man eine Normalreihe von H (vgl. Lemma 2.22). Also ist auch H iiberauflosbar. Nach Induktion besitzt
H (und G) zu jedem Teiler d von n mit p { d eine Untergruppe der Ordnung d. O

Satz 5.37 (HALL-HiGMAN-Lemma). Sei jeder Kompositionsfaktor von G eine m-Gruppe oder eine
7' -Gruppe. Gilt O;(G) =1, so ist Cq(O(G)) < O (G).

Beweis. Sei N := On/(G). Dann ist Cq(N)N/N < G/N. Im Fall C¢(N) € N existiert ein minimaler
Normalteiler M/N < G/N mit M < Cg(N)N. Als Hauptfaktor ist M/N eine direkte Summe von
isomorphen Kompositionsfaktoren (Satz 2.28)). Wegen O,/(G/N) =1 muss M /N nach Voraussetzung
eine m-Gruppe sein. Nach Schur-Zassenhaus ist M = N x H mit H # 1. Da Cg(N)N/Cq(N) = N/Z(N)
eine 7'-Gruppe ist, gilt H < Cg(N) und M = N x H. Dann wére aber H < O,(M) < 0.(G)=1. O

Satz 5.38 (GALOIS). Sei N ein minimaler Normalteiler der auflésbaren Gruppe G mit Cq(N) < N.
Dann besitzt N ein Komplement in G und je zwei Komplemente sind in G konjugiert.

Beweis. Bekanntlich ist IV eine elementarabelsche p-Gruppe fiir eine Primzahl p. Wir kénnen N < G
annehmen. Sei M /N ein minimaler Normalteiler von G/N. Dann ist M/N eine elementarabelsche
g-Gruppe fiir eine Primzahl ¢. Nehmen wir zunédchst ¢ = p an. Dann ist M ein p-Normalteiler von G
und M operiert durch Konjugation auf N. Die Bahnengleichung liefert

0=IN|=|Cn(M)| (mod p).

Insbesondere ist 1 # Cn(M) < G. Da N minimal ist, folgt Cnx(M) = N und M C Cg(N) = N. Dieser
Widerspruch zeigt ¢ # p. Sei Q) € Squ(M). Dann ist M = QN und

G =Ng(Q)M =Ng(Q)QN = Ng(Q)N
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nach [Bemerkung 4.6/ Offenbar ist Ny (Q) = Ng(Q)NN INg(Q). Da N abelsch ist, gilt auch Ny (Q)<N.
Insgesamt ist also Ny (Q) < G. Die Minimalitiat von N zeigt Ny (Q) € {1, N}. Nehmen wir an, dass der

Fall N C Ng(Q) eintritt. Wie oben ist dann G = Ng(Q)N = Ng(Q), also Q@ <G. Aus Ordnungsgriinden
ist NNQ =1 und damit Q@ C Cg(N) = N (Lemma 2.5). Widerspruch. Also ist Ny (Q) = 1 und Ng(Q)

ist ein Komplement von N.

Sei nun K < G ein beliebiges Komplement von N in G. Dannist L == KNMJIK und M = NKNM =
N(K N M) = NL nach Dedekind. Wegen LN N C K NN =1ist |L| =|M : N| = |Q|. Nach Sylow
existiert ein # € M mit zQx~! = L. Es folgt K < Ng(L) = Ng(zQz7!) = 2Ng(Q)z~!. Wegen
|K| = |Ng(Q)| ist K zu Ng(Q) konjugiert. Dies zeigt die zweite Behauptung. O

Bemerkung 5.39. Der folgende Satz ist niitzlich fiir die Konstruktion von minimalen Gegenbeispielen.

Satz 5.40 (SCHMIDT). Sei jede echte Untergruppe von G nilpotent, aber G selbst nicht. Dann ist
G = Q % Cpn mit Q € Syl (G) fiir Primzahlen p,q und n > 1.

Beweis. Induktion nach |G|: Nehmen wir zunéchst an es existiert ein echter Normalteiler N # 1. Nach
Voraussetzung ist N nilpotent. Fiir U/N < G/N ist U < G nilpotent und damit auch U/N. Nach
Induktion ist also G/N auflosbar. Daher ist auch G auflosbar. Nehmen wir nun an, dass G nichtabelsch
und einfach ist. Seien M7 und M zwei verschiedene maximale Untergruppe von G, sodass D := M1 N Ms

moglichst grof ist. Nehmen wir D # 1 an. Nach ist dann
D <Ny (D) <Ng(D) < G

fiir i = 1,2. Nun liegt Ng(D) in einer maximalen Untergruppe M3z < G. Wegen Ny, (D) < M; N M;
ist dann M; = M3 nach Wahl von M; und Ms. Dies liefert aber den Widerspruch M; = M3 = Ms.
Also ist D = 1, d. h. je zwei verschiedene maximale Untergruppen von G schneiden sich trivial. Sei
My, ..., M, ein Reprasentantensystem fiir die Konjugationsklassen von maximalen Untergruppen.
Wegen Ng(M;) = M; hat M; genau |G : M;| viele Konjugierte. Es gilt daher

- - G| G|
— . M| = s M| > =
|G| 1—1—;1(\MZ| DG : M;| =1+ s|G] ;llG M;| > 1+ |G| —s 5 1+s 5

und s = 1. Dann ist aber |G| =1+ |G| — |G : M| und M; = G. Dieser Widerspruch zeigt schlieflich,
dass G aufldsbar ist.

Sei nun |G| = p{*...p% die Primfaktorzerlegung von |G|. Da G nicht nilpotent ist, gilt m > 2.
Sei N ein maximaler Normalteiler von G. Dann ist G/N einfach und auflésbar. Also ist |G/N| eine
Primzahl, sagen wir |G/N| = p; =: p. Nach Voraussetzung ist N nilpotent und besitzt daher normale
Sylowgruppen P; € Syl, (N) fiir i = 2,...,m. Offenbar ist dann P; € Syl, (G). Aukerdem ist P
charakteristisch in IV und damit normal in G. Sei aukerdem P; € Syl,(G). Nehmen wir indirekt m > 3
an. Fiir i = 2,...,m ist dann P} P; < G nilpotent. Dies zeigt P; < Ng(P;) und P; <G. Dann wére aber
G nilpotent. Also ist m = 2 und wir kénnen @) := P, setzen. Nehmen wir schliefslich an, dass P; nicht
zyklisch ist. Fiir z € Py gilt dann (z) P, < G und P» < Cg(x). Dann ist aber P, < Cg(P;) und wieder
P < G. Folglich muss P; zyklisch sein und die Behauptung ist bewiesen. O

Satz 5.41 (WIELANDT). Sei H < G eine nilpotente Hallgruppe und U < G mit |U| | |H|. Dann
existiert ein g € G mit gUg™' < H. Insbesondere sind alle Untergruppen der Ordnung |H| zu H
konjugiert und daher nilpotent.
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Beweis. Induktion nach |U|. O.B.d. A. sei U # 1. Jede echte Untergruppe von U ist dann zu einer
Untergruppe von H konjugiert. Insbesondere ist jede echte Untergruppe von U nilpotent. Nach [Satz 5.40]
existiert eine Zerlegung U = Q x P mit 1 # P € Syl,(U) und Q <U (auch wenn U nilpotent ist). Analog
ist H = H{® Hy mit Hy € Sylp(H) C Sylp(G). Nach Induktion existiert ein € G mit zQz ' < H und
damit zQz~! < Oy (H) = Hy. Es gilt dann (Hy, Uz ') < Ng(zQz ). Wegen H; € Syl,(Ng(zQz 1))
existiert ein y € Ng(zQx~1) mit yxPr~ty~! < Hy. Wegen yrQz~'y~! = 2Qz~! < Hj ist dann

yrUz ty™ = (yz Pz Yy ) (yzQz~ly™!) < H1H, = H. O

6 Permutationsgruppen

Definition 6.1. Eine Permutationsgruppe G ist eine Untergruppe von Sym({2) fiir eine nichtleere
Menge . Dabei ist || der Grad von G.

Bemerkung 6.2.

(i) Operiert G treu auf €, so erhélt man einen Monomorphismus f: G — Sym(Q2). Man kann also G
mit der Permutationsgruppe f(G) identifizieren. Umgekehrt operiert jede Permutationsgruppe
G < Sym(Q) treu auf Q mittels G — Sym(£2).

(i) Ist f: G — Sym(f2) eine beliebige Operation, so wird G/Ker(f) zu einer Permutationsgruppe.

Satz 6.3 (CAYLEY). Jede Gruppe operiert treu auf sich selbst und wird somit zur Permutationsgruppe.

Beweis. Wir betrachten die Operation f: G — Sym(G) durch Linksmultiplikation. Fiir = € Ker(f) gilt
1="1=xz1 == Also ist f treu. O

Satz 6.4 (BURNSIDEs Lemma). Sei s die Anzahl der Bahnen einer Operation der endlichen Gruppe G
auf Q. Sei f(g) == {w € Q: 9w = w}| die Anzahl der Fizpunkte von g € G. Dann gilt

s = @Zf(g)-

geG

Beweis. Im Fall s = oo ist auch f(1) = |©2] = co und die Gleichung gilt. Sei also s < co. Seien wy, ..., ws
Reprisentanten fiir die Bahnen von G. Fiir z € G und w € Q gilt Gz, = G,z ~'. Insbesondere hingt
|Gy, | nicht von der Wahl von w; ab. Es gilt nun

Y M9 =Hgw) eGxQ%w=wl =3 |Gl =) [“willGu| = ) 1G: Gul|Gus| = s|GI. O
=1 i=1

geG we

Beispiel 6.5. Wir wollen Halsketten mit sechs Perlen z&hlen, wobei Perlen in drei Farben zur Verfiigung
stehen. Naiverweise gibt es zunichst 35 solche Halsketten, von denen jedoch einige identisch sind. Wir
ordnen die Halskette so an, dass die Perlen ein regelméfiges 6-Eck bilden. Rotation um m/3 wird
die Halsketten nicht verandern. Ebenso kénnen wir die Halskette im Raum drehen und dadurch eine
Spiegelung der 6 Eckpunkte realisieren. Zwei Halsketten sind also genau dann identisch, wenn sie in
der gleichen Bahn unter der Diedergruppe G := Dy liegen (siehe . Wir wenden Burnsides
Lemma auf die Menge € der 3% Halsketten an.
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Sicher ist f(1) = 3% Eine Drehung ¢ € G um /3 lisst nur die drei einfarbigen Halsketten fest,
d.h. f(o) = 3. Die Drehung o2 um 27/3 lisst die einfarbigen Halsketten und die Halsketten mit
alternierenden Farben fest. Davon gibt es f(0?) = 32 Stiick. Analog zeigt man f(03) = 33. AuRerdem
ist f(od) = f(072) =32, f(0) = f(0™!) = 3 sowie 6 = 1. Sei nun 7 eine der drei Spiegelungen durch
zwei Seitenmittelpunkte. Dann ist f(7) = 33. Ist schlieklich p eine der drei Spiegelungen durch zwei
Eckpunkte, so gilt f(p) = 3%.

D &

Nach Burnsides Lemma gibt es

1 1
5(36—%2-3+2-32—|—33+3~33+3-34):1(34(3+1)+32(1+3)+2+6)
=81+9+2=92

verschiedene Halsketten.

Bemerkung 6.6. Burnsides Lemma ist immer dann niitzlich, wenn |Q2| zu grof ist, um die Bahnen
explizit zu zdhlen. Beispielsweise gibt es 43.252.003.274.489.856.000 verschiedene Zustande des 3 X
3 x 3-Zauberwiirfels. Unter der Symmetriegruppe Sy x Co des Wiirfels reduziert sich diese Zahl auf
901.083.404.981.813.616.

Definition 6.7. Zwei Operationen G — Sym(€2) und G — Sym(§’) sind isomorph, falls es eine
Bijektion ¢: Q@ — @ und ein a € Aut(G) mit 9 p(w) = p(%w) fiir g € G und w € Q gibt. Ggf. sind O
und Q' isomorphe G-Mengen. In den Anwendungen ist oft a = idg.

Bemerkung 6.8. Wie iiblich haben zwei isomorphe Operationen die gleichen Eigenschaften (trivial,
treu, transitiv, ...). Man interessiert sich daher in der Regel nur fiir Operationen bis auf Isomorphie.

Satz 6.9. Seiwy,...,ws ein Reprisentantensystem fir die Bahnen einer Operation f: G — Sym((Q2).

Dann ist f isomorph zu der Operation von G auf A := ||}, G/G,, (disjunkte Vereinigung) durch
Linksmultiplikation.

Beweis. Nach ist die Abbildung ¢: A — Q, gG,,, — 9w; eine wohldefinierte Bijektion. Fiir
g € G und zG,, € A gilt auberdem 9p(zG,,,) = 9(*w;) = "w; = ©(gzG.,) = (9 (2Gyy,))- O

Bemerkung 6.10. Man kann jede Operation von G also auch durch Angabe von Untergruppen
beschreiben (je eine Untergruppe pro Bahn).

Definition 6.11. Eine transitive Operation G — Sym(Q) heifst reguldr, falls |G| = |9 gilt.
Bemerkung 6.12. Sei f: G — Sym(2) reguldr und sei w € 2. Da f transitiv ist, gilt |G| = || = |G :

G|, d.h. G, = 1. Insbesondere ist f treu. Nach [Satz 6.9|ist f isomorph zu der Operation aus [Satz 6.3|

Man kann also von ,der reguldren Operation von G sprechen.
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Definition 6.13. Sei f: G — Sym({2) eine transitive, nicht-triviale Operation. Eine Teilmenge A C Q
mit 1 < |A| < |Q] heift Block von f, falls fiir jedes g € G die Mengen 9A und A entweder gleich oder
disjunkt sind. Existieren Blocke, so heiftt f imprimitiv und anderenfalls primitiv.

Bemerkung 6.14.

(i) Sei A ein Block einer Operation G — Sym(f2) und sei x € G. Dann ist sicher |*A| = |A|. Fiir
g€ Ggilt I(*A)NTA = TANTA = 7(* 9ANA) € {*A, @}. Daher ist auch A ein Block.
Da G transitiv auf Q operiert, ist B := {9A : g € G} ein Partition von . Insbesondere ist
Q] = |A[|B| und | |A] | ] { |G|. | Aufserdem operiert G sicher transitiv auf 5.

(ii) Beachte: Fiir nicht-transitive Operationen sind Blocke nicht definiert!

Beispiel 6.15.

(i) Nach [Bemerkung 6.14]ist jede transitive Operation mit Primzahlgrad primitiv.

(ii) Nach sind die natiirlichen Operationen von So, S3 und As primitiv. Sei nun n > 4 und
A C{l,...,n} mit 1 < |A| < n. Fiir verschiedene Elemente «, 8 € A existiert dann ein 3-Zyklus
g€ A, mit Ya=aund 98 € Q\ A. Also ist A kein Block und S,, und A,, sind primitiv.

(iii) Die Kleinsche Vierergruppe Vi = ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)) operiert reguldr und imprimitiv auf
{1,2,3,4} (jede 2-elementige Teilmenge ist ein Block).

Satz 6.16. Eine transitive Operation G — Sym(Q)) ist genau dann primitiv, falls G, fir ein (oder alle)
w € Q eine mazimale Untergruppe von G ist.

Beweis. Sei zunédchst A ein Block von G und w € A. Fiir g € G, ist w = 9w € ANYIA # & und damit
IA = A. Dies zeigt G, < {g € G:9A = A} =: G(p). Wegen |A[ > 1ist G, < G(a). Andererseits ist
G(a) < G, da G(,) intransitiv auf (2 operiert (A # ). Also ist Gy, nicht maximal. Sei nun W e
beliebig. Dann existiert ein ¢ € G mit 9w = w’ und G = gG,g~!. Somit ist kein Stabilisator maximal.

Sei nun umgekehrt G, nicht maximal fiir ein w € Q. Im Fall G, = G operiert G trivial und damit
nicht primitiv. Sei also Gy, < H < G. Wir setzen A := #w. Wegen G, < H ist |A| > 1. AuRerdem ist
Al =|Hw|=|H: Hy| = |H : Gy| <|G:G,| =19|. Sei nun g € G mit § € ANIA. Dann existieren
h,h' € H mit § = "w = 9" w. Es folgt h~*gh/ € G, C H und g € H. Also ist 9A = A und die Operation
ist imprimitiv. [l

Satz 6.17. Sei G — Sym(Q)) eine imprimitive Operation mit Block A, der maximal bzgl. Inklusion
gewdhlt ist. Dann ist die Operation von G auf B := {9A : g € G} primitiv.

Beweis. Nehmen wir indirekt an, dass ein Block C C B existiert. Wir konnen A € C annehmen. Setze
I':= Upee C- Dann ist |A| < [A[|C] = |T'| < |A[|B] = |€2]. Sei g € G und w € I'N9T". Dann existieren
z,y € Gmit w € TANIYA. Also ist TA =9YA € CNIC und 9C = C. Dies zeigt 91" =T'. Also ist I ein
Block von G, der A echt enthélt. Dies widerspricht aber das Maximalitiat von A. O
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Bemerkung 6.18.

(i) Sei G # 1 eine Permutationsgruppe auf Q2. Nach [Bemerkung 6.2| existiert ein Normalteiler N; <G,
sodass G/Np # 1 eine transitive Permutationsgruppe (auf einer Bahn von ) ist. Weiter existiert

nach [Satz 6.17] ein Normalteiler No/Ny < G/Ny, sodass (G/N1)/(N2/N1) = G /Ny eine primitive
Permutationsgruppe ist. Da auch Ny treu auf € operiert, kann man diesen Prozess mit Ny statt
G wiederholen. Dies liefert eine Folge von Untergruppen 1 = Gy < Gs <... I G = G, sodass die
Faktoren G;/G;_1 primitive Permutationsgruppen sind. Im Unterschied zu Kompositionsfaktoren
oder Hauptfaktoren sind die Faktoren G;/G;_1 aber in keiner Weise eindeutig.

(ii) Sei G eine einfache Gruppe und M < G eine maximale Untergruppe. Nach und
operiert G treu und primitiv auf G/M (M ist der Stabilisator der trivialen Nebenklasse).
Kennt man alle maximalen Untergruppen von einfachen Gruppen, so kann man mit dem Satz
von Aschbacher-O’Nan-Scott alle primitiven Permutationsgruppen klassifizieren. Zum Beispiel ist
jede primitive Permutationsgruppe vom Grad 34 zu Aszyq oder S34 isomorphm Die Bestimmung
der maximalen Untergruppe ist beispielsweise fiir die Monstergruppe noch nicht abgeschlossen.
Im Folgenden beschreiben wir die primitiven auflésbaren Gruppen.

Satz 6.19. Sei G — Sym(€2) eine Operation und sei N QG requldr. Fir w € Q ist dann die Operation
von Gy, auf Q isomorph zur Operation auf N durch Konjugation.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Abbildung ¢: N — Q, x — “w eine Bijektion. Fir g € G, und
z € N gilt 9p(z) = 97w = (9797 )9y = 97971, = (9z). O

Satz 6.20. Sei G — Sym(Q) eine primitive Operation und N < G. Dann operiert N trivial oder
transitiv auf €.

Beweis. Sei A C ) eine nicht-triviale Bahn von NV (d.h. |[A] > 1). Fiir g € G ist dann YA eine Bahn von
gNg=! = N. Also ist AN A € {A, @}. Die Primitivitit von G liefert A = Q, d.h. N ist transitiv. O

Satz 6.21. Sei G eine primitive Permutationsgruppe auf Q und sei N # 1 ein aufldsbarer Normalteiler
von G. Dann besitzt G genau einen minimalen Normalteiler A. Dabei ist Cq(A) = A und |Q| = |A| = p"
fiir eine Primzahlpotenz p™. Schlieflich ist G = A x G, fiir w € €.

Beweis. Sei A:= N®) > N*+1) — 1 (wobei N(©) := N). Dann ist A abelsch und charakteristisch in N.
Also ist A < G. Nach operiert A transitiv. Fiir w € Q gilt daher

Aw:ﬂaAwa_lzﬂAaw:ﬂAazl.

a€A acA a€el)
Also ist A regulir und |A| = |Q]. Fiir jeden weiteren abelschen Normalteiler 1 # B < G muss
ebenfalls |B| = || gelten. Insbesondere ist A minimal und |A| ist eine Primzahlpotenz. Aufserdem ist

A C Cg(A) =:C. Fiir w € Qund a € A gilt wie eben C,, = aCya~! = Cay,. Daher ist auch C regulir
und A = C = Cg(A). Gébe es einen weiteren minimalen Normalteiler B < G, so wiare AN B =1
und B < Cg(A) = A. Also ist A der einzige minimale Normalteiler. Nach dem Frattini-Argument ist
G=AG, und ANG, = A, = 1. Dies zeigt G = A x G,,. O
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Bemerkung 6.22.

(i) In der Situation von |[Satz 6.21|ist A ein n-dimensionaler Vektorraum iiber F,. Wegen Cg(A) = A
operiert G, treu auf A, d.h. G,, < GL(n, p). Da A minimal ist, operiert G, irreduzibel auf A = Fy,
d.h. 1 und A sind die einzigen G,-invarianten Untervektorrdume von A.

(ii) Wir beschéftigen uns mit der Umkehrung von Sei V = ) und H < GL(n, p) irreduzibel
auf V. Wir wollen zeigen, dass dann GG := V x H eine primitive Permutationsgruppe ist. Da H
treu auf V operiert, ist C(V) = V. Wir betrachten die Operation ¢: G — Sym(G/H) durch
Linksmultiplikation. Fiir x € Ker(yp) gilt H = 1H = «H und z € H. Somit ist Ker(p) C H
(vgl. [Aufgabe 4)). Wegen Ker(p) NV < HNV = 1 ist dann Ker(p) < Cg(V) < V und
Ker(p) = 1. Also ist G eine Permutationsgruppe auf G/H. Offenbar ist H der Stabilisator
der trivialen Nebenklasse 1H. Um zu zeigen, dass G primitiv ist, kénnen wir nach
beweisen, dass H maximal in G ist. Sei also H < M < G. Dann ist 1 # M NV < M, denn
IM:-MNOV|=|MV:V|=|G:V|=|VH:V|=|H| DaV abelsch ist, gilt auch M NV IV.
Insgesamt ist M NV I<VM = VH = G. Da H irreduzibel operiert, ist V< M. Dann ist aber
G =VH < M. Somit ist H maximal und G ist eine primitive Permutationsgruppe.

Beispiel 6.23.

(i) Sei V' = Cp. Nach linearer Algebra operiert GL(n,p) irreduzibel auf V. Daher ist die affine
Gruppe
AGL(n,p) :==V x GL(n, p)
primitiv vom Grad p". Fiir p = n = 2 erhélt man AGL(2,2) = VxS = Sy, denn Sy ist die grofte
Permutationsgruppe vom Grad 4 und |[AGL(2,2)| = 24. Wir versuchen nun kleinere Gruppen zu
konstruieren. Dafiir fassen wir V' als additive Gruppe des Kérpers Fy» auf. Fiir v € IF‘;n ist die

Abbildung f,: V — V, v = 7o sicher linear und bijektiv. Also gibt es einen Monomorphismus
[ Fpn — Aut(V) = GL(n,p), v+ f, mit Bild S. Bekanntlich ist

S = FX = Cpy

(Algebra oder. Sei s € S ein Erzeuger. Da jede nicht-triviale Potenz von s nur den trivialen
Fixpunkt 0 auf V hat, entspricht s einem Zyklus der Lange p™ —1 in Sym(V'). Insbesondere operiert
S transitiv auf V'\ {0}. Daher ist S irreduzibel und V' x S ist eine primitive Permutationsgruppe.
Man nennt S Singer-Zyklus. Im Fall n = 1 ist sicher V xS = AGL(1,p) = C, x Cp—;. Fiir
p =n = 2 erhilt man Vj x C5 = Ay (die einzige Untergruppe mit Index 2 in Sy).

(ii) [Satz 6.21] zeigt, dass es keine primitive auflésbare Gruppe vom Grad 6 gibt. Insbesondere ist Ag
nicht auflésbar.

(iii) Der néchste Satz zeigt, dass Sylows Satz optimal ist.

Satz 6.24 (MCCARTHY). Sei d € N keine Primzahlpotenz. Dann existiert eine endliche Gruppe G,
deren Ordnung durch d teilbar ist und die keine Untergruppe der Ordnung d besitzt.

Beweis. Nach Voraussetzung besitzt d einen Primteiler p mit d = p®n, p { n und p* < Vd. Fiir die
Ordnung e von p + nZ € (Z/nZ)* gilt p* < Vd < n < p°. Sei
G = AGL(1,p%) = Fpe % F;e.

Dann ist d ein Teiler von |G| = p®(p® — 1). Angenommen H < G hat Ordnung d. Mit G besitzt auch H
eine normale p-Sylowgruppe P. Wegen H/P < F;g haben die Bahnen der Konjugationsoperation von

H auf P\ {1} die Linge n. Insbesondere ist v/d < n < |P| = p®. Widerspruch. O
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Satz 6.25 (GALOIS). Sei a € Q[X] irreduzibel mit Primzahlgrad p. Dann sind folgende Aussagen
Gquivalent:

(1) « ist durch Radikale auflosbar.
(2) Die Galoisgruppe von « liegt in AGL(1,p) = Cp x Cp_1.

(8) Fiir je zwei verschiedene Nullstellen x,y € C von « ist Q(x,y) ein Zerfallungskorper von c.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt o genau p paarweise verschiedene Nullstellen
z1,...,xp € C. Seil G := Gal(Q(z1, ..., x,)|Q) die Galoisgruppe von «. Da « irreduzibel ist, operiert G
treu und transitiv auf {z1,...,2,}. Da p eine Primzahl ist, operiert G sogar primitiv.

(1)F=1(2)F Mit « ist auch G auflosbar. Daher folgt aus [Satz 6.21

(2)={(3); Sei G < AGL(1,p). Da G transitiv operiert, ist p ein Teiler von |G|. Also gilt G = N x G
mit N = ). Die Operation von G, auf {z1,...,z,} ist isomorph zur Operation auf N. Dies zeigt
G, NGy = 1. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt |Q(x1,...,2,) : Q(z,y)| = |G N Gy| =1,
d.h. Q(z1,...,2p) = Q(z,y).

(3)(1)F Wie oben gilt G, N Gy = 1. Dies zeigt |G| = |G : G4||G, : Gz N Gy| = pd mit d | p — 1.
Nach Sylow besitzt G eine normale p-Sylowgruppe. Nach ist G auflésbar. Also ist auch o
auflésbar. O

Folgerung 6.26. Sei a € Q[X] irreduzibel und auflosbar mit Primzahlgrad p > 2. Dann besitzt o
entweder eine oder genau p reelle Nullstellen.

Beweis. Da p ungerade ist, besitzt o nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine reelle Nullstelle x € R.

Ist auch y € R eine Nullstelle, so liegen nach [Satz 6.25| alle Nullstellen in Q(z,y) C R. O

Definition 6.27. Seien G, H Gruppen und Q eine G-Menge. Wie iiblich ist H® := {f: Q — H} eine
Cruppe mit (ff)(w) := f(w)f'(w) fiir f, f' € H® und w € Q (es gilt H? = HIU). Offenbar operiert G
auf H? durch (9f)(w) := f(¢ 'w) (nachrechnen). Wegen

1 1

CENW) = (P w) = )0 w) = @) f) )
erhilt man einen Homomorphismus ¢: G' — Aut(H*). Man nennt
H1G := H® X, G
das Kranzprodukt von H und G bzgl. .

Bemerkung 6.28. Im Fall Q = {1,..., n} identifizieren wir H® mit H™. Fiir Elemente (h1,..., ks, 9),
(hy,....hl.¢) € H1G gilt dann

(hla cee 7hnvg) * ( /1) sy h;’L’g/) = (hlh/g—117 AR hnhlg—lnagg,)‘
Auferdem ist |[H G| = |H|"|G].
Satz 6.29. Sei G eine imprimitive Permutationsgruppe auf @ mit Block A. Sei H :={g € G : IA = A}

und sei ¢: H — Sym(A) die Operation auf A. Sei I' := {9A : g € G} und sei ¥: G — Sym(T") die
Operation auf I'. Dann ist G zu einer Untergruppe von ¢(H) 1 (G) isomorph.
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Beweis. Sei I' = {A = Aq,...,Ay}. Wir wihlen ¢g; € G mit %A; = A fiiri = 1,...,n. Fir z € G sei
TA; = Ax(l) Dann ist

giwggil(i>A — gﬂAgg—l(i) — giAi — A,
also gixg;,ll(i) € H. Wir definieren f, € p(H)" durch f,(A;) = (p(gixg;,ll( )) und

F:G = oHY(G), == (fu,v(x)).

Fir z,y € G gilt nun

(fz- mfy)(Al) = So(gixgg—ll(i))fy(x_lAi) = (P(gixgg—ll(i))fy(Ax—l(i))
= (9529, 1 (3P Ge-1)Y9, 1 15y) = PUGTYG gy 1)) = Fo (D).
Dies zeigt

F(z) * Fy) = (fa, () * (fy, () = (fo - “ fy 0(@2)9(Y) = (Jay, P(2y)) = F(2y),

d.h. F ist ein Homomorphismus. Fiir x € Ker(F) gilt ¢)(x) = 1, d. h. x operiert trivial auf I'. Auferdem
ist fz(A;) =1, d.h. g,-xg;_ll(i) = gﬁg{l operiert trivial auf A. Also operiert z trivial auf 9% 'A = A
fir = 1,...,n. Insgesamt operiert x trivial auf €2 und es folgt x = 1. Daher ist F' injektiv und die
Behauptung folgt. O

Beispiel 6.30. Die Diedergruppe Dg operiert imprimitiv auf den vier Ecken des Quadrats (zwei
diagonal gegeniiberliegende Ecken bilden einen Block). zeigt Dg = Cy 1 Oy =2 O3 x Cy. Nach
ist auch Dg = Cy x Cy. Im Gegensatz zu direkten Produkten sind die Faktoren eines
semidirekten Produkts im Allgemeinen also nicht eindeutig bestimmt.

Definition 6.31. Eine Operation G — Sym(Q2) heift k-transitiv, falls |Q| > k und fiir je zwei k-Tupel
(at,...,on), (B1,...,0) € QF von paarweise verschiedenen Elementen ein g € G mit 9a; = 3; fiir
t=1,...,k existiert.
Beispiel 6.32.

(i) Die 1-transitiven Operationen sind genau die transitiven Operationen.

(ii) Jede k-transitive Operation ist offenbar auch [-transitiv fiir 1 <[ < k.
(iii) Sy, ist n-transitiv (auf {1,...,n}).
)

(iv) Sei n >3 und k :=n — 2. Fiir k-Tupel (ay,...,ax), (B1,...,B%) € {1,...,n}* mit paarweise ver-

schiedenen Elementen sei {x,y} = {1,...,n}\{a1,...,ap} und {&/,v'} = {1, ..., n}\{B1, ..., Bk}
Dann ist genau eine der beiden Permutationen

ap oo Ty Qr - QT Y
oder
(51 e B y’> (51 B Y IE')
in A,. Also ist A,, (n — 2)-transitiv.

(v) Fiir eine Primzahlpotenz ¢ und n > 2 operiert GL(n, ¢) 2-transitiv auf der Menge der eindimen-
sionalen Untervektorrdume von Fy (lineare Algebra).

Lemma 6.33. Sei ¢: G — Sym(R2) eine transitive Operation, w € Q und k > 2. Genau dann ist ¢
k-transitiv, wenn G, (k — 1)-transitiv auf Q \ {w} operiert.
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Beweis. Sei G k-transitiv und seien (ay,...,ax_1), (B1,---,Be—1) € (2\ {w})*! mit paarweise ver-
schiedenen Elementen. Dann existiert ein ¢ € G mit 9q; = §; fir i = 1,...,k — 1 und 9w = w. Also ist
g € G, und G, ist (k — 1)-transitiv auf Q \ {w}.

Sei nun Gy, (k—1)-transitiv auf Q\ {w}. Seien (a1, ..., ax), (B1, ..., Br) € QF mit paarweise verschiedenen
Elementen. Da ¢ transitiv ist, existieren z,y € G mit “ay, = w = Yf. Dann sind “o;,Y53; € 2\ {w} fir
i=1,...,k— 1. Es existiert also ein h € G,, mit "a; =¥8; fir i = 1,..., k. Fiir g := y 'he € G gilt
also 9a; = B; fiir i = 1,..., k. Also ist G k-transitiv. O

Lemma 6.34. Ist G — S, k-transitiv, so istn(n—1)...(n—k+1) | |G|.

Beweis. Induktion nach k: Im Fall k = 1 ist G transitiv und die Bahnengleichung liefert n | |G|. Sei
nun k£ > 2. Dann ist G transitiv und nach [Lemma 6.33|ist G; (k — 1)-transitiv auf {2,...,n}. Nach
Induktion ist also (n —1)...(n—k+1) | |G1|. Wegen |G : G1| = n folgt die Behauptung. O

Satz 6.35. Jede 2-transitive Operation ist primitiv.

Beweis. Sei p: G — Sym({2) eine 2-transitive Operation. Nehmen wir an, dass es einen Block A C Q
gibt. Seien o, f € A mit a # B und v € Q\ A. Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € G mit 9o = o und
93 = ~. Insbesondere ist @ # ANIA #= A. Widerspruch. O

Satz 6.36. Sei 1 # N <G und ¢: G — Sym(N \ {1}) die Operation durch Konjugation. Dann gilt:
(i) Ist ¢ transitiv, so ist N eine elementarabelsche p-Gruppe.
(i1) Ist ¢ sogar 2-transitiv, so ist p =2 oder |N| = 3.

(111) Ist @ sogar 3-transitiv, so ist |[N| = 4.

(iv) ¢ ist nie 4-transitiv.

Beweis. Sei p ein Primteiler von |N| und z € N ein Element der Ordnung p (Cauchy). Ist ¢ transitiv,
so ist jedes nicht-triviale Element von N zu z konjugiert. Insbesondere ist 4 = 1 fiir alle y € N. Also
ist N eine p-Gruppe und damit auflésbar. Aufserdem ist N ein minimaler Normalteiler. Aus [Satz 2.27

folgt

Sei nun ¢ 2-transitiv und p # 2. Dann ist 27! # . Sei y € N \ {1,2}. Dann existiert ein g € G mit
grg~' =2 und g~ 1g~! = y. Dies zeigt y = 27! und N = {1, z,27'}. Also gilt Ist ¢ 3-transitiv, so
muss also p = 2 gelten, da [N \ {1}| > 3. Sei U := {1,a,b,c} < N. Dann ist ¢ = ab. Fiir ein g € G mit
9a = a und 9b = b muss also auch 9¢ = c gelten. Dies zeigt U = N und folgt. Wére die Operation
4-transitiv, so wére [N \ {1}| > 4 im Widerspruch zu [(iii) O

Beispiel 6.37. Sei G = S4 und N = Vj. Bekanntlich operiert N reguldr auf {1,2,3,4}. Nach [Satz 6.19
ist die Operation von G4 = S3 auf {1, 2,3} isomorph zur Operation von G4 auf N \ {1}. Daher operieren
G4 und G tatsédchlich 3-transitiv auf N \ {1}.

Satz 6.38. Firn > 5 ist A, einfach.
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Beweis. Sei 1 # N 4G := A,,. Nach operiert A, treu und primitiv auf Q := {1,...,n}.
Daher operiert N transitiv auf Q nach [Satz 6.20] Wir argumentieren nun durch Induktion nach n. Sei
n =75 (vgl . Dann ist 5 ’ |N|. Da |G/N| nicht mehr durch 5 teilbar ist, muss N alle
Elemente der Ordnung 5 enthalten, d. h. alle 5-Zyklen. Jeder 5-Zyklus lasst sich eindeutig in der Form
(1,a,b,c,d) mit {a,b,c,d} = {2,3,4,5} schreiben. Also gibt es genau 4! = 24 solche Elemente und wir
erhalten |N| > 24. Wegen |N| | |G| bleiben nur die Méglichkeiten |N| € {30,60}. Also ist |G/N| auch
nicht mehr durch 3 teilbar und N muss auch alle 3-Zyklen enthalten. Von diesen gibt es (g) -21=20
Stiick. Also ist [N| > 24 + 20 = 44 und somit N = G.

Sei nun n > 6 und die Behauptung fiir n — 1 bereits gezeigt. Der Stabilisator G,, = A,,_1 ist nach
Induktion einfach. Nach dem Frattini-Argument ist G = NG,,. Wir kénnen also G, g N annehmen.
Insbesondere ist N N G,, < G,, und damit N, = N N G,, = 1. Also operiert N regular auf Q und
|N| = n. Nach operiert Gy, (n — 3)-transitiv auf Q\ {n}. Nach [Satz 6.19]ist diese Operation
isomorph zur Operation auf N \ {1} durch Konjugation. liefert nun n = 6 und |N| = 4. Dies
widerspricht aber |N| = n. O

Satz 6.39. Firn >5 sind 1, A, und S, die einzigen Normalteiler von S,,. Insbesondere ist S), = A,.

Beweis. Sei 1 # N <1.S,,. Dann ist N N A,, < A,,. Aus [Satz 6.38| folgt NN A,, € {1, A,}. Im zweiten
Fall ist N = A,. Im ersten Fall ist |S,| = |A,N| = |An||N| und |N| = 2. Dies widerspricht aber
batz 6.20) Ul

Satz 6.40. Ist G eine einfache Gruppe der Ordnung 60, so ist G = As.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine Untergruppe H < G vom Index 5. Sei P € Syly(G). Offenbar
ist Ng(P) < G. Im Fall |G : Ng(P)| = 3 gébe es einen nicht-trivialen Homomorphismus G — S3 im
Widerspruch zur Einfachheit von G. Wir konnen also Ng(P) = P annehmen (anderenfalls setze man
H := Ng(P)). Schneiden sich je zwei verschiedene 2-Sylowgruppen trivial, so besitzt die Vereinigung aller
2-Sylowgruppen 46 Elemente. Andererseits muss es nach Sylow aber mindestens sechs 5-Sylowgruppen
geben, die sich ebenfalls trivial schneiden. Dieser Widerspruch zeigt, dass es ein @ € Syly(G) mit
|P N Q| =2 gibt. Dann ist P,Q < Ng(P N Q). Wie oben ist |G : Ng(P N Q)| = 3 ausgeschlossen. Man
kann also H := Ng(P N Q) wahlen.

Die Operation auf den Nebenklassen G/H liefert nun einen Monomorphismus G — S5. Da Aj die
einzige Untergruppe der Ordnung 60 in S5 ist (Satz 6.39)), folgt G = As. O

Bemerkung 6.41. Mit Hilfe der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen kann man zeigen,
dass jede 4-transitive Permutationsgruppe zu einer der folgenden Familien gehort:

(i) Sy, mit n > 4.
(ii) A, mit n > 6.

(iii) Myy, Mya, Mas, May (sporadisch einfache Mathieugruppen).
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7 Verlagerung und normale Komplemente

Definition 7.1. Fiir eine Primzahl p heilst G p-nilpotent, falls ein p’-Normalteiler N < G mit p-
Faktorgruppe G/N existiert.

Bemerkung 7.2.

(i) In der Situation von ist offenbar N = O (G) = OP(G). Umgekehrt ist jede Gruppe
G mit Oy (G) = OP(G) sicher p-nilpotent. Ist P € Syl,(G), so gilt in diesem Fall G = Oy (G)P
und Oy (G) NP = 1. Also ist G = Oy (G) x P. Aukerdem ist dann O, (G) die Menge der
p/-Elemente von G.

(ii) Ist G p-nilpotent fiir ein p ‘ |G| # p, so ist G nicht einfach.

Beispiel 7.3. Wegen A3 <53 ist S3 2-nilpotent, aber nicht 3-nilpotent. Andererseits ist A4 3-nilpotent,
aber nicht 2-nilpotent.

Satz 7.4. Genau dann ist G nilpotent, wenn G fiir jede Primzahl p p-nilpotent ist.

Beweis. Ist G nilpotent und p eine Primzahl, so ist Oy (G) = @,., Oq(G) nach [Satz 4.10} Also ist
G /Oy (G) eine p-Gruppe und G ist p-nilpotent. Sei nun umgekehrt G p-nilpotent fiir jede Primzahl p.
Dann ist

D:= X G/0y(G)
plIG|

nach [Satz 4.10| nilpotent. Andererseits hat der Homomorphismus G — D, g = (90, (G)),||q| Kern
My ¢ Op (G) = 1. Wegen |G| = |D] ist G zur nilpotenten Gruppe D isomorph. O

Lemma 7.5. Untergruppen und Faktorgruppen p-nilpotenter Gruppen sind wieder p-nilpotent.

Beweis. Sei G p-nilpotent und H < G. Dann ist Oy (G) N H < Oy (H) und
H/(H 1 0,(G)) = HO(G)/0y(G) < G/Oy(G)

ist bereits eine p-Gruppe. Also ist H p-nilpotent. Sei nun N < G. Dann ist Oy (G)N/N < O, (G/N)
und

(G/N)/(Oy(G)N/N) = G/Oy(G)N = (G/Op(G))/(Op (G)N/Oy (G))
ist eine p-Gruppe. Also ist auch G/N p-nilpotent. OJ

Definition 7.6. Sei K < H < G mit abelscher Faktorgruppe H/K und sei R ein Reprisentantensystem
fir G/H. Fir g € G sei g € R mit gH = gH. Die Abbildung

Vik: G — H/K, g H(W)*lgTK
reR

heifst Verlagerung (engl. transfer) von G nach H/K. Da H/K abelsch ist, spielt die Reihenfolge der
Faktoren im Produkt keine Rolle.

Lemma 7.7. Die Verlagerung hdngt nicht von der Wahl von R ab und ist ein Homomorphismus.
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Beweis. Fiir Repriasentantensysteme R und S von G/H definieren wir

(RIS)= ][] s'rKeH/K

(r,s)ERXS,
rH=sH

dhnlich wie in [Definition 5.16, Dann gilt Vi, x(g) = (¢R|R) fiir g € G. Wie in zeigt man
(9RIR) = (9R|gS)(95IS)(S|R) = (RIS)(gS|S)(RIS)™! = (95]5).
Also héngt Vi i nicht von der Wahl von R ab. Fiir g,h € G ist

Vi (gh) = (ghR|R) = (9(hR)[hR)(hR|R) = (¢R|R)(hR|R) = Vi/k(9) Ve i (h)- .

Bemerkung 7.8. Wir wollen ein Représentantensystem R finden, sodass Vy i leicht zu berechnen
ist. Sei ¢ € G und seien z1H,...,z,H Reprisentanten fiir die Bahnen von (g) auf G/H durch
Linksmultiplikation. Dann ist R := {¢/z; :i=1,...,n, j=0,...,t; — 1} ein Repriisentantensystem fiir
G/H, wobei t; die Bahnenléinge von x; H unter (g) ist. Im Fall 0 < j < ¢; — 1 ist (g(¢?;)) tg(¢’2;) = 1
(bzgl. R). Also ist

n
Vi (9) = [[ 277 '
=1
mit ¢ + ... +t, = |G : H| und azi_lgtixi ceHfiri=1,...,n.

Beispiel 7.9. Fiir g € Z(G) ist also Vi (g9) = gl¢HIK . Auferdem erhélt man fiir H = Z(G) und
K =1 einen Homomorphismus G — Z(G), g — g|G’Z(G)|,

Definition 7.10. Fir H < G nennt man
Focg(H) := ([g,h] : g € G, h,[g,h] € H)

die Fokalgruppe von H in G.

Bemerkung 7.11. Offenbar ist H' < F' := Focg(H) < HNG' und F < H mit abelscher Faktorgruppe
H/F. Fiir g € G und h € H mit [g,h] € H ist ghg 'F = ghg 'h~'Fh = [g,h]Fh = Fh = hF. Dies
zeigt Vi p(h) = RIGHIF fiir alle h € H nach |Bemerkung 7.8l

Satz 7.12. Sei H < G und F := Focg(H) mit ggT(|G : H|,|H : F|) = 1. Fiir N := Ker(Vy/p) <G
gilt dann

() HONN=HNG =F.
(ii)) HN = G.

(iii) G/G' = HG'|G' & N/G'.

n
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Beweis.

(i) Da G/N zu einer Untergruppe der abelschen Gruppe H/F isomorph ist, gilt G’ < N und
F<HNG <HNN.Fiir h€ HNN ist 1 = Vi p(h) = I F und hl%H1 € F. Andererseits ist

auch hHFl ¢ F. Wegen ggT (|G : H|,|H : F|) = 1 existieren a,b € Z mit a|G : H| +b/H : F| = 1.
Es folgt
h = ha|G:H‘+b|H:F| cF
Somit gilt HNN < F.
(ii) Nach[@i)ist |G/N|> |[HN/N|=|H/HNN|=|H/F| > |G/N| und daher G = HN.

(iii) Nach [(ii)]ist G/G" = HN/G' = (HG'/G')(N/G') und nach (i) ist HG' "N = G'(HN N) =
G'F =G

(iv) Der Beweis von zeigt, dass Vi p surjektiv ist. O
Bemerkung 7.13. Die Voraussetzung ggT(|G : H|,|H : F|) = 1 in|Satz 7.12|ist zum Beispiel fiir 7-

Hallgruppen H erfiillt. Nach|Aufgabe 30|ist ggf. HG' /G’ eine m-Hallgruppe von G/G’. Nach [Satz 7.12(ii1)
ist dann N der kleinste Normalteiler mit abelscher m-Faktorgruppe. Dies zeigt N = O™ (G)G'.

Folgerung 7.14 (HIGMANs Fokalsatz). Fir P € Syl,(G) gilt Focg(P) = G' N P € Syl,(G").
Beweis. Wahle H = P inlbatz 7.12 O
Satz 7.15 (TAUNT). Sei H < G mit ggT(|G : H|,|H : H'|) = 1. Dann ist G NZ(G)NH < H'.

Beweis. Wie iiblich liegt G’ im Kern von Vi g. Fiir x € G'NZ(G) N H gilt daher Vg (z) = 1. Wegen
x € Z(G) ist andererseits Vi g () = z!GHIH' nach [Beispiel 7.9} also /% ¢ H'. Aus 2 € H folgt
auferdem z!"H'l ¢ H' Mit ggT(|G : H|,|H : H'|) = 1 ergibt sich 2 € H'. O

Satz 7.16 (ALPERINs Fusionssatz). Sei P € Syl,(G). Sei P die Menge aller Untergruppen Q < P mit
folgenden FEigenschaften:

(1) Np(Q) € Syl,(Na(@Q)),
(it) Op(Na(Q)) = Q,
(1iz) Cp(Q) =Z(Q).

Dann gilt
G'NP={(Nc(Q),Q: Qe P).

Beweis. Offensichtlich ist F := ([Ng(Q), Q] : @ € P) < G' N P. Fiir die umgekehrte Inklusion zeigen
wir allgemeiner: Ist A < P und g € G mit 94 < P, so gilt

[9,A] :== ([g,a] :a € A) < F.

Mit Higmans Fokalsatz folgt dann G’ N P = Focg(P) < F.

o1



Wir argumentieren durch Induktion nach |P : A|. Im Fall P = A ist g € Ng(P) und die Behauptung
gilt wegen P € P. Sei nun A < P. Nach [Satz 3.14]ist A < Np(A) < Ay € Syl,(Ng(4)). Nach Sylow
existiert € G mit *A; < P. Fiir Q := T A gilt einerseits

TA1 <*Ng(A) NP =Np(Q) <N¢(Q)

und andererseits *A4; € Syl,(Ng(Q)). Dies zeigt “Np(A) < Np(Q) € Syl,(Ng(Q)). Also gilt [(i)| fiir Q
und nach Induktion ist [z, A] < [z, Np(A)] < F. Wegen * 'Np(94) < Ng(Q) existiert y € Ng(Q) mit
v29'Np(9A) < Np(Q) nach Sylow. Man erhiilt [yzg~!,94] < [yzg~',Np(YA)] < F nach Induktion.
Sind und fir @ erfillt, so gilt [y, Q] < [Ng(Q), Q] < F nach Konstruktion. Sei nun

Q < Q:=0,(Ng(Q)) < Np(Q).

Dann ist y € Ng(Q) und induktiv folgt [y, Q] < [y,Q] < F. Sei schlieRlich Q := QCp(Q) > Q.

Wegen Cp(Q) = Np(Q) N Ca(Q) € Syl,(Ca(Q)) existiert z € Ca(Q) mit *YCp(Q) = Cp(Q). Nun gilt

zy € Ng(Q) und [y, Q] < [2y, Q] < F nach Induktion. In jedem Fall ist somit [y, Q] € F. Fiir a € A
folgt
[9,a] = (gag Ha ! = y(zaz ™y e =zaz e ' =1 (mod F). O

Satz 7.17 (PuiGs Hyperfokalsatz). Fiir P € Syl,(G) gilt

OP(G)N P = ([OP(Na(Q)), Q] : Q < P) = ([g,2] : g € G p'-Element,z,[g,z] € P).

Beweis. Sei

S:=([0"(N¢(Q)), Q] : Q < P) < P,
T :=([g,2] : g € G p/-Element, z, [g,2] € P) I P.

Sei x € @ < P und g € OP(Ng(Q)). Nach [Bemerkung 4.6| ist ¢ ein Produkt von p’-Elementen
91s---59n € Ng(Q). Fir n = 11ist [g,z] € T. Sei nun n > 2 und [g2 . .. gn, 2] € T bereits gezeigt. Wegen
[g2...gn,z] € Q < Pist [g1,92-..gn,x] € T. Es folgt

[g’l‘] = 91[92 .. 'gnal‘Hglax] = [92 .. -gn7$”gl,$] =1 (HlOd T)
Dies zeigt S < T

Jedes p/-Element g € G liegt in OP(G). Fiir =, [g,z] € P ist daher [g,7] = g(zg~'z~1) € OP(G) N P.
Also gilt ' < OP(G) N P und es bleibt OP(G) N P < S zu zeigen. Fiir H := OP(G) ist HN P € Syl,(H).

Fir @ < HNP ist OP(Ng(Q)) < OP(Ng(Q)) nach [Bemerkung 4.6, Wir diirfen daher G = H annehmen.
Dann ist P < G’ und Alperin zeigt

P=G'NP=(Na(Q),Q: Qe P).

Fir @ € P gilt Np(Q) € Syl,(Ne(Q)) und Ng(Q) = Np(Q)OP(Ne(Q)). Fir z € Q, y € Np(Q) und
g € OP(Ng(Q)) gilt

lyg, ] ="]g, z][y, z] = [Vg,%2][y, ] € [OP(Na(Q)), Q]P" < SP".

Insgesamt ist nun P = SP’ = S®(P) = S nach [Lemma 4.14] O

Satz 7.18 (FROBENIUS’ Verlagerungssatz). Sei P € Syl,(G), sodass Ng(Q)/Ca(Q) fir alle Q < P
eine p-Gruppe ist. Dann ist G p-nilpotent.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist [OP(Ng(Q)), Q] < [Cq(Q),Q] = 1 fir alle @ < P. Aus Puigs Satz
folgt OP(G) N P = 1. Daher ist OP(G) ein normales Komplement von P. O

Bemerkung 7.19.

(i) Es geniigt in [Satz 7.18| die Untergruppen @ € P aus Alperins Fusionssatz zu berticksichtigen. Es
gilt dann namlich G’ N P = P’ und die Behauptung folgt aus [Satz 7.38

(ii) Fir p > 2 haben Thompson und Glauberman bewiesen, dass G bereits dann p-nilpotent ist, falls
Ng(K(P))/Cq(K(P)) eine p-Gruppe ist, wobei K (P) eine gewisse charakteristische Untergruppe
von P ist, deren Definition kompliziert ist. Die analoge Aussage fiir p = 2 gilt nicht, denn es

gibt einfache Gruppen G (wie PSL(2,17), siehe [Satz 10.11]), sodass P € Syly(G) eine maximale
Untergruppe ist. Fiir @ < P ist dann Ng(Q) = P.

Satz 7.20 (GRUNs erster Verlagerungssatz). Fir P € Syl,(G) gilt
G'NP = [Ng(P),P(PNQ" :Q € SyL,(G)).

Beweis. Sicher ist
H:= [Ng(P), PPN Q' : Q € SyL,(G)) < PN G Focg (P).
Nehmen wir H < PNG" an. Wegen P’ < H ist H < P. Sei x € PN G'\ H mit minimaler Ordnung.

Zur Berechnung der Verlagerung Vp, g () nach [Bemerkung 7.8 zerlegen wir G in Doppelnebenklassen
der Form PyP. Offenbar ist PyP eine Vereinigung von Linksnebenklassen nach P und (z) operiert
durch Linksmultiplikation auf der Menge dieser Nebenklassen. Sei y = y1,...,yn € Py ein Repréisen-
tantensystem der entsprechenden Bahnen mit Bahnenlédngen p* < ... < p® (notfalls y durch ein y;
ersetzen). Die Bahnengleichung ergibt

En: a _ [PyP| _ |PyPy'|

= = |P:PnyPy ! =:p.
1P| |P|

i=1
Es gilt 27" y; P = y; P also y; 'a?"'y; € P und speziell y~ 2Py € P.
Fall 1: ¢t > 0.

Die Bahn von y; P liefert in Vp, g (7) den Beitrag z; H mit z; := y;la:pai y; € P (Bemerkung 7.8). Es gilt

1

1 — a; _ S _ _
ity ey =y P gy Ny €y Py,

1

Wegen a; > ay ist y~'aP"'y eine Potenz von y~'aP*'y € P. Dies zeigt

iy Py € PNy, Py € H.

“1gP"yH ersetzen. All diese Beitrige liefern

Man kann den Beitrag z;H in Vp/y(z) also durch y
zusamien y_lxptyH. Wegen = € G’ gilt y_lxpty € PN G’ und die Wahl von z zeigt y_lxpty € H.

Diese Doppelnebenklassen liefern also keinen Beitrag zu Vp, u(x).

Fall 2: t = 0.
Hier ist P = yPy !, also y € Ng(P). Der Beitrag von yP = y; P in Vpr(z) ist

y leyH =2zt y ) H = zH

(beachte: a; = 0). Die Anzahl dieser Doppelnebenklassen PyP = yP ist k := [Ng(P) : P| # 0 (mod p).
Insgesamt ergibt sich Vp g (7) = " H. Bekanntlich gilt z € G’ C Ker(Vp,g) und es folgt z¥ € H Da k
nicht durch p teilbar ist, erhalt man den Widerspruch z € H. 0
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Satz 7.21 (BURNSIDEs Verlagerungssatz). Sei P € Syl (G) mit Ng(P) = Cg(P). Dann ist G p-
nilpotent.

Beweis. Wegen P < Ng(P) = Cq(P) ist P abelsch. Griins Verlagerungssatz (oder Alperins Fusionssatz)
zeigt G' N P = [Ng(P), P] = 1. Daher folgt die Behauptung aus [Satz 7.12| O

Satz 7.22. Sei p der kleinste Primteiler von |G|. Besitzt G eine zyklische p-Sylowgruppe, so ist G
p-nilpotent.

Beweis. Sei P € Syl,(G) zyklisch der Ordnung p”. Dann ist [Aut(P)| = ¢(p") = p"~'(p — 1) nach
Bekanntlich ist Ng(P)/Cq(P) zu einer Untergruppe von Aut(P) isomorph. Wegen P < Cg(P)
ist daher |[Ng(P)/Cq(P)] ’ p—1. Nach Lagrange ist andererseits [Ng(P)/Cq(P)| | |G|. Da p der kleinste
Primteiler von |G| ist, erhalten wir Ng(P) = Cg(P). Die Behauptung folgt nun aus O

Beispiel 7.23.

(i) Sei |G| = 112 - 12. Wir wollen zeigen, dass G auflésbar ist. Sei P € Syl;;(G). Im Fall P < G sind
P und G/P auflésbar und daher auch G. Sei also P 4 G. Nach Sylow ist |G : Ng(P)| = 12 also
Ng(P) = P. Wegen |P| = 112 ist P abelsch und es folgt Ng(P) = P < Cg(P) < Ng(P). Nach
existiert ein N <G mit |N| = 12. Wieder sind N und G/N auflosbar und daher auch G.

(ii) Ist |G| nur einmal durch 2 teilbar, so ist G nach [Satz 7.22| 2-nilpotent. Nach Feit-Thompson ist G
sogar auflosbar.

Satz 7.24 (ZASSENHAUS). Sind alle Sylowgruppen von G zyklisch, so sind auch G' und G/G' zyklisch.
Insbesondere ist G metabelsch.

Beweis. Wir zeigen zunéchst durch Induktion nach |G|, dass G auflésbar ist. Sei p der kleinste Primteiler
von |G|. Nach [Satz 7.22|ist G/O, (G) eine p-Gruppe und damit auflésbar. Offenbar sind auch die
Sylowgruppen von O, (G) zyklisch. Nach Induktion ist also auch O,/ (G) auflésbar. Die Behauptung

folgt mun aus

Nun ist G/G" abelsch und alle Sylowgruppen von G/G’ sind zyklisch. Also ist auch G/G’ zyklisch. Mit
dem gleichen Argument geniigt es zu zeigen, dass G’ abelsch ist. Nehmen wir indirekt G” # 1 an. Ersetzt
man G durch G/G"”, so kann man annehmen, dass G” abelsch ist. Sicher ist dann G” zyklisch. Also
ist G/Cq(G") < Aut(G") = (Z/|G"|Z)* abelsch (Satz 2.4)). Dies zeigt G’ < Ce(G”) und G” < Z(G").
Da auch G’/G” zyklisch ist, muss schlieflich G’ abelsch sein (Aufgabe §|(a)). Dies widerspricht aber
G" # 1. O

Bemerkung 7.25. Man kann in der Situation von [Satz 7.24| weiter zeigen, dass G’ eine Hallgruppe ist.
Es gilt somit G = C,,, x C), mit ggT(n,m) = 1 nach Schur-Zassenhaus.

Beispiel 7.26. Gruppen quadratfreier Ordnung sind metabelsch.

Satz 7.27. Fir jede abelsche Hallgruppe H < G und N := Ng(H) gilt:

(i) | H = Cy(N) @ [H,N].|

(ii) [H, N] = Focq(H) = H N Ker(Vy ).
(iti) Cu(N) = Vg1 (H).
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Beweis. Wir fassen Vi, als Abbildung nach H auf und schreiben Vg := Vy,;. Sei g € H und
Vi(g) = [1, z; *g%iz; € H wie in [Bemerkung 7.8} Fiir i = 1,...,n ist dann g%, x; '¢gtz; € H und
(H,z;Hx; ') < Cg(g"), da H abelsch ist. Nach [Satz 5.41| (Wielandt) sind die nilpotenten Hallgruppen
H und acini_l in Cg(g%) konjugiert. Sei also ¢; € Cg(g') mit Cil‘ini_lci_l =Hfiri=1,...,n.
Dann ist ¢;x; € N und

z; gtz = a7 e gl = gt g (i) Y. (7.1)

Es folgt Vi (g) € ¢!“HI[H, N] und ¢/#! € Vy(H)[H, N]. Wegen ggT(|H|,|G : H|) = 1 ist sogar
H =Vy(H)[H, N].

Offenbar ist
[H,N] = {([h,z]: h € H,x € N) < Focg(H) < HNG' < HNKer(Vg)

(beachte: G/Ker(Vy) = Vu(G) < H ist abelsch). Daher ist auch H = Vi (H)(H N Ker(Vy)). Wegen
[H, N] < Ker(Vg) folgt Vir(Vi(g)) = Vir(g)!¢H! aus fiir g € H. Dies liefert Vi (H)NKer(Vy) = 1
und es folgt

H=Vy(H)® (HnNKer(Vy)) =Vy(H) ® [H, N].

Aus Ordnungsgriinden ist dann auch [H, N] = Focg(H) = H N Ker(Vy). Dies zeigt und einen Teil
von

Sei R ein beliebiges Reprisentantensystem fiir G/H und sei z € N. Wie in wéahlen
wir g € R mit gH = gH fir g € G. Es ist auch Rz ein Représentantensystem fiir G/H, denn aus
reH = sxH folgt rHr = sHx und rH = sH fiir r;s € R. Fiir g € G sei g € Rx mit gH = gH. Es gilt
dann greH = grHx = grHx = graH = grxzH und grxz = grzx fiir » € R. Dies zeigt

e Wa(g)e = [[ 2 (@) gre = [[ @) gra = [ @5) 952 Vir(g).
reR reR seRx

Also ist Vi (H) < HNZ(N) = Cy(N). Fiir g € Cg(N) gilt umgekehrt Vi (g) = ¢!“#l nach (7.1)). Dies
impliziert Vg (H) = Cy (V) und wir sind fertig. O

Bemerkung 7.28. In der Situation von [Satz 7.27| gilt G /Ker(Vy p) = H/F = Cy(N) mit F :=
Focg(H) nach [Satz 7.12| Auf diese Weise kann man héufig Normalteiler konstruieren.

Beispiel 7.29. Sei P = (4 x (5 eine 2-Sylowgruppe von G und N := Ng(P). Nach ist
O(P) = (2? 1z € P) = (.

Da ®(P) charakteristisch in P ist, ist ®(P) < N. Wegen |®(P)| = 2 ist sogar ®(P) < PNZ(N) # 1.
Nach [Bemerkung 7.28| existiert ein K < G mit G/K = P NZ(N). Insbesondere ist G nicht einfach.
Sei 1 # a € Aut(P) mit ungerader Ordnung. Nach [Bemerkung 4.20| operiert « nicht-trivial auf
P/®(P) = C2. Es gilt Aut(C?) = GL(2,2) = S3. Also muss « die drei maximalen Untergruppe von P
transitiv permutieren. Andererseits muss « die charakteristische Untergruppe {z € P: 22 =1} = 022
festhalten. Dieser Widerspruch zeigt, dass Aut(P) eine 2-Gruppe ist. Daher ist auch N/Cg(P) eine
2-Gruppe. Wegen P < C¢(P) ist sogar N = C¢(P). Nach Burnsides Verlagerungssatz ist G' 2-nilpotent.

Satz 7.30. Jede auflosbare Untergruppe H < G mit H N gHg™' =1 fiir alle g € G\ H besitzt ein
normales Komplement in G (vgl. [Aufgabe 31)).
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Beweis (SHAW). Induktion nach |H|: Wir kénnen H # 1 annehmen. Dann ist H' < H. Sei h € H
und Vi (h) = [TiL, x;  htiz H' wie in |Bemerkung 7.SI Dabei kénnen wir z1 = 1 annehmen. Wegen
hx1H = H = x1H ist dann t; = 1 und xl_lhtlxl = h. Fur ¢ > 1 ist z; ¢ H und xi_lhtil‘i €
HNx;'Hr; = 1. Dies zeigt Vi (h) = hH' fiir alle h € H. Insbesondere ist Vi (H) = H/H' und
Ker(Vg/p) " H = H'. Sei N := Ker(Vy ). Fiir g € G existiert ein h € H mit Vi g (9) = Vi (h)
und g = hh~'g€ HN. Alsoist G = HN.Firgc N\H' =N\ H ist gH'g ' NH' CgHg 'NnH = 1.
Nach Induktion besitzt H’ ein normales Komplement K in N. Nach sind H' und K
Hallgruppen von N. Insbesondere ist K charakteristisch in N und damit normal in G. Es gilt H N K =
HNNNK=HNK=1und G=HN = HH'K = HK. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 7.31. Frobenius hat gezeigt, dass die Auflosbarkeitsbedingung in tiberfliissig
ist. Man kennt dafiir jedoch keinen Beweis, der ohne Charaktertheorie auskommt.

Satz 7.32. Sei G eine nichtabelsche einfache Gruppe und P € Syl,(G) mit |P| = p™ > 1. Dann gilt
eine der beiden folgenden Aussagen:

(i) ggT(Ng(P): P|,(p" = 1)(p" ' =1)...(p—1)) # 1.
(it) n >3 und ggT(|G : Ng(P)|, ("' = 1)(p" 2 —=1)...(p* — 1)) # 1.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass P abelsch ist. Nach ist dann P < Cg(P) < Ng(P).
Sei g € Ng(P) \ Cg(P). Da P die einzige p-Sylowgruppe in Ng(P) ist, ist g kein p-Element. Indem
man g durch eine geeignete Potenz ersetzt (Lemma 2.1]), kann man annehmen, dass g Ordnung ¢° # 1
fiir eine Primzahl ¢ # p hat. Nach [Bemerkung 4.20| operiert (g) nicht-trivial auf P/®(P). Da P/®(P)
elementarabelsch ist, ist Aut(P/®(P)) < GL(n,p) und ¢ ‘ |GL(n,p)| = (p" — 1) (p" —p) ... (p" —p™ ).
Wegen ¢ # p ist dann auch

q|geT(Na(P): Pl (p" —1)(p" ' =1)...(p—1)) #1.

Sei nun P nichtabelsch. Insbesondere ist dann n > 3 und ®(P) # 1. Nach existiert eine
Untergruppe @ < P, sodass Ng(Q)/Cq(Q) keine p-Gruppe ist. Wir wihlen wieder einen Primteiler
q# p von |[Ng(Q)/Ca(Q)|. Wegen |Q : ®(Q)| < p"! erhiilt man dann wie eben ¢ | (p"~1 — 1)(p" 2 —
1)...(p>—1)(p—1). Wegen p?—1 = (p+1)(p—1) kann man dabei den Faktor p— 1 weglassen. Aukerdem
ist ¢ | |G : P|, da ¢ # p. Im Fall ¢ | [Ng(P) : P| gilt Aussage . Also konnen wir ¢ | |G : Ng(P)|
annehmen. Somit gilt Ul

Beispiel 7.33. Nach [Satz 4.22| und [Beispiel 7.26|ist die Ordnung einer nichtabelschen einfachen Gruppe
das Produkt von mindestens vier Primzahlen. Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung pqrs mit

Primzahlen p < g <r < s. Nach ist p = ¢ und nach ist ¢ < r. AuRerdem ist
1#ggT(rs, (p” = 1)(p— 1)) = ggT(rs,p+ 1)

nach [Satz 7.32 Dies zeigt p = ¢ = 2 und r = 3. Nehmen wir s = 3 an. Nach Sylow gilt dann Ng(S) = S
fir S € Syl;3(G). Dies widerspricht aber [Satz 7.21] Also ist s > 5. Sei S € Syl (G). Dann ist |G : Ng(9)|
ein Teiler von 12 und |G : Ng(S)| =1 (mod s) nach Sylow. Es folgt

6 <1+s<|G:Ng(9)| € {6,12}.

Der Fall |G : Ng(S)| = 12 widerspricht wie eben [Satz 7.21] Also ist s =5 und G = A5 nach [Satz 6.40

o6



Lemma 7.34 (BRANDIS). Sei G = HN mit H< G und N <G. Seit K:=HNN und K' < Ky < K
mit Ko < H und ggT(|K/Ky|,|G : H|) = 1. Angenommen die Verlagerung V: N — K/Ky ist trivial.
Dann gilt H= KL mit L < H und KN L= Kj.

Beweis. Sei R ein Représentantensystem fiir N/K. Fir 2 € N sei T € R mit K = TK. Wir definieren

a:H— K/Ky, =+ Hr_xTTKO
reR
(da K/Kj abelsch ist, spielt die Reihenfolge der Faktoren keine Rolle). Wegen Ky < H ist R = {r® :
r € R}. Fir z,y € H gilt

a(z)aly) = H r Y (rT)Y K H rT YT K = H r T Ky = a(zy),
reR reR reR

d. h. «v ist ein verschrankter Homomorphismus (Definition 5.19)). Nach [Lemma 5.20|ist L := Ker(a) < H.
Fiir z € K gilt 7K = 2~ 'rK und

11— _IN: 14— 8 _|N: Ty _IN:
a(r) = Haz L= ler® Ky =« ‘N'K|Hr lxx*1TK033 |N'K|V(x Hh=l =g INKI g,
reR reR

Wegen [N : K| = [N : NN H| = |[HN : H| = |G : H| und ggT(|K/Kol,|G : H|) = 1 ist ag
surjektiv und L N K = K. Fiir h € H existiert € K mit a(h) = a(z)~!. Da K/Kj abelsch ist, gilt
a(hr) = a(h)a(r) =1, d. h. hx € Ker(a) = L. Dies zeigt h = (hx)r~' € LK und H = K L. O

Satz 7.35. Sei P € Syl (G) und Q = PNOP(G). Dann existiert R < P mit P = QR und QN R = Q'

Beweis. Sei H := P, N := OP(G), K := Q und K := Q' in|Lemma 7.34] Sicher gilt G = HN und
geT(|K/Ky|,|G : H|) = 1. Da @' charakteristisch in @ < H ist, gilt auch Ky < H. Wegen OP(N) <G
ist OP(N) = N. Insbesondere muss die Verlagerung N — K /K| trivial sein. Nun folgt die Behauptung
aus [Lemma 7.34] O

Folgerung 7.36 (GAscHUTZ). Sind die p-Sylowgruppen von OP(G) abelsch, so besitzt OP(G) ein
Komplement in G.

Beweis. In der Situation von [Satz 7.35[ist OP(G)N R = QNR = Q =1 und G = POP(G) =
RQOP(G) = ROP(G). O

Bemerkung 7.37. Der nichste Satz ist eine Lokalisierung von Wielandts [Satz 4.16]

Satz 7.38. Fir P € Syl,(G) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) G ist p-nilpotent.
(2) G'NP < B(P).
(3) OP(G)N P < ®(P).

Gegebenenfalls ist G' NP = P’.
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Beweis. Ist G p-nilpotent, so ist
G'NP<POy(G)NP=POy(G)NP)=P <GNP

nach Dedekind. Insbesondere ist dann G' N P < ®(P). Sei nun N = OP(G)G’. Nach [Satz 7.12| und
[Bemerkung 7.13|gilt G'NP = NN P. Aus GNP < ®(P) folgt daher Q := OP(G)NP < NNP < ®(P).

Sei schlieflich @ < ®(P). Nach [Satz 7.35| existiert R < P mit P = QR = ®(P)R und QN R = Q’. Mit
Lemma 4.14] ergibt sich P = Rund Q = Q NP = @', also Q = 1. Somit ist G p-nilpotent. 0

Folgerung 7.39. Sei P € Syl,(G), sodass je zwei in G konjugierte Elemente x,y € P bereits in P
konjugiert sind. Dann ist G p-nilpotent.

Beweis. Sei g € G und z, [g,z] € P. Dann ist auch grg~! = [g, z]z € P. Nach Voraussetzung existiert
z € P mit grg~! = zx27. Es folgt [g,2] = [z,2] € P/ und G' N P = Focg(P) = P'. Die Behauptung
ergibt sich aus [Satz 7.38 OJ
Definition 7.40. Fiir eine Primzahl p sei

AP(G)/OP(G) == (G/OP(G))',  EP(G)/O"(G) := ©(G/OP(G)).
Bemerkung 7.41. Nach [Satz 4.17| ist AP(G) (bzw. EP(G)) der kleinste Normalteiler von G mit

(elementar)abelscher p-Faktorgruppe. Fiir P € Syl,(G) gilt G = POP(G) und daher AP(G) = P'OP(G)
sowie EP(G) = P'(2P : x € P)OP(G) = ®(P)OP(G).

Satz 7.42 (TATEs Verlagerungssatz). Sei H < G mit p 1 |G : H|. Dann sind folgende Aussagen
Gquivalent:

(1) G/OP(G)
(2) G/AP(G)
(3) G/EP(G)

I

H/OP(H).
H/AP(H).
H/EP(H).

1%

It

Beweis. Die Implikationen sind trivial. Sei nun G/EP(G) = H/EP(H) und P € Syl,(H).
Wegen p { |G : H|ist P € Syl,(G) und G = HOP(G). Aus H/HNOP(G) = HOP(G)/OP(G) = G/OP(G)
folgt OP(H) < OP(G) und analog EP(H) = EP(G) N H. Sei H := H/OP(H). Wir benutzen
mit N := OP(G), K :== HN N und Ky/OP(H) := ®(K). Dann ist K/Kq = K/®(K) eine abelsche
p-Gruppe und die Verlagerung N — K /K trivial. Man erhélt also H = KL mit L < K und KNL = K.
Nach Dedekind ist

H=L®(P)K = L(®(P)OP(G)NH) = L(EP(G)N H) = LEP(H) = L®(H) AT,
Es folgt K = KNL=Ky=®(K) = 1. Dies zeigt
G/OP(G) = HO?(G)/OP(G) = H/(HNOP(G)) =H/K = H/OP(H). O

Bemerkung 7.43.

(i) wurde von Tate 1964 mit kohomologischen Methoden bewiesen, wahrend Thompson
1970 einen charaktertheoretischen Beweis vorlegte. Brandis’ gruppentheoretischer Zugang von
1978 ist weitgehend unbekannt. So schreibt etwa Isaacs 2008 in seinem Buch, dass es keinen
,einfachen Beweis zu geben scheint. Gagola und Isaacs gaben spéter einen gruppentheoretischen
Beweis, der jedoch deutlich aufwendiger als der obige Beweis ist.
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(ii) Der Beweis von [Satz 7.42|zeigt, dass die in|(1)H(3)| gelisteten Faktorgruppen bereits dann isomorph
sind, wenn ihre Ordnungen iibereinstimmen. Nach Burnsides Basissatz bedeutet dann, dass

G/OP(G) und H/OP(H) minimale Erzeugendensysteme der gleichen Méchtigkeit besitzen.

(iii) Gelten die dquivalenten Aussagen in so sagt man: H kontrolliert die Verlagerung in G.
Ggf. ist G genau dann p-nilpotent, wenn H p-nilpotent ist. Besonders interessant ist die Wahl
H := Ng(P), wobei P € Syl (G). Ist P abelsch, so gilt G'N P = [H, P] < H'N P < G'N P nach
Griin. Wegen G/AP(G) = P/(G'NP) = H/AP(H) kontrolliert H in diesem Fall die
Verlagerung. Dies wird im néchsten Satz verallgemeinert.

Satz 7.44 (GRUNs zweiter Verlagerungssatz). Sei P € Syl,(G). Fiir alle g € G mit 9Z(P) < P sei
9Z(P) = Z(P). Dann kontrolliert Nq(Z(P)) die Verlagerung in G.

Beweis. Sei Z := Z(P) und H := Ng(Z). Da Z charakteristisch in P ist, gilt P < Ng(P) < H. Es
geniigt G’ N P < H' N P zu zeigen. Nach Griins ersten Satz brauchen wir nur R := PN Q' < H’
fiir alle @ € Syl,(G) zu beweisen. Sei g € G mit IP = Q. Dann ist Z < Cg(P) < Ng(R) und
97 < Cg(Q) < Ng(R). Wir wihlen Py € Syl(Ng(R)) und x € Ng(R) mit Z < P, und 7 < Py.
Nach Sylow existiert y € G mit YP; < P. Es folgt ¥Z < P. Die Voraussetzung impliziert nun y € H.
Analog ist yrg € H und daher xg € H. Dies zeigt R="R< PN*P < H'. O

Bemerkung 7.45.

(i) Yoshidas Verlagerungssatz besagt, dass Ng(P) die Verlagerung kontrolliert, falls P keine zu C1C),
isomorphe Faktorgruppe besitzt (wobei C, regulér auf sich selbst operiert). Insbesondere gilt dies,
falls [P| < |Cp1 Cp| = pPT! oder falls die Nilpotenzklasse von P kleiner als p ist (Aufgabe 42)).

(ii) Der nichste Satz hat Ahnlichkeit mit |[Lemma 5.13

Satz 7.46 (ROQUETTE). Sei G = HN mit H < G und N<4G. Sei HON < ®(H) und ggT(|[HNN|, |G :

H|) = 1. Dann besitzt H ein normales Komplement in G.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass N als Normalteiler bzgl. der FEigenschaft G = HN minimal ist. Sei
K := HN N und 7 die Menge der Primteiler von |K|. Dann ist M := O™(N) charakteristisch in N und
normal in G. Nun ist ggT(|K|,|N : K|) = ggT(|K|,|G : H|) =1 und N = KM nach [Lemma 1.9(vi)}
Es folgt HM = HKM = HN = G und die Minimalitdt von N zeigt N = M. Also besitzt N keine
echten m-Faktorgruppen. Insbesondere ist die Verlagerung N — K/K' trivial. mit Ky = K’
liefert L < H mit H = KL und K N L = Kj. Nach Voraussetzung ist H = KL = ®(H)L = L und
daher K = Ky = K'. Nach Frattini ist ®(H) und somit auch K nilpotent. Man erhélt K =1, d.h. N
ist ein normales Komplement von H. O

Satz 7.47 (SHEMETKOV). Sei N QG. Sei w eine Menge von Primzahlen p mit folgender Eigenschaft:
Es existiert P € Syl,(G), sodass PN N abelsch ist und ein Komplement in P besitzt. Dann evistiert
H <G mit G=HN, sodass H NN eine 7'-Gruppe ist.

Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach |G|+ |N| + ||

Fall 1: N’ < N.

Sei p eine Primzahl mit M := OP(N) < N. Im Fall M = 1 folgt die Behauptung mit G = H falls
p ¢ 7 oder mit falls p € 7. Sei also M # 1 und G := G/M. Sei q € 7. Nach Voraussetzung
existiert eine g-Sylowgruppe G, = N, x R von G, wobei N, € Syl (N) abelsch ist. Offenbar sind
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N, < G, Sylowgruppen von N bzw. G und N, ist abelsch. Wegen RN N < RNG,NN=RNN, =1
ist NyM N RM = (N;JM N R)M = M und G, = N, x R. Nach Induktion existiert K/M < G mit
G = KN, sodass (K N N)/M eine ©’-Gruppe ist.

Fiir ¢ # p ist jede g-Sylowgruppe von M auch eine ¢-Sylowgruppe von N und besitzt daher ein
Komplement in K. Sei nun ¢ = p und K, € Syl,(K). Nach [Folgerung 7.36| besitzt M = OP(K,M) ein
Komplement R in K,M. Es gilt

R| = |[K,M : M| = |K,: K, N\ M| = |K : M,

Nach Sylow muss R eine p-Sylowgruppe von M,, von M normalisieren, denn deren Anzahl ist 1 modulo
p. Nun ist R ein Komplement von M), in der Sylowgruppe M, x R von K. Wegen M < N gilt die
Behauptung fiir M < K nach Induktion, d. h. es existiert H < K mit K = HM, sodass H N M eine
7/-Gruppe ist. Dann ist G = KN = HMN = HN und wegen

(HNN)/(HNM)=(HNN)M/M =(KNN)/M
ist auch H N N eine 7’-Gruppe.

Fall 2: N = N'.

Im Fall 7 = & gilt die Behauptung mit H = G. Sei also p € 7 und 7 := 7\ {p}. Nach Induktion existiert
K < G mit G = KN, sodass K N N eine 7'-Gruppe ist. Wir konnen annehmen, dass K N N keine
w'-Gruppe ist, d. h. p teilt |[K N N|. Sei P € Syl,,(K N N). Nach diirfen wir K NN < ®(K)
voraussetzen. Insbesondere ist K NN < K nilpotent und P = O,(K NN) <K < Ng(P). Wir betrachten

L := KCy(P) < Ng(P).

Nach Voraussetzung existiert eine abelsche p-Sylowgruppe N, von N, die P enthélt. Sicher ist N, €
Syl,(Cn(P)) und N, besitzt ein Komplement in L. Sei nun ¢ € 7. Eine ¢-Sylowgruppe K, von K
normalisiert ein Cy(P), € Syl,(Cn(P)). Da K N N eine 7'-Gruppe ist, gilt K, N Cn(P); = 1 und
Cn(P)qx K4 € Syl (L). Nach Taunt gilt N,NZ(N) = N,NZ(N)NN' = 1. Insbesondere ist Cy(P) < N
und wir konnen Induktion auf Cy(P) < L anwenden. Dies liefert H < L mit L = HCy(P), sodass
HNCpy(P) eine ©’-Gruppe ist. Dann ist G = KN = KNy(P)N = LN = HN. Wegen |N : Cy(P)| £ 0
(mod p) ist
(HNN)/(HNCn(P)) = (HNN)Cn(P)/Cn(P)

eine p’-Gruppe. Andererseits ist
(HNN)Cn(P)/Cn(P) = (KN N)Cn(P)/CNn(P) = (KNN)/(KNCn(P))

eine 7/-Gruppe. Insgesamt ist H N N eine 7’-Gruppe. O

Folgerung 7.48. Sei N <G. Fir jeden Primteiler p von |G : N| besitze N eine abelsche p-Sylowgruppe
mit einem Komplement in einer Sylowgruppe von G. Dann besitzt N ein Komplement in G.

Beweis. Sei m die Menge aller Primteiler von |G : N|. [Satz 7.47|liefert H < G mit G = HN, sodass
HNN eine 7’-Gruppe ist. Mit [Lemma 5.13|konnen wir andererseits erreichen, dass H NN eine m-Gruppe

ist (siehe Beweis von [Folgerung 5.30)). Also ist H N N = 1. Ul
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8 Erzeuger und Relationen

Wir lassen in diesem Kapitel wieder zu, dass G eine unendliche Gruppe ist.

Definition 8.1. Ein Alphabet sei eine beliebige Menge A, deren Elemente wie Buchstaben nennen.

Ein Wort w ist eine Folge der Form w = a{' ...a$ mit aj,...,a, € Aund €1, ...,¢, € {£1}. Dabei ist
auch das leere Wort mit n = 0 zugelassen. Gilt a; # a;4+1 oder ¢; = ¢; 41 fiiri=1,...,n — 1, so heifit w
reduziert. Offenbar kann man jedes Wort w in ein reduziertes Wort w iiberfithren, indem man Teile der
Form aa~! oder a~'a sukzessiv streicht (nach ist w eindeutig bestlmmt) Auf der Menge
W aller Worter definiert w ~ v :<=> w = ¥ eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen

Fy :={[w] : w € W} bildet dann eine Gruppe bzgl. Konkatenation, d. h.
[w][v] := [wo]  [w], [v] € Fa.

Das neutrale Element ist die Aquivalenzklasse des leeren Worts [|. Das Inverse von [af'...aS"] ist
[a;, " ...a7“']. Man nennt F4 die freie Gruppe tiber dem Alphabet A.

Bemerkung 8.2.

(i) Mittels der Injektion A — F4, a — [a] konnen wir A als Teilmenge von F4 auffassen. Es gilt
dann Fy = (A).

(ii) Fir A = @ ist F}4 = 1. Im Fall |A| = 1 ist offenbar F)y = Z. Fiir |A| > 2 ist F4 nichtabelsch,
denn aba—1b—1 = aba=1b~! fiir a,b € W, a # b.

(iii) Sei w = aj'...aS € Fa \ {1} mit endlicher Ordnung. Nach eventueller Konjugation mit a;
konnen wir a§ 75 a,, “* annehmen. Dann wéren aber samtliche Potenzen w" mit n € N reduziert.
Dieser Wlderspruch zeigt, dass F4 torsionsfrei ist.

Satz 8.3 (Universelle Eigenschaft freier Gruppen). Jede Abbildung A — G ldsst sich zu genau einem
Homomorphismus Fqu — G fortsetzen.

Beweis. Sei f: A — G gegeben. Fiir w = al _..a € W definieren wir f(w) := f(a1)® ... f(an) € G.
Offenbar ist f ( )=1f ( ). Somit induziert f eine Wohldeﬁmerte Abbildung Fy — G, die wir ebenfalls
mit f bezeichnen. Wegen f (wv) f (w) f ( ) fiir w,v € W ist f ein Homomorphismus. Wegen Fy = (A)
ist feindeutig durch f bestimmt. O

Satz 8.4. Fir endliche Alphabete A und B sind Fa und Fp genau dann isomorph, wenn |A| = |B| gilt.

Beweis. Sei zunéchst f: A — B eine Bijektion. Wegen B C Fp existiert eine homomorphe Fortsetzung
f Fjy — Fp von f nach|S Analog hat auch f eine homomorphe Fortsetzung f : Fp — Fy.
Wegen Fy = (A) und Fp = (B ) ist fof- Ff1=1und f- f1o F=1. Also sind F4 und Fj isomorph (die
Endlichkeit von A und B wird fiir diese Richtung nicht benutzt).

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass Fi4 und Fg isomorph sind. Da es genau 214l Abbildungen der Form
A — Oy gibt, existieren nach genau so viele Homomorphismen Fy — Co. Wegen Fy = Fp
existieren genau 214l Homomorphismen der Form Fg — Cy. Dies zeigt |A| = | B. O

Definition 8.5. In der Situation von [Satz 8.4| nennt man rk Fy := |A| den Rang von F4. Eine freie
Gruppe vom Rang k € N wird mit F}, bezeichnet.
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Satz 8.6. Sei X ein Erzeugendensystem von G mit der Figenschaft, dass jede Abbildung von X in eine
Gruppe H eine homomorphe Fortsetzung G — H besitzt. Dann ist G = Fx.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Homomorphismus f: G — Fx mit f(x) = z fiir x € X. Nach
Satz 8.3| existiert auch ein Homomorphismus g: Fx — G mit g(z) = «z fiir € X. Offenbar ist dann
fog=idp, und go f =idg. Dies zeigt, dass f ein Isomorphismus ist. O

Satz 8.7. Jede Gruppe G ist zu einer Faktorgruppe einer freien Gruppe F isomorph. Ldsst sich G
durch n Elemente erzeugen, so kann man rk F' = n wdhlen.

Beweis. Sei X ein Erzeugendensystem von G. Nach existiert ein Homomorphismus f: Fy — G
mit f(x) = z. Offenbar ist f surjektiv und die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz. O

Bemerkung 8.8.

(i) Sei X ein Erzeugendensystem fiir G und f: Fx — G mit f(x) = x wie in Die Elemente
in Ker(f) nennt man Relatoren fir G bzgl. X. Fiir 7' ... 25 € Ker(f) gilt also 7' ...z =1 1in
G. Eine Gleichung dieser Form heifit Relation fiir G bzgl. X.

(ii) Sei umgekehrt F4 eine freie Gruppe und X C Fy. Sei N := (¢Xg~!: g € F4) < F4 der normale
Abschluss von X in Fy. Wir setzen

(Al X)=(A|{x=1:2€ X}):=F4/N.

Man identifiziert Buchstaben a € A oft mit ihren Nebenklassen alN € (A | X) (im Allgemeinen
nicht injektiv!). Ist |A|4|X| < 0o, so nennt man (A | X) endlich prisentiert. Auf diese Weise ldsst
sich jede Gruppe beschreiben, aber im Allgemeinen ist es schwierig die Eigenschaften von (A | X)
zu bestimmen. Zum Beispiel existieren endlich prasentierte Gruppen, fiir man algorithmisch nicht
entscheiden kann, ob sie trivial sind!

Beispiel 8.9.
(i) (A]@)=F
(ii) (x| 2™ =(x|2"=1) ZZ/nZ = C,.
1_,2 1_ 2 1

(iii) Sei G := (x,y,2 | zyr~t = %, yzy =1 = 22, 22271 = 2?). Fiir a,b € N gilt

_ _ _ . a
xayb - l:liyb:L’ 11, - 1y2b‘r - 2y4b$2 - = y2 bxa‘

Durch zyklische Vertauschung von z,y, z erhélt man analoge Gleichungen. Es folgt

2% = 2ay = 222y = alyz = y'02ts = 10222

und z = 271y 7162292 € (y,2). Also ist G = (y,z). Wegen N := (2) <G und G/N = (yN

)
ist G auflosbar. Andererseits ist y = zyz~'y~! € G’ und analog z,z € G'. Dies zeigt G = 1
(anderenfalls wire G = G’ < G).

Satz 8.10 (VON DYCK). Seien G = (x; i € I> und H = (y; - i € I) Gruppen, sodass fir jede Relation
€1

Tl " =1 in G auch die Relation y yZ" =1 in H gilt. Dann existiert ein Epimorphismus

G—)Hmztf(a;z)—yZ firiel.
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Beweis. Nach existieren Epimorphismen fg: Fr — G und fy: F;r — H mit fg(i) = x; und
fu (i) = y; fiir i € I. Nach Voraussetzung gilt Ker(fg) < Ker(fr). Also ist

G = Fr/Ker(fg) — (Fr/Ker(fa))/(Ker(fr)/Ker(fa)) = Fr/Ker(fg) 2 H

der gesuchte Epimorphismus. O

Beispiel 8.11.

(i) Sei G :=(z1,...,zpn | [zi,z;] = 1 Vi, j). Offenbar ist G abelsch und jedes Element in G hat die
Form z{' ... 2% mit a1,...,an € Z. Seinun H := (y1) ... D (yn) = C2. Nach [Satz 8.10| existiert
ein Epimorphismus f: G — H mit f(x;) = y; fir i = 1,...,n. Offenbar ist f auch injektiv und
G = H = C%. Dies erkléart den Begrift freie abelsche Gruppe. Im Allgemeinen ist jede abelsche
Gruppe offenbar zu einer Faktorgruppe von ((z;)icr : [z, z;] =1 Vi,j € I) isomorph.

1 1

(i) Sei G := (z,y| 2™ = y* = (xy)? = 1) fiir n > 2. Wegen zyry =1 und y?> = list ay =y a7 =
yx~1. Auf diese Weise kann man jedes Element in G in der Form z'y/ mit 4,5 € Z schreiben.
Wegen 2" = 32> = 1 kann man i € {0,...,n — 1} und j € {0,1} annehmen. Insbesondere gilt
|G| < 2n. Sei nun H = Dsy,,. Dann existieren Elemente 7,y € H mit H = (z) x (y). Insbesondere
ist 2" = y? = 1. AuRerdem gilt yzy~! = 771, also (27)? = 1. Nach gibt es einen
Epimorphismus G — H. Wegen |H| = 2n > |G| ist daher G = H = Do,

Bemerkung 8.12 (COXETER-TODD-Algorithmus). Um die Grofe einer Gruppe G = (X | R) nach
oben abzuschétzen, sucht man zunéchst eine ,bekannte Untergruppe H < G (zum Beispiel H = (x)
fir ein x € X). Danach wéhlt man eine Liste L von Linksnebenklassen nach H, sodass G die Elemente
von L durch Linksmultiplikation permutiert. Da im Allgemeinen G transitiv auf G/H operiert, muss L
bereits alle Nebenklassen nach H enthalten. Dies zeigt |G| < |L||H| (Nebenklassen diirfen mehrfach in
L auftauchen).

Satz 8.13 (CARMICHAEL). Firn > 2 gilt

Ap = (21, |23 = =ad_ 5 =1, (zix;)? =1 (i #j)).

Beweis. Sei G die Gruppe auf der rechten Seite. Fiir n = 2 ist Ap = 1 = (&) = G. Sei daher n > 3
und m :=n — 2. Sei H := (x1,...,xm-1) < G. Nach von Dyck ist H eine Faktorgruppe von A, _.
Insbesondere ist |H| < $(n— 1)L Fiir i # j gilt ,2; = (z;2;) 7! = xj_lxi_l = x?w? in G. Wir betrachten
die n Nebenklassen

L:={H, z,H, 22 H, 22 |z, H, 22 ox,H,... iz, H}.
Fiir 4,7 < m mit i # j gilt
x;,H=H,
zixmH = 22 22 H = 22 H,

vl H = v;22 o7 H = 222, H,
it H = rpra H = 2?2t H = 222, H,

a?ia:]zme = xiwjxan = x?xfx?nH = x?me.
Dies zeigt, dass G durch Linksmultiplikation auf L operiert. Man erhélt |G| < n|H| < n!/2.

Umgekehrt erfiillen die Elemente z; := (1,2,i+2) firi = 1,...,n—2 in A, die angegebenen Relationen,
denn z;z; = (1,74 2)(2,j + 2) fiir ¢ # j. Nach [Satz 8.10| existiert ein Isomorphismus G — A,,. O
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Satz 8.14 (GAuUsS). Fir jede Primzahl p und n > 1 gilt

Cy X Con-2  falls p=2 <n,
Cpn-1(p—1)  sonst.

Aut(Cpn) = {

Beweis. Nach [Satz 2.4ist Aut(Cpn) = (Z/p"Z)* =: G.

Sei zunéichst p > 2. Wir miissen zeigen, dass G zyklisch ist. Im Fall n = 1ist G = )’ und die Behauptung

gilt (Algebra oder [Satz 9.8). Sei nun n > 2. Dann ist |G| = p(p") = p"~!(p — 1). Die kanonische
Abbildung ¥: G — (Z/pZ)*, a + p"Z — a + pZ ist offenbar ein Epimorphismus. Insbesondere ist

P :=Ker(¥) € Syl,(G) und G/P = C},_1. Nach [Satz 2.11] geniigt es zu zeigen, dass P zyklisch ist. Wir
zeigen genauer, dass P von 1 4+ p 4 p"Z € P erzeugt wird. Dafiir berechnet man

n—2

b n—2
(1+p)” " =3 <p )pk =1+p" " #1 (mod p").

k
k=0
Sei nun p = 2 und 0. B.d. A. n > 2. Dann ist |G| = 2"~!. Wegen (—1 + 2"Z)? = 1 + 2"Z geniigt es,
G=(-1+2"Z) & (5+2"Z)

zu zeigen. Der Fall n = 2 ist klar. Sei also n > 3. Man berechnet

2n73

n— n— 2n—3
=144 =Y < " )2%; 14271 (mod 2").
k=0
und ,
57 =(14+2"H2=1 (mod 2").

Also ist |(5 + 2"Z)| = 2"72. Wegen —1 # 1+ 2"~ (mod 2") ist auch (—1 +2"Z) N (5 +2"Z) =1. O

Satz 8.15. Sei P eine p-Gruppe der Ordnung p" mit einer zyklischen Untergruppe der Ordnung p™~'.

Dann gilt eine der folgenden Aussagen:
(i) P = Cyn oder P = Cpn1 x Cp.
(i) n >3 und P = Mpn := (z,y | " =y =1, yry~! = 2"7) (modulare Grupp.

(iii) p=2,n>3 und P~ Qg = (z,y | 2% =1, y> = 22" ", yay~' = 271) ((verallgemeinerte)
Quaternionengruppe).

(iv) p=2,n>4 und P = Don.
() p=2,n>4und P SDyn := (z,y | 22" =92 =1, yoy ' =27 42"") (Semidiedergruppe).

Beweis. Ist P abelsch, so gilt offenbar nach [Satz 2.11] Sei nun P nichtabelsch. Dann ist n > 3.
Satz 4.10

Sei x € P mit |[(z)| = p"~!. Dann ist (x) < P nach Nehmen wir zundchst an, dass (z) ein
Komplement in P besitzt, d. h. es gilt P = (x) x (y) fiir ein y € P mit y? = 1. Ist p > 2, so ist Aut((z))
zyklisch nach Indem man y notfalls durch eine Potenz ersetzt, erreicht man yry ! = x1+pn_2,
denn (1+p" 2)? =1 (mod p"~!). Nach existiert ein Epimorphismus Mp» — P. Offenbar gilt

|Mpn| < p™ und es folgt P = M.

Y Modular bedeutet, dass eine Verallgemeinerung der Dedekind-Identitat gilt: U < W = (U, V)N W = (U,V N W) fiir
alle U, V,W < G. Fiir G = Mp,» gilt sogar (U, V) =UV,d. h. UV = VU fiir alle U,V < Mp» (Aufgabe 61)
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Sei nun p = 2. Im Fall n = 3 ist Aut((z)) immer noch zyklisch und man erhalt wieder P = Mg = Dsg.
Sei also n > 4. Nach besitzt Aut({x)) genau drei Involutionen (=Elemente der Ordnung 2):
z— L 2 22 und 2 — z7142"7% Der erste Fall fiihrt zu P = Don, der zweite zu P = Mon
und der dritte zu P = SDan.

Im Folgenden kénnen wir annehmen, dass (z) kein Komplement in P besitzt. Sei y € P\ (x). Dann ist
yP € (z) = Cp(z). Die Operation von (y) auf (x) induziert also nach wie vor einen Automorphismus
der Ordnung p. Im Fall y? ¢ (2P) wire P = (y) abelsch. Sei also i € Z mit

vi y 222" falls p = 2,
€T =
y P falls p > 2.

Im Fall yoy~! = 227" 7 ist [y, 2] = 217" "2~ = 2" * € Z(P) und [Aufgabe 14(b) liefert

(a'y)? = 2PyPly,2]() = 1.
Dann wiire aber (z'y) ein Komplement von (z). Also ist p = 2 und yay~! € {z~%, 272"}, wobei im
zweiten Fall n > 4 gilt. In beiden Faillen ist y? = yy?y~! = ya?fy~! = 272% = y=2 und y* = 1. Dies
zeigt y2 = 22" 7. Gilt nun yoy =t = 272" = 27142, so ist (zy)? = z(yxy~H)y? = y* = 1. Dann wire
(zy) ein Komplement von (x). Also ist yzy~! = 27! und es gibt einen Epimorphismus Qon — P. Es ist
leicht zu sehen, dass |Qan| < 2™ gilt. Somit ist P 2 Qan. O

Satz 8.16. Die Gruppen Mpyn, Don, Qon und SDan haben die Ordnung p™ (bzw. 2"™) und sind paarweise
nicht isomorph.

Beweis. Es ist klar, dass man semidirekte Produkte C),n—1 x C), mit geeigneten Operationen konstruieren
kann. Somit zeigt dass Mpn, Don und SDgn die ,richtige” Ordnung haben. Sei nun ¢ :=
e2™/2""" ¢ Cund Q = (z,y) < GL(2,C) mit

(¢ O (0 1
() (D)

Offenbar gilt 22" =1, y2 = 22" und yay~! = 27L. Also hat jedes Element in @ die Form 2%y mit

i€{0,...,2"' —1} und j € {0,1}. Wegen y ¢ (z) ist |Q| = 2". Nach [Satz 8.15| gilt Q = Qan.

Es verbleibt zu zeigen, dass die Gruppen Man, Dan, Q2n und SDan paarweise nicht isomorph sind (mit
der Ausnahme Mg = Dg). Die semidirekten Produkte Man, Don und SDan besitzen mindestens zwei
Involutionen. In Qgn ist andererseits (2'y)? = x'yz’y~1y? = y? # 1 fiir i € Z. Daher besitzt Qon nur
eine Involution und es gilt Qan % Mon, Qan 2 Don und Qaon 2% SDon. Wir konnen nun n > 4 annehmen.
In der Gruppe Mon gilt ([z,y]) = (z(yz~'y™1)) = (22" ") < Man. Da Myn/{[x,y]) abelsch ist, gilt
M}, = ([z,y]) = Cy. In Dan gilt andererseits [z,y] = 22 und damit |D},| > 2""2. In SDa» ist analog
[z,y] = 22+2"7 und |SD},.| > 2"~2. Dies zeigt Man % Don und Man % SDagn. Schlieflich miissen wir
noch Dsn von SDsyr unterscheiden. Nach Burnsides Basissatz ist

Dan /®(Dan) 22 C2 22 SDon /®(SDan).
Die maximalen Untergruppen von Dan sind daher (z) & Cyn-1, (22, y) = Dyn—1 und (22, 2y) = Don-1.

Die maximalen Untergruppen von SDgn sind andererseits () & Con-1, (22, y) = Don-1 und (22, zy) =
Qanl % Dzn—l. Also ist D2n % SDQn. ]
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9 Zentralprodukte und die verallgemeinerte Fittinggruppe

Bemerkung 9.1. Sei P eine nichtabelsche p-Gruppe der Ordnung p™. Da P nicht zyklisch ist, gilt
|P: P'| > |P: ®(P)| > p?. Dies zeigt, dass die Nilpotenzklasse von P héchstens n— 1 betrigt (Satz 3.9).
Gilt Gleichheit, so sagt man: P hat mazimale Klasse. In diesem Fall ist |P : PFl| = pF fiir k > 2.

Lemma 9.2. Sei P eine p-Gruppe der Ordnung p™ mit mazimaler Klasse. Sei N < P mit |[N| = pF <
p" 2. Dann ist N = Zi(P) = pln—k]

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 3 folgt die Behauptung aus [Beispiel 4.21] Sei also n > 4 und
N # 1. Da auch P/Z(P) maximale Klasse hat, gilt |Z(P)| = p. Nach ist Z(P) < N. Induktion
impliziert daher N/Z(P) = Zyx_1(P/Z(P)) = Zx(P)/Z(P) und N = Z;(P). Nach [Bemerkung 9.1] ist
auch P"=* ¢in Normalteiler der Ordnung p*. Also ist P**l = 7, (P) = N. O

Satz 9.3 (TAUSSKY). Fir jede nichtabelsche 2-Gruppe P sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) P hat mazimale Klasse.
(2) |P: P'|=4.

(8) P ist eine Diedergruppe, eine Quaternionengruppe oder eine Semidiedergruppe.

Beweis. Die Implikation (1)=(2) folgt aus [Bemerkung 9.1} Sei nun |P : P/| = 4. Sei 2" := |P| minimal,
sodass (3) nicht erfiillt ist. Wir haben in[Satz 8.16|bereits gesehen, dass [M3,.| = 2 gilt. Nach [Satz 8.15]ist
daher exp(P) < 2"2. Sei Z < Z(P)N P’ mit |Z| = 2 (Satz 3.14). Dann ist |P/Z : (P/Z)'| = |P/P’| = 4.
Nach Wahl von P ist P/Z € {Dgn-1,Qon-1,SDgn-1}. Sei also x € P mit |P : (z)Z] = 2. Wegen
7Z < 7(P) und exp(P) < 2" 2 ist (2)Z = Cyn-2 x Cs. Ausfolgt Z(P)=Z.Firy e P\ (x)Z
gilt yoy~t € a7t Z U =27 7 und yx?y~! = 272, Dies liefert den Widerspruch 2" e Z(P)=Z.
Also muss (3) gelten.

Sei nun P € {Dan,Qon, SDon}. Wir zeigen (1) durch Induktion nach n (vgl. [Aufgabe 15). Im Fall

n = 3 sind Dg und Qg nichtabelsch und daher von maximaler Klasse. Sei nun n > 4. Dann ist

[z,y] € {22, 22"2" "} und P’ = (22). Aus |Aufgabe 24| folgt Z(P) = (2" ). Nach Induktion hat
P/Z(P) = Dyn—1 maximale Klasse und daher auch P. O

Bemerkung 9.4. Fiir p > 2 gibt es nichtabelsche p-Gruppen P mit |P : P'| = p?, die nicht maximale
Klasse haben. Blackburn hat alle 3-Gruppen mit maximaler Klasse klassifiziert. Andererseits kennt
man die p-Gruppen maximaler Klasse fiir p > 3 nicht.

Satz 9.5. Sei P eine nicht-zyklische p-Gruppe, in der jeder abelsche Normalteiler zyklisch ist. Dann ist
p =2 und P hat mazimale Klasse.

Beweis. Sei A< P ein maximal abelscher Normalteiler (d. h. es gibt keinen abelschen Normalteiler von P,
der A echt enthélt). Nach Voraussetzung ist A zyklisch und daher A < P. Auferdem ist A < Cp(A) < P.
Nehmen wir A < Cp(A) an. Da die Hauptfaktoren von P alle Ordnung p haben , existiert
ein Normalteiler N < P mit A < N < Cp(A) und |N : A| = p. Dann ist A <Z(Cp(A))NN < Z(N)
und N/Z(N) ist zyklisch. Also ist N abelsch im Widerspruch zur Wahl von A. Dies zeigt Cp(A4) = A
und P/A < Aut(A). Im Fall |[A| = p wire p{ |Aut(A)|. Also ist |A| > p?. Sei B < A mit |B| = p%. Da
A zyklisch ist, gilt B < P. Fiir C':= Cp(B) J P ist P/C < Aut(B) = Cp,—1) und daher |P: C| < p.
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Nehmen wir A < C' an. Wie iiblich existiert ein N < P mit A < N < C und |N : A| = p. Nach Wahl
von A ist N nichtabelsch und wir kénnen anwenden. Wegen B < Z(N) kommt nach Taussky
nur N & Mpn in Frage. Es gilt M), = (2" 7) = C), und Myn /M), = Cpn—z x Cp. Jedes Element
der Ordnung p in My~ liegt also in <:L’pn73,y>. Da 2" "° Ordnung p? hat, bilden die Elemente der
Ordnung p in M~ die charakteristische Untergruppe E := <a:pn72, y) = Cp x Cp. Dann ist E aber ein
nicht-zyklischer, abelscher Normalteiler von P. Dieser Widerspruch zeigt A = C.

Alsoist |P : A| = p. Wieder ldsst sich [Satz 8.15|anwenden. Der Fall P = M ist wie eben ausgeschlossen.
Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 9.6. Fir jede p-Gruppe P sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) P besitzt nur eine Untergruppe der Ordnung p.
(2) Jede abelsche Untergruppe von P ist zyklisch.

(3) P ist zyklisch oder eine Quaternionengruppe.

Beweis. Die Implikation (1)=-(2) folgt aus [Satz 2.11} Gilt (2), so ist P zyklisch, eine Diedergruppe,
eine Quaternionengruppe oder eine Semidiedergruppe nach [Satz 9.5, In (Semi)diedergruppen ist die
abelsche Untergruppe <x2n72,y) nicht zyklisch. Dies zeigt (3). Nehmen wir nun (3) an. Ist P zyklisch,

so folgt (1) aus(Satz 2.4] Fiir Quaternionengruppen hatten wir in [Satz 8.16| bereits gesehen, dass nur

eine Involution existiert. O
Lemma 9.7. Fir jede Primzahl p existieren A, pu € ), mit A2 4 p? = 1.

Beweis. Fiir p = 2 wihle man A = 1 und g = 0. Sei daher p > 2. Aus A2 = 2 folgt (A+p)(A—p) = 0 und
A = +u. Dies zeigt [{N2+1: X € F,}| = [{—p*: p €Fp} > [p/2] > p/2. Nach dem Schubfachprinzip
ist

(N1 eFn{—p?: pckF,} + 2. O
Satz 9.8 (WEDDERBURN). Jeder endliche Schiefkorper ist ein Korper mit zyklischer Einheitengruppe.

Beweis (KACZYNSKI). Sei K ein endlicher Schiefkérper und p € N die Ordnung von 1 in (K,+).
Angenommen p ist keine Primzahl, etwa p = ab mit a,b > 1. Dann ist

p

b
i1-21:21:0.
=1 =1 =1

Da K ein Schiefkorper ist, erhilt man den Widerspruch )¢ ; 1 = 0 oder Z?:l 1 = 0. Daher ist p eine
Primzahl und K ist ein [F,-Vektorraum. Fiir eine Untergruppe H < G := K* sei

L(H) :=spang, H C K.

Nach dem Distributivgesetz ist L(H ) unter Multiplikation abgeschlossen. Da jedes Element in G endliche
Ordnung hat, ist L(H) auch unter Division abgeschlossen, d. h. L(H) ist selbst ein Schiefkérper. Nehmen
wir an, dass H eine elementarabelsche ¢-Gruppe vom Rang 2 ist. Dann ist L(H) ein Korper, in dem das
Polynom X?—1 mehr als ¢ Nullstellen besitzt. Dieser Widerspruch zeigt, dass jede abelsche Untergruppe
von G zyklisch ist. Nach ist jede Sylowgruppe von G zyklisch oder eine Quaternionengruppe.
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Nehmen wir an, dass eine 2-Sylowgruppe P von G tatséchlich eine Quaternionengruppe ist. Wegen
|G| = |K| — 1 ist dann p > 2. Seien z,y € P der Ordnung 4 mit zy = yz~!. Im Korper L((x)) ist
22 # 1 eine Nullstelle von X2 — 1, also 22 = —1 und zy = —yz. Analog gilt y?> = —1. Seien \, ju € F,
wie in Dann gilt

Net+y+p) ety —p) =0+y)?—p?=-22-1-u2=0.

Also ist y = —Ax &+ p und man hat den Widerspruch zy = yz = —zy. Nun sind alle Sylowgruppen von
G zyklisch. Es geniigt zu zeigen, dass G abelsch ist.

Nach ist G zumindest auflésbar. Nehmen wir G # Z(G) an. Sei A/Z(G) ein minimaler
Normalteiler von G/Z(G). Dann ist A/Z(G) eine elementarabelsche ¢-Gruppe. Da die ¢g-Sylowgruppen
von G und G/Z(G) zyklisch sind, gilt |A/Z(G)| = q. Nach ist A abelsch. Seien g € G und
x € A beliebig. Wegen A < G existiert y € A mit (1 + g)z = y(1 + g) (auch wenn 1 + g = 0). Es folgt

r—y=yg—gr=(y—grg g
ImFall z —y =y —grg ! =0ist x = y = grg~ !, d.h. ¢ € Cg(x). Anderenfalls ergibt sich
g=(y—grg )"z —vy) € Cg(z), da A abelsch ist. Da g € G und = € A beliebig waren, folgt der
Widerspruch A < Z(G). Also ist K* = G = Z(G) abelsch und zyklisch. O

Satz 9.9. Fiir eine Primzahl p gibt es bis auf Isomorphie genau finf Gruppen der Ordnung p3. Diese
sind gegeben durch:

(i) Cps.

(ii) Cp x Cp.
(iii) C3.

(iv) M.

(v) Qs fiir p = 2.

(vi) pit? = (z,y | 2P =y = [z,2,y] = [y, 2,y] = 1) fir p > 2.

Beweis. Sei |P| = p3. Wir koénnen sicher annehmen, dass P nichtabelsch ist. Nach [Satz 8.15 diirfen wir
auch exp(P) = p voraussetzen. Dann ist p > 2, denn anderenfalls wire zy = (zy) ' =y o~ = yx
fiir x,y € P. Wegen |P : ®(P)| = p? lisst sich P durch zwei Elemente x,y erzeugen. Sicher ist
dann 2P = y? = 1 und [z,x,y],[y,z,y] € PB = 1. Nach gibt es einen Epimorphismus
p}j‘Q — P. Wir miissen nun zeigen, dass |p}r+2\ < p? gilt. Sei dafiir 2 := [x,%]. Nach ist
2P = [aP,y] = 1. Wegen zy = [z, y]yx = zyx = yxz ldsst sich jedes Element in p}ﬁz in der Form z'y/ z*
mit 4,5,k € {0,...,p — 1} schreiben. Dies zeigt P pf'Q.

Es verbleibt zu zeigen, dass der letzte Fall tatsédchlich auftritt. Dafiir betrachten wir die Gruppe
P < GL(3,p) der oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Hauptdiagonale. Dann ist |P| = p>.
Wegen

11 .\ /1 . . 11 11 . 1. .y /1 1
1 1
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ist P nichtabelsch. Nach der binomischen Formel ist 27 — 1 = (x — 1)? = (z — 1)3(z — 1)?=3 = 0 fiir alle

x € P, denn
3

Dies zeigt exp(P) = p. O
Definition 9.10. Eine p-Gruppe P heifit extraspeziell, falls P’ = ®(P) = Z(P) = C,, gilt.
Beispiel 9.11. Nach [Beispiel 4.21|ist jede nichtabelsche Gruppe der Ordnung p? extraspeziell.

Lemma 9.12. Sei P extraspeziell und o € Aut(P) mit a(x)Z(P) = zZ(P) fir alle x € P. Dann ist
a € Inn(P).

Beweis. Sei |P/Z(P)| = p". Dann gibt es ein Erzeugendensystem zi,...,x, € P von P. Es gilt
a(z;) € xZ(P) fir ¢ = 1,...,n und « ist durch diese Bilder eindeutig bestimmt. Somit gibt es
hoéchstens p™ viele Automorphismen mit der angegebenen Eigenschaft. Andererseits erfiillt jeder innere
Automorphismus die Bedingung. Wegen |Inn(P)| = |P/Z(P)| = p™ folgt die Behauptung. O

Lemma 9.13. Sei P eine extraspezielle Untergruppe einer Gruppe G mit [G, P] < Z(P). Dann ist
G = PCq(P).

Beweis. Wegen [G, P] < Z(P) < P ist P < G. Fiir g € G definiert a(z) := grg~! (z € P) einen Auto-
morphismus auf P. Dabei gilt a(z)Z(P) = grg~ 'z~ '2Z(P) = [g, z]zZ(P) = Z(P). Nach
ist o ein innerer Automorphismus auf P. Daher existiert ein x € P mit gyg~! = a(y) = zyxz~! fiir alle
y € P. Es folgt g = 2zo~'g € PCq(P). O

Definition 9.14. Eine Gruppe G heiftt Zentralprodukt von Untergruppen Ny,..., Ny < G, falls:
o G = <N1,...,Nk>.
o [N;,N;] =1 fiir i # j.
Wir schreiben G = Ny * ... % Np.
Bemerkung 9.15. Wegen [N;, Nj] = 11ist N; <G = Ny*...x Ny fiir i = 1,..., k. Somit ist die direkte

Summe Ny @ ... P Ni auch ein Zentralprodukt. Wie bei der direkten Summe gilt N « M = M « N und
(N7 % N3) x N3 = Ny % (Ng * N3) (vgl. [Bemerkung 2.8]).

Beispiel 9.16. Es gilt Cy = C5 x Cy, aber auch 022 =~ (9 * C5y. Die Schreibweise Ny * ... * Ny ist also
in der Regel nicht eindeutig.

Satz 9.17. Sei G = Ny *...x Ny mit k > 2. Dann ist ﬂle N; <Z(G) und

Beweis. Wegen [N;, N;] = 1ist (_, N; < Z((Ny,...,Ny)) = Z(G) und N;Z(G)/Z(G) = N;/N; N
Z(G) = N;/Z(N;). Es gentigt also, G/Z(G) = N1Z(G)/Z(G) & ... ® N Z(G)/Z(G) zu zeigen. Es gilt
NiZ(G) N1 N;Z(G) = Z(G). Die Behauptung folgt. O
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Bemerkung 9.18. Analog zum direkten Produkt (vs. direkte Summe) konstruieren wir nun ein
saukeres* Zentralprodukt.

Satz 9.19. Seien G1,...,Gy Gruppen mit Z; < Z(G;) und Zy = ... = Z mit k > 2. Dann existiert
ein Zentralprodukt der Form G = Ny * ... Ny mit N; 2 G; (i =1,...,k) und ﬂle N; = 7.

Beweis. Wir wihlen Isomorphismen ¢;: Z; — Z; fiir ¢ = 2,..., k. Dann ist

7 = (z_lgpi(z):zeZl, i=2,...,k) <Z1 x...x Zp <Z(Gy X ... x Gg).

Sei G := (G1 X ... x Gy)/Z. Dann wird G von den Normalteilern
N; = GiZ/Z = Gz/G'Z NZ=G;

erzeugt. Dabei gilt [N;, N;| = (G, Z/Z,G;Z/Z] = |G;,G,|Z/Z =1 fiir i # j. Also ist G = Ny % ... % Nj.
Firz € Zyundi e {1,... k}ist 21 Z = zlzflgoi(zl)Z = ¢i(21)Z. Dies zeigt

k
AN VAV ESVAVES AN
=1

Seinun 12 = ... = gpZ € ﬂ?zl N; mit g; € G;. Dann ist gflgi € Z < 7y X...x Zpund es folgt
gi € Zifiri=1,... k. Also ist (\*_y Ny = Z12/Z = Z,. O

Satz 9.20. Jede extraspezielle p-Gruppe P hat die Form P = Ey % ...x Ey, mit E; € {Ds,Qs} (falls
p=2) bzw. E; € {Mps,p};ﬂ (falls p > 2) firi =1,...,k. Dabei ist ﬂle E; = Z(P), falls k > 2.
Insbesondere gilt |P| = p?**1.

Beweis. Sei P extraspeziell der Ordnung p™. Wir argumentieren durch Induktion nach n. Seien x1,y; € P
mit [z1,y1] # 1. Dann ist P’ = ([z1,y1]) < (z1,y1) =: E1 <P. Nach[Lemma 4.14ist ®(E;) < ®(P) = P
Aus Burnsides Basissatz folgt daher |E)| = p® und E; € {Ds,Qs} (bzw. Ey € {M,3,p}"*}). Im Fall
P = F4 sind wir fertig. Sei also By < P.

Nach ist P = E1Q mit Q := Cp(Ey). Es gilt Z(Q) < Cp(E1Q) = Z(P) = Z(E1).
Insbesondere ist () nichtabelsch und daher 1 # ®(Q) < Q' < P’ und ®(Q) = Q' =Z(Q) = P' = C,,.
Dies zeigt, dass @) extraspeziell ist. Nach Induktion hat @ = Fs * ... x E}, die gewiinschte Form mit
Z(Q) < ﬂ§:2 E;. Also ist auch P = F1 % Q = Ey * ... Ej mit ﬂle E;=FE1NQ =7Z(E)) =Z(P). Aus

[Satz 9.17 folgt
|P| = |Z(P)||E1/Z(EY)| . .. |Ey/Z(Ey)| = p** . -

Bemerkung 9.21. Wir beschéftigen uns nun mit der Eindeutigkeit in [Satz 9.20]

Lemma 9.22. Sei P nichtabelsch der Ordnung p3 und a,b € P'\ {1}. Dann existiert ein o € Aut(P)
mit a(a) = b.

Beweis. Im Fall p = 2 ist a = b und a = 1 erfiillt die Behauptung. Sei daher p > 2. Sei zunéchst
P = (z,y) = M. Dann ist P’ = (2P) und es existieren i,j € Z \ pZ mit a = 2" und b = z/P. Es
gilt (z9)P° =1 = y? und y(z')y~! = /P = (2%)1+P. Also erfiillen die Erzeuger z‘ und y von P die
gleichen Relationen wie x und y. Analog erfiillen auch 7 und y diese Relationen. Nach gibt
es ein @ € Aut(P) mit a(z?) = 27. Es folgt a(a) = a(x?)P = 2P = b.
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Sei nun P = (z,y) = p}*2. Dann 1st a=[z,y]" und b = [x,y) fiir i,j € Z \ pZ. Wie eben existiert ein
a € Aut(P) mit a(z ) = 2/ und a(y) = y. Nach |Aufgabe 14] gilt

afa) = a(fz,y]') = a(lz',y]) = [/, y] =[x,y =b. O
Satz 9.23. Fir k > 1 gibt es bis auf Isomorphie genau zwei extraspezielle Gruppen der Ordnung p**+1:
(i) pirk = Mys % ... x Mys und p1+2k = p_l‘_+2 *pi_"'Q, falls p > 2.

(ii) 2142k .— Qg x Dg % ... Dg und 21++2k := Dg* Dg*...x Dg, falls p = 2.

Beweis. Sei P = Ey *...x Ej, extraspeziell wie in[Satz 9.20] Wir zeigen zunéchst, dass der Isomorphietyp
von P durch die F; eindeutig bestimmt ist. Sei also Q = Fy ... x Fp mit F; 2 F; firi=1,...,k. Sei
aufserdem ﬂle E; #1+# ﬂle F; und damit |P| = |Q| nach [Satz 9.17, Wir wéhlen Isomorphismen
vi: By — F;. Nach konnen wir ¢;(z) = ¢1(2) fir i = 2,...,k und z € Z(E;) = Z(P)
annehmen. Jedes Element in P hat die Form x1 ...z mit z; € F; firi=1,...,k. ImFall ;... 2, =1
gilt 2; = (21 ... 2 1%i11 ... 1) "+ € Z(E;). Also ist

T1... T =Y1...Yk <:>331y1_1...xkyk_1 =1 <:>g01(x1y1_1...xkyk_1) =1
= g01($1y1_1) . gok(xkyk_l) =1 ¢1(z1)...0x(xr) = 01(y1) - - . ox(yx)-

Somit ist die Abbildung ¥: P — @, x1 ...z, — ¢1(x1) ... pr(z)) wohldefiniert und injektiv. Wegen
|P| = |Q| ist ¥ auch bijektiv. Offenbar ist ¥ auch ein Isomorphismus.

Wir zeigen nun P := M3 * Mys = M3 *pr fiir p > 2. Sei P = (a: y,a,b) mit (x,y) = (a,b) = My
und [y,z] = 2P = aP = [ ] Wir deﬁmeren P o= <:U yby = My und Py := (za~',b). Wegen
(xa™ )P = 2Pa™P =1, [za™ ', b]P = [a™ 1, 0] = 1 und [za=!,2a"!,b] = 1 = [b,za™!,b] ist Py = p}ﬁQ.

Schlieflich ist [z, za~!] = 1 = [z,b] und
[yb, za™ Y] = ybra oty taz! = [b,a7 Y[y, x] = aP2P =1

und [zb,b] = 1. Also ist P = P; x Py = M * pit? Im Fall p > 2 kann es somit hochstens zwei

extraspezielle Gruppen der Ordnung p?**! geben. Wegen exp(p}ﬁ%) = exp(pi”) 1+2k ) =

exp(M,s) = p? gibt es genau zwei Isomorphieklassen.

p und exp(p_

Im Folgenden kénnen wir p = 2 annehmen. Sei P := Dg % Dg = (z,y) * (a,b) mit 22 = a® # 1.
Dann ist Py := {r,ya) = Qg und P, := (a,bz) = Qs. Wegen [ya,bz] = [y, 7][a,b] = 2%a? = 1 ist
P =P x Py =2 Qg * Qs. Es gibt also auch hier hochstens zwei extraspezielle Gruppen der Ordnung
22k+1 Der Nachweis 212 2 2?% gestaltet sich schwieriger, da beide Gruppen Exponent 4 haben. Sei

fa(k) = [{z € 207 1 a® =1},
fa(k) = [{z € 272 [(2)] = 4}| = 221 — fo(k).

Wir zeigen fi(k) = 2% — 2% durch Induktion nach k € N. Fiir k = 1 ist 2172 = Dg und f4(1) = 2. Fiir
k> 1ist 22D — oli2k P (91428 o Do) /7 wobel Z = ((2,2)) < Z(211%F) x Z(Ds) (siche
Beweis von [Satz 9.19). Sei (z,y) € 2?21@ x Dg der Ordnung 4. Dann hat = oder y Ordnung 4. Haben z
und y Ordnung 4, so ist #* = y* = 2z und die Nebenklasse (z,y)Z hat Ordnung 2. Daher gilt

Falk+1) = fa(k) f2(1) JQF fa(k) fa(1) 31a(k) + folk) = 3(22% — 2%) 4 22 4 o — 92(k+1) _ okl
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Sei nun go(k) := |[{z € 272 : 22 = 1}| und g4(k) = 22! — go(k). Dann ist go(1) = 2 = f4(1) und
g4(1) = 6 = fa(1). Wegen 21++2(k+1) = 2};"2]“ * Qg folgt

Ja(k)g2(1) + fa(k)ga(1)
2

fiir £ > 0. Insbesondere ist fa(k) # ga(k). O

ga(k+1) = = fa(k) + 3fo(k) = 220FD) L ok+l — £ (k4 1)

Definition 9.24. Eine Untergruppe H < G heifst subnormal, falls eine Folge H = Hy<H1<...dHp, =G
existiert. Wir schreiben H <<1G. Subnormalitét ist also der transitive Abschluss der Normalteilerrelation.

Beispiel 9.25. Jede Untergruppe einer nilpotenten Gruppe ist subnormal nach [Satz 4.10

Bemerkung 9.26. Fiir H << G muss die Folge H < Ng(H) < Ng(Ng(H)) < ... nicht unbedingt
bei G enden. Zum Beispiel ist ((1,2)(3,4)) <((1,3,2,4),(1,2)) =: P € Syl,(S4), aber P = Ng, (P).
Andererseits ist ((1,2)(3,4)) <V; <.54.

Lemma 9.27. Sei H << G und M ein minimaler Normalteiler von G. Dann gilt M < Ng(H).

Beweis. O.B.d. A. sei H < G und H << N < G. Die Minimalitdt von M zeigt NN M € {1, M}. Im
Fall NN M =1gilt M < Cg(N) < Cg(H) < Ng(H). Sei also M < N. Sei K < M ein minimaler
Normalteiler von N. Durch Induktion nach |G| kénnen wir K < Ny (H) annehmen. Fiir g € G ist auch
gK g~ "' ein minimaler Normalteiler von N. Dies zeigt

M=K%={(gKg':9€G) <Nyn(H) <Ng(H). O
Satz 9.28 (WIELANDT). Fir H, K 149G gilt (H, K) <4 G.

Beweis. Sei M ein minimaler Normalteiler von G und G := G /M. Offenbar ist H,K << G. Durch
Induktion nach |G| kénnen wir (H, K) << G annehmen. Dies zeigt (H, K)M << G. Nach |Lemma 9.27]
gilt (H, K) < (H, K)M und die Behauptung folgt. O

Lemma 9.29. Sei H < G nicht subnormal in G. Fir alle H < K < G gelte H <A K. Dann ist H in
genau einer mazimalen Untergruppe von G enthalten.

Beweis. Induktion nach |G : H|. Nach Voraussetzung existiert eine maximale Untergruppe M < G mit
Ng(H) < M. Sei auch K < G maximal mit H < K. Nach Voraussetzung ist H I<J K. Gilt sogar H 1K,
soist K < Ng(H) < M und K = M wie gewtinscht. Sei also H 4 K. Sei H = Hy<... < H; = K
mit s > 2 minimal. Dann existiert g € Ho mit gHg~' # H. Es gilt nun H := (H,gHg™ ") < K und
gHg ' < gHyg~' = H; < Ng(H). Dies zeigt H < Ng(H) < M und H < H < G.

Sei H < L < @G. Dann ist H << L und aus Symmetriegriinden auch gH g_l << L. Aus folgt
H << L. Da H nicht subnormal in G ist, kann auch H nicht subnormal in G sein. Somit erfiillt auch
H die Voraussetzung. Nach Induktion ist M die einzige maximale Untergruppe, die H enthélt. Wegen
H < K muss M = K gelten. O

Satz 9.30 (BAER-SUZUKI). Fir H < G gilt H < F(G) genau dann, wenn (H,gHg™') fiir alle g € G
nilpotent ist.
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Beweis. Ist H < F(G) < G, so ist (H,gHg™!') < F(G) nilpotent. Nehmen wir umgekehrt an, dass
(H,gHg™ ') fiir alle ¢ € G nilpotent ist. Dann ist H nilpotent und es geniigt H <<l G zu zeigen
(Aufgabe 67)). Neben wir das Gegenteil an. Sei H < K < G. Durch Induktion nach |G| ist H J< K. Nach
liegt H in genau einer maximalen Untergruppe M < G. Fiirg € Gist H < (H,gHg ') < G
(anderenfalls wire F(G) = G) und daher (H,gHg™') < M. Es folgt H® < M und H 9< HY 4 G.
Widerspruch. O

Folgerung 9.31. Sei z € G und (z,gxg™?) fiir alle g € G eine p-Gruppe. Dann ist x € O,(G).

Beweis. Fiir H := (x) gilt (H,gHg™ ') = (x, grg~!). Baer-Suzuki zeigt daher H < F(G). Als p-Gruppe
liegt H in der einzigen p-Sylowgruppe O,(G) von F(G) (Satz 4.11)). O

Folgerung 9.32. Sei x € G\ O2(G) eine Involution. Dann existiert ein Element y € G\ {1} mit
ungerader Ordnung und xyx~' =y~ 1.

Beweis. Nach [Folgerung 9.31| existiert g € G, sodass D := (x, grg~ ') keine 2-Gruppe ist. Da auch
grg~! eine Involution ist, ist D eine Diedergruppe nach Insbesondere ist die Ordnung von
y 1= xgrg~ " keine 2-Potenz. Zudem gilt zyz~' = grg~ 'z~ = y~!. Indem wir y durch eine Potenz
ersetzen, konnen wir erreichen, dass |(y)| > 1 ungerade ist. O

Beispiel 9.33. [Folgerung 9.31 wurde in viele Richtungen verallgemeinert (ohne Beweis):

e (REVIN) Sei 7 eine Menge ungerader Primzahlen. Sei z € G und (x, grg~!) fiir alle g € G eine
m-Gruppe. Dann ist € O,(G).

e (GURALNICK, TONG-VIET, TRACEY) Sei z € G ein p-Element und [z, ¢g] ein p-Element fiir alle
p/-Elemente g € G. Dann ist z € O,(G).

e (GUEST) Sei z € G ein Element mit Primzahlordnung p > 5. Ist (z,gzg™!) fiir alle g € G
aufldsbar, so ist (grg~!: g € G) auflosbar.

e (THOMPSON) Genau dann ist G auflésbar, wenn (z,y) fiir alle z,y € G auflésbar ist.

Bemerkung 9.34. Fiir Induktionsbeweise benutzen wir oft minimale Normalteiler N aufgrund ihrer
einfachen Struktur . Allerdings hat man keinerlei Kontrolle iiber G/N. Fiir auflosbare Gruppen
ist F'(G) ein guter Ersatz fiir N nach [Bemerkung 3.20, Wir konstruieren nun eine Verallgemeinerung
der Fittinggruppe fiir nicht-auflésbare Gruppen mit dhnlich guten Eigenschaften.

Definition 9.35.
(i) G # 1 heikt quasieinfach, falls G' = G (perfekt) und G/Z(G) einfach ist.

(ii) Eine Komponente von G ist eine subnormale quasieinfache Untergruppe von G.
Beispiel 9.36. Jede nichtabelsche einfache Gruppe ist quasieinfach.

Lemma 9.37. Sei K eine Komponente von G. Dann gilt:
(i) Ist K < H <@, so ist K eine Komponente von H.
(ii) Ist N < K, so ist N < Z(K).
(i) Ist K ¢ N <@, soist KN/N eine Komponente von G/N.
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Beweis.

(i) Nach Definition existiert eine Folge K = K¢ <...<dK,, = G. Dannist K = KonHJ...<K,NH =
H. Dies zeigt

(i) Es gilt NZ(K)/Z(K) < K/Z(K). Da K/Z(K) einfach ist, gilt N <Z(K) oder K = NZ(K). Im
zweiten Fall wire K = K' = (NZ(K)) = N' < N.

(iii) Hierist NN K <K und NNK < Z(K) nach Dies zeigt (K/KNN)/(Z(K)/KNN) =2 K/Z(K).
Wegen
Z(IK))JKNN<ZIK/KNN)JK/KNN

folgt Z(K/KNN) = Z(K)/KNN, da K/Z(K) einfach ist. Insbesondere ist (K/KNN)/Z(K/KNN)
einfach. Auferdem ist (KN/N)' = K'N/N = KN/N. Somit ist K N/N =2 K/K N N quasieinfach.
Schlieflich ist KN/N = KoN/N <... < K,N/N = G/N. O

Lemma 9.38. Sei K eine Komponente von G und H I G. Dann ist K < H oder [K,H] = 1.

Beweis. Wir kénnen H < G annehmen. Sei also H < N <G. Im Fall G = K erhélt man H < N < Z(G)
aus [Lemma 9.37, Dann gilt [K, H] = 1. Wir kénnen daher K < G annehmen. Sei K < M < G. Dann
ist Hy := [H,K] < [N,M] < NNMund K < Ny(H,) =G <M<G nach Nach
ist K eine Komponente von G7 und H; < Gi. Durch Induktion nach |G| kénnen wir
[K,H;] =1 oder K < Hy annehmen. Im ersten Fall ist 1 = [K, H, K| = [K, K, H]. Aus [Lemma 3.6]
folgt [H,K| = [H,K'] = [H,K,K] = 1. Sei also K < H; < N. Dann ist K eine Komponente von N
und H J< N. Per Induktion gilt die Behauptung fiir N und wir sind fertig. O

Satz 9.39. Seien K1, ..., K, die Komponenten von G. Dann ist
E(G):=(Ki,...,Kp) =K *...x K,

und [E(G),F(G)] = 1.

Beweis. Fiir i # j gilt [K;, K;] = 1, denn anderenfalls wiare K; < K; < K; nach [Lemma 9.38 Dies
zeigt E(G) = K1 * ... * K,. Da F(G) nilpotent ist, kann F(G) keine Komponente von G enthalten.

Lemma 9.38| liefert also [F(G), K;] = 1 und [F(G),E(G)] = 1. O

Definition 9.40. Man nennt

die verallgemeinerte Fittinggruppe von G.
Beispiel 9.41. Fiir n > 5 ist F*(S,) = E(S,,) = A, denn A,, ist eine Komponente von S,,.
Bemerkung 9.42. Der néchste Satz verallgemeinert [Satz 3.19}

Satz 9.43. Es gilt Cq(F*(G)) < F*(G).
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Beweis. Sei G # 1. Wir zeigen zunéchst F*(G) # 1. Sei dafiir N ein minimaler Normalteiler von G.
Ist N abelsch, so gilt 1 # N < F(G) < F*(G). Anderenfalls ist N =T; & ... ® T, mit nichtabelschen
einfachen Gruppen T, ..., T, nach Wegen T; < N < G sind die T; Komponenten und es folgt
1# N <E(G) < F*(G).

Sei nun C' := Cq(F*(G)) < G. Es geniigt zu zeigen, dass C' abelsch ist, denn dann hat man C < F(G) <
F*(G). Nach dem eben Gezeigtem reicht es also F*(C/Z(C)) = 1 zu beweisen. Sei F(C/Z(C)) = N/Z(C).
Wegen Z(C) < Z(N) ist dann N < C nilpotent und daher N < F(C). Nun ist F(C) charakteristisch in
C < G und daher F(C) < G. Dies zeigt N < F(G)NC <Z(C). Also ist F(C/Z(C)) = 1.

Sei schlieklich K/Z(C) eine Komponente von C'/Z(C'). Dann ist
K/Z(C) = (K/Z(C))" = K"Z(C)/Z(C)

und K = K"Z(C). Insbesondere ist K/K" =2 Z(C)/Z(C) N K" abelsch und K’ = K". Aus K << C
folgt K/ << C. Um zu zeigen, dass K'/Z(K’) einfach ist, nehmen wir Z(K’) < N < K’ an. Dann
ist NZ(C)/Z(C) << C/Z(C) und zeigt K < NZ(C) oder [K,N] < Z(C). Im ersten
Fall ist K/ < (NZ(C)) < N’ < N < K'. Im zweiten Fall ist [K,K,N|] = [K,N,K|] = 1 und
liefert den Widerspruch [N, K'] = [N, K, K] = 1. Also ist K’/Z(K') einfach und K’ ist eine
Komponente von C' < G. Dann ist K’ auch eine Komponente von G und wir erhalten den Widerspruch
K' <F*(G)NC < Z(C). Somit besitzt C'/Z(C) keine Komponenten und F*(C/Z(C)) = 1. O

Beispiel 9.44. Sei F*(G) = E(G) = K quasieinfach. Nach [Satz 9.43| ist

G/K = (G/Co(K))/(K/Z(K)) < Out(K) Out(K/2Z(K)).

Eine Vermutung von Schreier (die bislang nur mit der Klassifikation der einfachen Gruppen bewiesen
werden konnte) besagt, dass Out(.S) fiir jede einfache Gruppe S auflésbar ist. Daher ist K/Z(K) der
einzige nichtabelsche Kompositionsfaktor von G. Ein Satz von Holder besagt

C3 falls n = 6,

Out(4,) =
ut(4n) {02 falls n € {5,7,8,...}.

10 Die Einfachheit von PSL(n,q)

Bemerkung 10.1.

(i) Im Folgenden sei n € N und ¢ # 1 eine Primzahlpotenz. Sei F, der Kérper mit ¢ Elementen
(Algebra) und GL(n, q) := GL(n,F,) sowie SL(n, q) := SL(n,F,).

(ii) Fiir ¢,5 € {1, .. .,n} sei €ij = (52'1”6]'8)77},3:1 € ngn. Dann gilt €ij€kl = 05kC€;4l.

Lemma 10.2. Es gilt Z(GL(n, q)) = F; 1, und Z(SL(n, q)) = Z(GL(n,q)) N SL(n, q).

Beweis. Offenbar ist F 1, C Z(GL(n, q)). Fiir beide Aussagen geniigt es also, Cqr,(n,q)(SL(n,¢)) C Fy 1,
zu zeigen. Sei A = (a;;) € Carn,g)(SL(n,q)) und 4, j € {1,...,n} mit 7 # j. Dann ist 1, +e;; € SL(n, q)
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und A(1, + e;;) = (1, + e45)A. Es folgt

0 0
| : : : : 0 0
i =A€ij=€ijA: aji v aj; e Gy
: SR : 0 0
0 0
Dies Zeigt az‘j:()fiiri;éjund Qj; = Qjj- 0

Definition 10.3. Man nennt

PGL(n, q) := GL(n, ¢)/Z(GL(n, 9)),
PSL(n, q) := SL(n, q)/Z(SL(n, q)).

die projektive (spezielle) lineare Gruppe vom Grad n iiber F,.

Satz 10.4.
GL n7 n n n n— n—
[PGL(n, q)| = |(_1q)| = (" =" =) (""",
ISL(n, q)| ("= 1)(q"—q)...(¢" — ¢ 2)g" !
PSL(n,q)| = = .
[PSL(n, g) ggT(n,q—1) ggT(n,q—1)

Beweis. Sei A € GL(n,q). Dann ist die erste Zeile von A nicht der Nullvektor. Es gibt daher ¢" — 1
Moglichkeiten fiir die erste Zeile. Die zweite Zeile darf nicht linear abhéngig zur ersten Zeile sein. Dies
gibt ¢ — q Moglichkeiten fiir die zweite Zeile. Die dritte Zeile liegt nicht im Span der ersten beiden
Zeilen. Es gibt also ¢ — ¢? Méglichkeiten fiir die dritte Zeile usw. Umgekehrt liefert jede solche Wahl
eine Matrix mit linear unabhéngigen Zeilen, also eine invertierbare Matrix. Dies zeigt

IGL(n, @)l = (¢" = 1)...(¢" = ¢" ) = (¢" = 1) ... (¢" =" H)(a— 1)g" ™"

und die erste Behauptung folgt aus

Fiir die zweite Behauptung beobachten wir, dass der Homomorphismus det: GL(n,q) — F; surjektiv
ist. Daher ist [SL(n, )] = 9E%2 = [PGL(n, g)|. Sei nun AL, € F1, N SL(n, q) = Z(SL(n, q)). Dann
ist 1 = det(Al,) = A" und |(\)| | ggT(n,q — 1). Da Fy zyklisch ist (Algebra oder , gibt es
genau eine Untergruppe L < F¢ mit |L| = ggT(n,q — 1) (Satz 2.4). Es gilt dann A € L. Umgekehrt
erfiillt jedes Element v € L die Bedingung 4™ = 1. Also ist |Z(SL(n,q))| = |L| = ggT(n,q — 1). O

Beispiel 10.5.
(i) Offenbar ist PGL(1,q) = 1 = SL(1, q).
(ii) Ist g eine 2-Potenz, so ist PSL(2,¢q) = SL(2,q). Fiir ¢ = 2 gilt auch GL(n,2) = SL(n,2) =
PSL(n,2) =2 PGL(n, 2). Insbesondere ist PSL(2,2) = SL(2,2) = GL(2,2) = Ss.

Lemma 10.6 (IwAsAwWA). Sei G < Sym(Q)) primitiv und perfekt. Existiert ein auflosbarer Normalteiler
A<G, (we) mit (gAg~t: g€ G) =G, soist G einfach.
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Beweis. Sei 1 # N < G. Nach [Satz 6.20[ und [Satz 1.24]ist G = G,N < Ng(NA), d.h. NA<G. Nach
Voraussetzung ist G = (gAg~! : g € G) < NA und G/N = A/AN N ist auflssbar. Im Fall N < G
erhélt man den Widerspruch G/N = G'/N = (G/N) < G/N. Also ist N = G und G ist einfach. [

Lemma 10.7. Firn > 2 operiert PSL(n, q) treu und primitiv auf der Menge Q der 1-dimensionalen
Untervektorraume von Fy.

Beweis. Offenbar operiert SL(n, q) auf Q. Sei A € SL(n, ¢) im Kern dieser Operation. Fiir den i-ten
Einheitsvektor e; = (0,...,0,1,0,...,0) existiert dann ein \; € F, mit Ae; = \;e;. Also ist A eine
Diagonalmatrix mit Diagonale (A1,...,\,). Wegen Aje1 + \je; = A(e1 + ;) € Fy(er +¢;) fiir i > 1
gilt sogar A\ = ... = \,,. Umgekehrt operiert jede Matrix in Z(SL(n, ¢)) trivial auf . Wir haben also
gezeigt, dass PSL(n, q) treu auf € operiert.

Fiir die Primitivitdt geniigt es nach [Satz 6.35| zu zeigen, dass PSL(n,q) 2-transitiv auf Q operiert.

Seien also (v1) # (ve) und (wi) # (w2) in Q. Man kann vy, ve (bzw. wy,ws2) zu einer Basis vy, ..., v,
(bzw. w1, ..., wy) von Fy fortsetzen. Dann existiert A € GL(n,q) mit Av; = w; fiir i = 1,...,n. Sei
A :=det(A) und B € GL(n,q) mit Bv; = A~'w; und Bv; = w; fiir i = 2,...,n. Dann ist B € SL(n, q)
und das entsprechende Element B € PSL(n, ¢) bildet ((v1), (v2)) auf ({(w1), (ws)) ab. O

Lemma 10.8. SL(n,q) = (1, + Xej; : A € Fy, i # j).

Beweis. Im Fall n = 1 ist SL(n, ¢) = 1 und die Behauptung ist klar. Sei also n > 2. Es ist klar, dass die
Matrizen 1, + Xe;; Determinante 1 haben. Sei umgekehrt A € SL(n, ¢) beliebig. Durch die Multiplikation
A(1,, + Xe;j) wird das A-fache der i-ten Spalte von A zur j-ten Spalte addiert. Analog bewirkt die
Multiplikation (1,, + Xe;;)A die Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile. Dies sind die
elementaren Operation im Gauk-Algorithmus. Wegen det(A) = 1 existiert ein i € {1,...,n} mit a;; # 0.
Nach einer Spaltenoperation diirfen wir ¢ > 1 annehmen. Ersetzt man A durch A(1,, + (1 — all)aﬂleﬂ),
so ist a11 = 1. Nach weiteren Spaltenoperationen diirfen wir a;; = 0 fiir j > 1 annehmen. Analog
erhélt man durch Zeilenoperationen a;j; = 0 fiir j > 1. Im Fall n = 2 ist dann bereits A = 1, wegen
det(A) = 1. Sei also n > 3 und A" := (a;)};_5. Dann gilt A’ € SL(n — 1,¢). Durch Induktion nach
n kann man also A’ mittels Zeilen- und Spaltenoperationen in die Einheitsmatrix umwandeln. Diese
Operationen funktionieren auch fiir A und verdndern die erste Zeile und Spalte nicht. Insgesamt hat
man also Matrizen P, Q € (1, + Xejj : A € Fy, i # j) mit PAQ = 1,,. Die Behauptung folgt. O

Lemma 10.9. Firn > 2 und (n,q) ¢ {(2,2),(2,3)} ist SL(n, q) perfekt.

Beweis. Nach geniigt es zu zeigen, dass die Matrizen 1, + Ae;; Kommutatoren sind. Es
gilt (1 + Aeij)(1n — Aeij) = 1 + Aeij — ey — /\Qe?j =1, und (1, + )\eij)*l =1, — Xe;;. Sei zunéchst
n>3, AeF,und i, j,k € {1,...,n} paarweise verschieden. Dann ist
[1n + Aejk, 1y + ekj] = (1n + )\e,;k)(ln + ekj)(ln — )\eik)(ln — ekj)
= 1p + Aeix — €ix) + €kj — €kj T )\(eikekj + €ikerj — eikekj) = 1, + Aey;.

Sei nun n =2 und ¢ > 3. Sei , B € F und

A= <3 a(21> € SL(2,q) B =15 + fejs € SL(2,q).
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Dann ist

=5 5) 0 0 (o )6 ) =6 200 )

= <(1) 6(021_ 1)) =1y + B(a® = Deo.

Wegen ¢ > 3 kénnen wir a so withlen, dass o2 # 1 gilt. Mit 8 := A(a? —1)"! ist dann [A, B] = 15+ Aepo
und [(B7Y)' (A71)Y] = [A, B]* = 13 + ey Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 10.10. Wegen |SL(2,2)| = 6 und |SL(2, 3)| = 24 sind SL(2,2) und SL(2, 3) nicht perfekt.
Satz 10.11 (JORDAN-MOORE-DICKSON). Firn > 2 und (n,q) ¢ {(2,2),(2,3)} ist PSL(n, q) einfach.

Beweis. Wir benutzen Iwasawas Lemma. Sei G := SL(n,q), Z := Z(G) und H := HZ/Z fiir H < G.
Nach [Lemma 10.7|ist G eine primitive Permutationsgruppe. Nach [Lemma 10.9|ist G =G = G,d.h G
ist perfekt. Sei e; := (0;5)7_; € Fy und sei H < G der Stabilisator von U := (e1). Sei

n
= {1n+z)\ieli NS Fq} CH.
=2

SO O
o O — %
_— O O *

Wegen
(1n + Z )\i€1i> (1n + Z uieh«) =1, + Z (/\i + ui)eu cA
=2 1=2 1=2

ist A eine abelsche Untergruppe von H. Fiir h € H und v,w € Fy mit v+ U = w + U gilt h(v —w) €
hU = U und daher hv + U = hw + U. Also operiert H auf Fy/U. Sei h = (h;;) € H im Kern dieser
Operation. Dann gilt he; € e; + U fiir i = 2,...,n. Dies zeigt h;; = 6;; fiir i > 2. Wegen det h = 1 gilt
auch h1; = 1 und somit h € A. Umgekehrt operiert jedes Element aus A trivial auf Fy /U. Also ist A
der Kern und daher A <0 H. Sicher ist dann auch A ein abelscher Normalteiler von H. Es verbleibt zu

zeigen, dass G = (gAg~! : g € G) gilt. Nach [Lemma 10.8 geniigt es, 1, + Aejj € Uyeq gAg~"! zu zeigen

(A € Fy, i # j). Nach Definition gilt bereits 1,, + Xej; € A. Fiir j # i > 2 sei g; € G mit

e; falls k = 1,
gieg ‘= { —ep  falls k =1,

ek sonst.

Dann gilt (gieljgfl)ej = ¢; und (gieljgfl)ek = 0 fur k£ # j. Dies zeigt g;(1, + Aelj)g;1 =1, +
/\gieljgi_l = 1, + Ae;;. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 10.12.

(i) Nach [Satz 10.4] ist |PSL(2,4)] = |PSL(2,5)] = 60. Aus [Satz 6.40| folgt daher PSL(2,4) =
PSL(2,5) = As. Man kann weiter PSL(2,7) = PSL(3,2) = GL(3,2), PSL(2,9) = Ag und
PSL(4,2) = GL(4,2) = Ag zeigen.
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(ii) Die kleinste einfache Gruppe, die nicht zu C),, A,, oder PSL(n, ¢) isomorph ist, ist die spezielle
unitire Gruppe SU(3,3) der Ordnung 6048. Fiir A = (a;;) € GL(n, ¢*) definiert man A := (ay;)
(Frobenius-Automorphismus) und

GU(n,q) := {A € GL(n,¢%) : AA* =1,},
SU(n,q) :={A € GU(n,q) : det(A) = 1},
PSU(n, q) := SU(n,q)/Z(SU(n,q)).

Es gilt PSU(2,q) = PSL(2,¢q). Fiir n > 3 und (n, q) # (3,2) ist PSU(n, ¢) einfach (ohne Beweis).

(i) Sei G := GL(n,q) mit n > 2 und (n,q) ¢ {(2,2),(2,3)}. Da SL(n,q) quasieinfach ist, gilt
SL(n, q) < E(G). Wegen Cg(SL(n,q)) < Z(G) (Beweis von [Lemma 10.2)) kann es nach
keine weiteren Komponenten geben, d.h. E(G) = SL(n,q). Aus [Satz 9.39 folgt auch Z(G) <
F(G) < Ca(E(G)) < Z(G), also F(G) = Z(G) = F; 1, und F*(G) = FSL(n, q). Dabei gilt

_ GlIZ(EG))

& F O = m o)

= |Z(E(GQ))| = ggT(n,q — 1).

Satz 10.13. Sei P eine p-Sylowgruppe von SL(2,q). Dann gilt:
(i) Firp | q ist P elementarabelsch der Ordnung q.
(ii) Fiirp =21t q ist P eine (verallgemeinerte) Quaternionengruppe.

(111) Fiir 2 < p+tq ist P zyklisch.

Beweis. Sei G := SL(2, q). Bekanntlich ist |G| = (¢ + 1)g(¢ —1). Fiir p | g ist P = {1a + Xe12 : A € Fy}
offenbar eine elementarabelsche p-Sylowgruppe von G. Sei nun p =21 ¢ und sei A = (‘é Z) € P eine
Involution. Dann ist A = A~! = ( 4 V) (beachte det(A) = 1) und es folgt A = —1, (beachte 1 # —1
in [F,). Also besitzt P nur eine Involution. Nach ist P zyklisch oder eine Quaternionengruppe.
Im ersten Fall ist G 2-nilpotent nach [Satz 7.22] Aus[Lemma 10.9|folgt ¢ = 3. Die Operation auf den
vier 1-dimensionalen Unterrdumen liefert einen Homomorphismus G — S4 mit Bild A4. Da A4 nicht

2-nilpotent ist, ist dies ausgeschlossen. Also ist P eine Quaternionengruppe.

Sei schlieflich 2 < p 1 q. Wegen ggT(¢+1,q—1) < 2 ist |P| ein Teiler von ¢+ 1 oder ein Teiler von ¢ — 1.
Sei Fy = (¢) (Algebra oder [Satz 9.8|). Dann erzeugt (g 491) eine zyklische Untergruppe der Ordnung
q—1in G. Ist |P| ein Teiler von g — 1, so ist P also zyklisch. In [Beispiel 6.23| haben wir eine zyklische

Gruppe S < GL(2,q) der Ordnung ¢? — 1 konstruiert (Singer-Zyklus). Wegen

S/SNSL(2,q) = SSL(2,q)/SL(2, ¢) < GL(2,¢)/SL(2, q) 2 Cy_1

ist |S N SL(2, q)| durch ¢ + 1 teilbar. Somit ist P auch im Fall |P| ’ q + 1 zyklisch. O

Bemerkung 10.14. Wegen PSL(2,q) = SL(2,q)/(£12) erhdlt man aus auch die p-
Sylowgruppen von PSL(2, q). Ist ¢ ungerade, so ist eine 2-Sylowgruppe von PSL(2, ¢) eine Diedergruppe,
denn Qan/Z(Qan) = Don-1, wobei Dy := C3. GORENSTEIN und WALTER haben umgekehrt gezeigt,
dass A7 und PSL(2, q) mit ¢ ungerade die einzigen einfachen Gruppen mit einer Diedergruppe (oder
C3) als 2-Sylowgruppe sind (beachte Ag = PSL(2,9)). BRAUER und SUZUKI haben gezeigt, dass keine
einfache Gruppe eine Quaternionengruppe als Sylowgruppe besitzt.
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11 Schur-Erweiterungen

Bemerkung 11.1. Nach wird die Struktur von G durch F*(G) beeinflusst. Die Struktur der
nilpotenten Gruppe F(G) folgt aus , wihrend E(G) ein Zentralprodukt von quasieinfachen
Komponenten K ist. Nach der Klassifikation der einfachen Gruppen kennt man die Moglichkeiten fiir
K/Z(K). Wir werden sehen, wie man daraus die Moglichkeiten von K ableiten kann.

Beispiel 11.2. Sei G eine Gruppe mit 2-Sylowgruppe P = (z,y) = Don. Nehmen wir zunéchst
Z :=7(G)N P # 1 an. Wegen |Z(P)| = 2 ist dann Z = Z(P). Wir zeigen Focg(P) < (z). Seien dafiir
g€ G, h,ghg™ € P. Im Fall h? # 1 gilt h,ghg ! € (x), denn P\ (z) besteht aus Involutionen. Dann
ist also [g,h] € (z). Nehmen wir nun h%2 = 1 an. Im Fall h € (x) gilt h € Z und ghg~' € Z folgt aus
7Z 4 G. Wieder ist [g,h] € (x). Im letzten Fall h,ghg=! € P\ (z) gilt ebenfalls [g,h] € (x). Also ist
Focg(P) < {x). Nach Higman hat G’ die zyklische 2-Sylowgruppe Focg(P) = PN G'. Nach
ist G’ 2-nilpotent. Nach Feit-Thompson sind G’ und G auflosbar.

Sei nun Z = 1 und E(G) = Kj * ... * K,, mit Komponenten Kj,...,K,. Sei P; € Syly,(K;). Nach
Sylow ist P; zu einer Untergruppe von P isomorph. Nach Feit-Thompson und kann P; nicht
zyklisch sein. Also hat P; N (x) Index 2 in P;. Es folgt leicht, dass P; selbst eine Diedergruppe ist oder
P; = C2. Wie oben ist nun |Z(K;)| ungerade. Nach ist P} X ...x P, € Syl,(E(G)) zu einer
Untergruppe von P isomorph. Andererseits ldsst sich jede Untergruppe @@ < P mit zwei Elementen
erzeugen, denn |Q : QN (x)| = [{(x)Q : (z)] < 2. Dies zeigt n = 1 und E(G) = K ist quasieinfach. Wegen
P, = PZ(K)/Z(K) € Syly(K/Z(K)) ist K/Z(K) = A7 oder K/Z(K) = PSL(2, ¢) (Bemerkung 10.14]).
Wir werden zeigen, dass Z(K) =1 oder K/Z(K) € {Ag, A7} und Z(K) = Cs gilt (Beispiel 11.37)).

Definition 11.3. Eine Schur-Erweiterung einer endlichen Gruppe G ist eine Gruppe @, sodass ein
Z <Z(G)NG' mit G/Z = G existiert.
Beispiel 11.4.

(i) Jede extraspezielle Gruppe ist eine Schur-Erweiterung einer elementarabelschen Gruppe. Insbe-
sondere sind Dg und Qg Schur-Erweiterungen von C3.

(ii) Jede quasieinfache Gruppe G ist eine Schur-Erweiterung der einfachen Gruppe G/Z(G). Insbeson-
dere ist SL(2,5) eine Schur-Erweiterung von As (Bemerkung 10.12]).

(iii) Sei @ cine Schur-Erweiterung einer zyklischen Gruppe G = G /Z. Nach|Aufgabe §(a) ist G abelsch,
denn G/Z(G) = (G/Z)/(Z(G)/Z) ist zyklisch. Dies zeigt Z < G’ =1 und G = G.

(iv) |Satz 7.15 zeigt, dass die p-Sylowgruppen einer Schur-Erweiterung G nichtabelsch sind, falls p ein
Teiler von |Z] ist (wobei Z < G' NZ(G)).

Satz 11.5. Hat Z(G) endlichen Indez in G, so ist G’ endlich. Insbesondere ist jede Schur-Erweiterung
einer endlichen Gruppe endlich.

Beweis. Sei Z := Z(G) und n = |G : Z| < oo. Sei R ein Représentantensystem fiir G/Z. Fiir
I:={[r,s]:r,s€ R} gilt | < |R]*=|G/Z|* =n® Fiirr,s € Rund z € Z gilt [rz,s] = [r, s] = [r, s2].
Jedes Element g € G’ hat also die Form g = ¢1...¢,, mit ¢q,...,¢, € I'. Es geniigt zu zeigen, dass
man dabei m < n® wiihlen kann (dann folgt |G| < n2*’ < o). Nehmen wir m > n3 an. Dann existiert
ein vy € I'mit [{i € {1,...,m} : ¢; =~} > n. Wegen c¢;c;y1 = Ci+1(C;+11€z‘C1;+1) =c¢y10mit § €T
konnen wir ¢; = ... = ¢, = 7 annehmen. Nach ist die Verlagerung V: G — Z, g — g™ ein
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Homomorphismus (fiir die Definition der Verlagerung Vi x bendtigt man nur |G : H| < 00). Da Z
abelsch ist, gilt G’ C Ker(V). Also ist ¢1...¢, =4™ = 1 und man kann m reduzieren.

Fiir die zweite Behauptung sei G eine Schur-Erweiterung der endlichen Gruppe G' mit G /Z = G. Dann
ist |G :Z(G)| < |G: Z| = |G| < oo und daher |G| = |G||Z| < |G||G'] < . O

Definition 11.6. Sei G eine endliche Gruppe und A eine (méoglicherweise unendliche) abelsche Gruppe.
Die Menge C1(G, A) aller Abbildungen der Form G — A wird durch (af)(g) := a(g)B(g) fiir o, B €
CY(G, A) und g € G zu einer abelschen Gruppe (es gilt C1(G, A) = AlC1). Sei C%(G, A) == CH(G x G, A)
und

Z*(G,A) == {a € C*(G,A): ‘a(m,y)a(my, z) = a(y, z)a(x,yz) ‘ Vz,y,z € G}.

Offenbar ist dann Z?(G, A) eine Untergruppe von C?(G, A). Man nennt die Elemente in Z%(G, A)
Faktorensysteme (oder (2-) Kozyklen) von G nach A.

Lemma 11.7. Die Abbildung 0: C1(G, A) — Z*(G, A) mit da(x,y) = a(x)a(y)a(zy)™! fir a €
CYG,A) und x,y € G ist ein Homomorphismus.

Beweis. Offenbar ist da € C?(G, A) fiir a € CY(G, A). Fiir z,y, 2 € G gilt

1= a(2)aly)a(z)a(zyz) !

alz)a(yz)a(zyz) ™t = daly, 2)0a(z, yz).

da(z, y)da(zy, 2) = alz)a(y)alzy)  alzy)o(2)a(zyz)
= a(y)a(z)a(yz) "

Dies zeigt da € Z%(G, A). Fiir o, 8 € CY(G, A) und z,y € G gilt schlieklich

0(aB)(x,y) = (aB)(x)(aB)(y)(aB)(zy) ™" = a(z)aly)a(zy) ™ Bx)B(y)Blay) ™" = da(z,y)0b(z,y).

Also ist 9 ein Homomorphismus. O

Definition 11.8. Sei B%(G, A) := 9(C}(G, A)) 9 Z*(G, A) und H?(G, A) := Z*(G, A)/B%*(G, A). Man
nennt H?(G, A) die zweite Kohomologiegruppe von G nach A.

Lemma 11.9. Fir a € H?(G, A) ezistiert ein a € Z?(G, A) mit aB*(G,A) = @ und a(l,z) =
alz,1) =1 firz € G.

Beweis. Sei zuniichst 8 € Z%(G, A) mit BB?(G, A) = @ beliebig. Nach Definition von Z2(G, A) ist
B(x,1)B(x,1) = B(1,1)B(x,1) und B(x,1) = B(1,1) fir x € G. Analog ist B(1,z) = 5(1,1). Sei
y(z) == B(1,1)7! fiir x € G und a := BOy € Z*(G,A). Dann ist aB%(G,A) = @ und a(z,1) =
B(x, 1)y(z)y(1)y(z)~t =1 fiir z € G. Sicher ist auch a(1,z) = 1. O

Definition 11.10. Man nennt M(G) := H?(G,C*) den Schur-Multiplikator von G.

Satz 11.11. Der Schur-Multiplikator M(G) ist eine endliche abelsche Gruppe mit exp(M(G)) ‘ |G|
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Beweis. Sicher ist M(G) abelsch. Sei n := |G| und sei 8 € Z?(G,CX) beliebig. Da C algebraisch
abgeschlossen ist, existieren y(z) € C* mit y(z)" = [[,cq By, )~ L fiir 2 € G. Es gilt dann

1@) ) = ] By [T Bl 2) = [ B 9)Bley,2) = [] Bly. 2)B(w,y2) = By, 2)"v(y2) ™"
zeG z€G zeG zeG

fiir y, 2 € G. Sei a := B0y € Z%(G,C*). Dann ist @ := aB?(G,C*) = fB*(G,C*) € M(G) und
a(y, 2)" = By, 2)" ()" v(2)"y(yz) " =1

fiir alle y, z € G. Insbesondere gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir o und es folgt |M(G)| < oo.
Auferdem ist @™ = a™ = 1. O

Bemerkung 11.12. Es gilt sogar exp(G) exp(M(G)) | |G| (Aufgabe 75) und exp(M(G))? | |G| (ohne
Beweis). Die von Schur formulierte Vermutung exp(M (@)) | exp(G) wurde jedoch 1974 widerlegt.

Lemma 11.13. Fiir o € Z%(G, A) ist die Abbildung ¥, : Hom(A,C*) — M(G), A — (Aoa)B%(G,C>)

ein Homomorphismus.

Beweis. Fiir A\ € Hom(A4,C*) und z,y,z € G ist

(Ao a)(z,y)(Aoa)(ry, 2) = Ma(z,y)a(zy, 2)) = Aa(y, 2)a(z, yz)) = (Ao a)(y, 2)(A o a)(x, y2)

und Ao a € Z%(G,C*). Fiir A\, u € Hom(A, C*) ist (Au) o = (Ao a)(uoa). Also ist ¥, tatsichlich
ein Homomorphismus. O

Lemma 11.14. Fir eine endliche abelsche Gruppe A ist Hom(A,C*) = A.

Beweis. Sei A = (a1) ® ... @ (ap) und d; := [{a;)| fir i = 1,...,n. Sei {; € C eine primitive d;-
te Einheitswurzel. Fiir jedes A € Hom(A, C*) gilt dann A(a;) € ((;) (Beispiel 1.6(v)). Umgekehrt
definiert jede Wahl \(a;) = in einen Homomorphismus. Dies zeigt |[Hom(A,C*)| =d; ...d, = |A|. Wir
definieren F': A — Hom(A,C*) mit F(a® ...ak)(a;) == Cfi fir i =1,...,n. Man zeigt leicht, dass F
ein wohldefinierter Isomorphismus ist. O

Satz 11.15 (SCHUR). Sei G eine Schur-Erweiterung von G mit G/Z =~ G. Dann ist Z zu einer
Untergruppe von M(G) isomorph. Insbesondere ist |G| < |G||M(G)| und G besitzt nur endlich viele
Schur-Erweiterungen bis auf Isomorphie.

Beweis. Fiir x € G wihlen wir ein Urbild 7 € G unter dem kanonischen Epimorphismus G—G /Z = G.
Dabei sei 1 = 1. Sei a(z,y) := Tyzy ' € Z fiir 2,y € G. Fiir z,y, z € G gilt dann
a(z, y)o(zy, 2)Tyz = a(x, Y)Yz = 2Yz = Ta(y, 2)yz = aly, 2)a(z, y2)Tyz.
Dies zeigt a € Z2(G, Z). Nach [Satz 11.5| und [Lemma 11.14] geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung ¥,
aus [Lemma 11.13injektiv ist. Sei also A € Hom(Z, C*) mit Ao v = Oy fiir ein v € CY(G,C*). Dann ist
1=A(1) = Aa(1,1)) = 0v(1,1) =~(1). Sei A: G — C* mit A(Za) :=y(z)A(a) fiir z € Gund a € Z.
Wegen (1) = 1 ist A eine Fortsetzung von \. Fiir z,y € G und a,b € Z gilt
A(@a - §b) = M@Pa(,y)ab) = y(zy) Ma(z, 1)) M@)A(b) = v(zy)y(z)7(y)v(zy) " Aa)A(b)
= (@) \@)y(y)A(b) = NFa)A(FD)-

a)A
Also ist A ein Homomorphismus mit G/Ker(X) < C*. Es folgt Z < G’ < Ker()). Dies zeigt A = 1 und
wir sind fertig. O
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Definition 11.16. Eine Schur-Erweiterung G von G heit mazimal, falls |G| = |G||M(G)).

Satz 11.17 (SCHUR). Jede endliche Gruppe G besitzt eine mazimale Schur-Erweiterung.

Beweis. Nach [Satz 11.11]ist M(G) = (@) @ ... ® (ay). Sei d; == |(&)| und A; < C* mit |4, = d; fiir
i=1,...,n. Sei o; € Z?(G,C*) mit o;B*(G,C*) = @;. Dann ist afi = O; fiir ein y; € CY(G,CX).
Sei 6;(x) € C* mit §;(2)% = v;(z)~" fiir 2 € G. Nachdem wir o; durch o;06; ersetzt haben, gilt afi =1
fiir i = 1,...,n. Insbesondere ist a; € Z?(G, A;) fiir i = 1,...,n. Nach diirfen wir auch
a;(z,1) = a;(1,2) = 1 fiir € G annehmen. Sei A := A; x ... x A, 2 M(G) und o € C%(G, A) mit
a(z,y) = (a1 (x,y), ..., an(z,y)) fiir £,y € G. Offenbar ist dann « € Z2(G, A) mit a(1,z) = a(z,1) = 1
fir x € G.

Wir definieren eine neue Verkniipfung auf G =G x Avia
(2,0)- (4.b) = (ay, alz, y)ab) (2,5 € G, a,b € A).
Fir z,y,2 € G und a,b,c € A ist dann

((z,a) - (y,0) - (2,¢) = (xy, a(z,y)ad) - (2, ¢) = (zyz, a(zy, z)o(z, y)abe) = (zyz, a(z, yz)oly, z)abe)
= (z,a) - (yz, aly, 2)be) = (x,a) - ((y,) - (2,¢)).

Die Verkniipfung ist also assoziativ. Wegen (1g,14) - (z,a) = (z,a(1,2)a) = (x,a) ist (1g,14) ein
neutrales Element. Schlieflich ist (z7 !, a(x™1,2)"ta™!) - (z,a) = (1g,14). Also ist G eine endliche
Gruppe.

Wir identifizieren g € G mit (g,14) € Gundac A mit (1g,a) € G. Offenbar ist dann A der Kern des
Epimorphismus G — G, (z,a) + z. Dies zeigt A JG und G/A = G. Fiir (z,a) € G und b € A gilt
(z,a) b= (z,ab) = (x,ba) =b- (x,a). Es folgt A < Z(G). Es verbleibt A < G’ zu zeigen.

Sei m;: A — A; < C* die i-te Projektion. Mit der Abbildung ¥, aus|Lemma 11.13|gilt dann ¥, (7;) =
(mioa)B}(G,C*) =@ fiiri = 1,...,n. Wegen M(G) = (a7, ..., ay,) ist ¥, surjektiv. Nach|Lemma 11.14
ist Hom(A,C*) = A = M(G). Daher ist ¥, auch injektiv. Nach m (angewendet auf G/G")
existieren Normalteiler N1,..., Ny <JG mit G’ = Ny N...N Ng, sodass G/N; zyklisch ist fir i = 1,...,s.
Nehmen wir A §Z G’ an. Dann existiert ein 4 mit A Q N;. Indem man a/NZ in C* einbettet, erhalt man
einen Homomorphismus ¢: G — C* mit ©(A) # 1. Die Einschrankung ¢4 ist also ein nicht-triviales
Element in Hom(A,C*). Fiir z,y € G gilt

p(a(z,y)) = p(z-y- (zy)~") = o(@)p@)plzy) " = dp(z,y).

Dies liefert Wo(p4) = 1 im Widerspruch zur Injektivitit von W,. Also ist A < G und G ist eine
Schur-Erweiterung von G. O

Satz 11.18. Fir H < G existiert ein Homomorphismus F: M(G) — M(H) mit @%Hl = 1 fiir
@ € Ker(F).

Beweis. Sei a € Z*(G,C*). Dann liegt die Einschrinkung ay sicher in Z2(H,C*). Im Fall o €
B?(G,C*)ist auch ay € B%(H,C*). Dies induziert einen wohldefinierten Homomorphismus F': M(G) —
M(H). Sei aB?(G,C*) € Ker(F), d.h. af = 9 fiir ein v € C*(H,C*). Sei ¥ € C'(G, C*) eine belie-
bige Fortsetzung von 7. Indem wir o durch ady~! ersetzen, konnen wir azy = 1 annehmen. Sei R ein
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Reprisentantensystem fiir G/H. Fiir ¢ € G sei 7, € R und h, € H mit x = rph,. Sei y(x) := a(ry, hy)
fir x € G und B := ady. Fir x € G und h € H gilt dann

Bz, h) = a(z, h)’y(a:)’y(h)’y(a:h)fl = a(z,h)a(ry, hy)a(rs, h,vh)f1
= a(z, h)a(ry, hgy)a(re, hy) La(rehe, h) ta(hyg, h) = 1.

Sei nun z,y € G. Dann ist B(z,y) = B(x,ryhy) = B(x, ry)ﬁ(xry,hy)ﬁ(ry,hy)_l = B(x,ry). Sei
schlieflich d(x) := [],cp B(z,r) fir x € G. Fiir 2,y € G ist dann

B, ) s (xy) = T Bla, v)Bay,r) = [] B, 1B, yr) = () [] Bz, ryr) = 6(2)6(y).

reR reR reR

Dies zeigt B¢ = 95 € B2(G,C*). Somit ist auch o/l € B2(G,C*). O

Folgerung 11.19. Sind Hl, ..., H, < G mit teilerfremden Indizes |G : H;|, so ist M(G) zu einer
Untergruppe von M (Hp) x M(H,,) isomorph. Insbesondere ist M (G) = 1, falls alle Sylowgruppen
von G zyklisch sind.

Beweis. Sei I';: M(G) — M(H;) der Homomorphismus aus [Satz 11.18] Dann ist
I's M(G) - M(H;y) X ...x M(H,), a— (Ii(@),...,.I'y(@)

ein Homomorphismus mit Ker(T') = ()}, Ker(T;). Sei @ € Ker(T'). Nach [Satz 11.18| gilt o/®H:il = 1 fiir
i=1,...,n. Da die Indizes |G : H;| teilerfremd sind, folgt @ = 1. Also ist I" ein Monomorphismus. Fiir

die zweite Behauptung wahlt man fir Hy, ..., H, die Sylowgruppen von G (es reicht je eine fiir jeden
Primteiler von |G|). Nach [Beispiel 11.4{(1i1)|ist dann M (H;) = ... = M(H,) = 1 und die Behauptung
folgt. O

Bemerkung 11.20. Das néchste Lemma quantifiziert [Satz 11.5| fiir p-Gruppen.

Lemma 11.21. Sei H eine beliebige Gruppe und |H : Z(H)| = p" eine Primzahlpotenz. Dann gilt
| < pl3),

Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist H' = 1 nach [Aufgabe 8 Sei nun n > 2. Mit H/Z(H) ist
auch H nilpotent. Daher existiert x € Zo(H) \ Z(H). Fir a,b € H gilt [z,b] € Z(H) und [z,ab] =
[z,a] - “[x,b] = [z, a][z,b]. Somit ist H — H, a + [z,a] ein Homomorphismus mit Bild

N :=[z,H|={[z,a]:a€ H} <H NZ(H).

Wegen Z(H)/N < Z(H)(z)/N < Z(H/N) ist |H/N : Z(H/N)| < p"~'. Induktion ergibt |H'/N| =
(H/N)'| < p(ngl). Aus

b

[x,a] = [z,b] < %2 ="r < aCg(x) = bCg(x)

folgt |[N| = |H : Cy(x)| < |H : Z(H)(z)| < p"~!. Insgesamt gilt nun

n

1| = |1 /N||N| < p("2 )t = p(3), .
Satz 11.22 (GREEN). Ist |G| =pi'...p% die Primfaktorzerlegung von |G|, so gilt

@) <pt P plH),
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Beweis. Nach |Folgerung 11.19| kann man annehmen, dass G eine p-Gruppe ist. Sei G eine maximale

Schur-Erweiterung von G mit |G/Z(G)| < |G/Z| = |G| = p®. Nach [Lemma 11.21| gilt [M(G)| = |Z| <

@ < pl3). m

Satz 11.23. Sei F eine freie Gruppe, N QF und G = F/N (Satz 8.7). Dann gilt

(i)
(it)
(iii)

(i)

N/|F, N] ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit Torsionsteil (F' N N)/[F, N].
Fir N/[F,N] = (F'NN)/|F,N]® K/[F,N] ist F/K eine mazimale Schur-Erweiterung von G.

Fiir jede Schur-BErweiterung G von G existiert ein L < F mit N = (F' N N)L und G = F/L.
Insbesondere ist G eine Faktorgruppe einer maximalen Schur-Erweiterung.

M(G) = (F' N N)/[F, N]| (Hopf-Formel).

Beweis.

(i)

(iii)

(iv)

Da G endlich ist, konnen wir annehmen, dass F' endlich erzeugt ist. Nach ist auch NV
endlich erzeugt. Mit N 9 F ist [F, N] < F und [F, N] < F' N N. Wegen N/[F, N]| < Z(F/[F, N])
hat Z(F/[F, N]) endlichen Index in F//[F, N|. Nach ist F'/[F, N| endlich. Daher ist auch
(F' N N)/[F, N] endlich. Wegen N’ < [F, N] ist N/[F, N] abelsch. Weiter ist

(N/[F,N))/((F'nN)/[F,N])) 2 N/(F'nN)= F'N/F' <F/F'.

Nach [Beispiel 8.11|ist F'/F" eine freie abelsche Gruppe mit endlichem Rang. Mit F//F’ muss auch
F'N/F' torsionsfrei sein. Daher ist (F' N N)/[F, N] der Torsionsteil von N/[F, N].

Wegen N/[F,N] < Z(F/[F,N]) ist K < F. Sei G := F/K und Z := N/K. Dann gilt G/Z =
F/N = G und Z < Z(G) wegen [F,N]| < K. Aus N/[F,N| < F'K/[F, N] folgt

Z=N/K<FKJK = (F/K) =G

Also ist G eine Schur-Erweiterung mit Z = (F' N N)/[F, N]. Aus [Satz 11.15| folgt |M(G)| >
|(F' N N)/[F, N]|. Fiir die umgekehrte Ungleichung zeigen wir erst [(iii)|

Seien a: F — G und B: G — G die kanonischen Epimorphismen mit N = Ker(a) und Z :=
Ker(B). Da F' frei ist, existiert ein Homomorphismus p: F' — G mit Bp = a. Es gilt dann
G=p(F)Zud Z < G < p(F) < p(F), also p(F) = G. Offenbar ist L := Ker(p) < Ker(a) = N.
Wegen Sp(N) = a(N) =1ist p(N) < Ker(f8) = Z. Es gilt sogar Gleichheit, denn

@ p(N)| = |F/L: N/L| = |G = |G : 2I.

Dies zeigt p([F, N]) < [G,Z] = 1 und [F,N] < L. Aus p(N) = Z < G' = p(F’) folgt aukerdem
N < F'Lund (FFNN)L=F'LNN = N nach Dedekind. Die Ungleichung

12| =1p(N)| =N : L| = [F'O N : F'0 L| < |(F' 0 N)/[F,N]|

zeigt, dass die in konstruierte Schur-Erweiterung tatséchlich maximal ist.

Nach |(i)| und dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen gilt L/[F, N] = (LN F'N
N)/IF,N] & M/[F, N], wobei (L N "N N)/[F, N] der Torsionsteil ist. Nach ist F'//M eine
maximale Schur-Erweiterung und G = F/L = (F/M)/(L/M).

Folgt aus dem Beweis von O
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Satz 11.24. Seien @1, 62 mazximale Schur-Erweiterungen von G mit @1/Z1 G ég/Zg. Dann gilt

(i) (SCHUR) G, 2 Gy und G1/G| = G/G' = Gy)G.

(ii) (GascHUTZ) G1/Z(G1) = Ga/Z(Gy).

(11i) (READ) (Gl)/Zl = Z( 2)/Zs.
Beweis. Sei G = F/N, K; < F und G; F/K; wie in . Wir zeigen, dass die angegebenen
Gruppen nicht von ¢ abhéngen.

(i) Es gilt

@; ~FK/K~2F/)(FFNK;)=F/(FFNNNK;)=F'/|F,NJ,
Gi/G = (Gi/2)/(Gi[Z:) = GG
(ii) Fir L/[F,N] := Z(F/[F,N]) gilt [F,L] < [F,N] < K; und L/K; < Z(F/K;). Sei umgekehrt

zK; € Z(F/K;). Dann ist [z, F] < K;NF' = K;NF' NN = [F,N] und es folgt z[F,N] €
Z(F/[F,N]) = L/[F, N]. Dies zeigt

Gi/Z(G;) = (F/K:)|Z(F/K;) = (F/K;)/(L/K;) = F/L.

(iii) Mit den Bezeichnungen aus gilt

2(Gi)/Z; = (L/K;)/(N/K;) = L/N. 0

Bemerkung 11.25.

(i) Gruppen G und H heifsen isoklinisch, falls es Isomorphismen ¢: G’ — H' und ¢: G/Z(G) —
H/Z(H), tZ(G) — TZ(H) mit ¢([z,y]) = [2, 7] fiir alle ,y € G gibt. Der Beweis von [Satz 11.24]
zeigt, dass maximale Schur-Erweiterungen einer gegebenen Gruppe stets isoklinisch sind. Der
Begriff hat in letzter Zeit allerdings an Bedeutung verloren.

(ii) Nach|Satz 11.24f(i)|ist eine maximale Schur-Erweiterung einer perfekten Gruppe G auch perfekt
und bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt (dies wird in [Satz 11.27 verallgemeinert). Man nennt
sie universelle Schur-FErweiterung von G @ Nach [Satz 11.23|ist jede Schur-Erweiterung von G zu
einer Faktorgruppe der universellen Schur-Erweiterung isomorph.

Satz 11.26. Die universelle Schur-FErweiterung einer perfekten Gruppe hat trivialen Schur-Multiplikator.

Beweis. Sei G eine max1male Schur-Erweiterung von G' mit G /Z >~ @G, Sei G eine maximale Schur-

Erweiterung von G mit G/W G. Mit G sind auch G und G perfekt. Sei Z(G/W) = X/W. Es
gilt

G.X,G)=[G.G,.X] <[G,W]=1.

Aus [Lemma 3.6| folgt [X, G] [ ,G,G)=1und X < Z(a) < X. Sei L/W das Urbild von Z unter
G/W = G. Dann ist L/W < Z(G/W) = Z(G)/W und G/L = (G/W)/(L/W) = G/Z = G. Also ist G
eine Schur-Erweiterung von G. Dies zeigt G =~ G und M(G) 1. O

18Schur spricht von Darstellungsgruppen.
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Satz 11.27. Sind |G/G'| und |M(G)| teilerfremd, so besitzt G bis auf Isomorphie nur eine maximale
Schur-Erweiterung.

Beweis. Wie in [Satz 11.24{sei G = F//N und @Z = F/K; fur i = 1,2. Wir wahlen z1,...,z, € F mit

<:):1,...,xn>F’N/F’N:F/F’N%G/G’%Cdl X ... XCdn

und o’ € F'N fir j = 1,...,n. Nach [Satz 11.23|ist F'N = F'(F' 1 N)K; = F'K;. Sei a; € K mit

z;-ljaj € F'. Als Teiler von |G/G'| ist d; zu

|K1/(K1 N Ka)| = |[K1 K/ Ks| < |N/Ks| = [(N/[F,N])/(K2/[F,N])| = |[M(G)|
teilerfremd. Daher existiert ein b; € K mit b?j =a; (mod K N K3y). Es folgt
(2;:)% = 2%b% =1 (mod F'(K; N K;))
JY =45 Y% = 1 v))

Indem wir x; durch x;b; ersetzen, kénnen wir a:jj € F'(K1 N Ky) fiir j =1,...,n annehmen. Wegen
F'NK; =[F,N] = F'n Ky und ist die Abbildung F'N/K; — F'N/Ky, yK1 — yKs mit y € F’ ein
wohldefinierter Isomorphismus. Dabei wird x?j K auf :z:?j K5 abgebildet.

Jedes Element in @Z hat die Form z{'...z&yK; mit y € F' und eindeutig bestimmten 0 < e; < d;.
Dabher ist die Abbildung

r: Gy —>ég, R A1) LG R S R e 1) . ©
wohldefiniert und bijektiv. Fiir 0 < f; < dj und z € F’ gilt
2 atny et afiy = 20T et (mod FY).
Sei ej + fj = gj + kjd; mit 0 < g; < d; fir j = 1,...,n. Dann existiert ¢ € F' mit

€1 € 1
Ty ey

wlnz =29t agnghd | ghndne,
Dies zeigt
Lz .. .x%”xlfldl ke = 2t x%"xlfldl ke, = T(28 .. .:E,i”yKl)F(:cfl zlnzKY),

d.h. T ist ein Isomorphismus. O

Satz 11.28 (HOCHSCHILD-SERRE-Sequenz). Sei N <G und H = G/N. Dann existiert eine exakte

Folge der Form
M(G) — M(H) - N/|G,N] - G/G" - H/H" — 1.

Beweis. Nach dem zweiten Isomorphiesatz diirfen wir H/H' durch G/G'N ersetzen. Sicher ist dann
a:G/G' - G/G'N, 2G"— xG'N
ein Epimorphismus. Wegen [G, N] < G’ ist
B: N/[G,N] = G/G’, z|G,N]— zG’

ein wohldefinierter Homomorphismus mit Bild NG'/G’ = Ker(a). Sei nun F eine freie Gruppe und
p: F — G ein Epimorphismus mit Kern K < F. Fiir L := p~}(N) < F gilt L/K = N und F/L =
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(G/K)/(L/K) = H. Nach der Hopf-Formel diirfen wir M (G) durch (F' N K)/[F, K] und M (H) durch
(F' N L)[F, L] ersetzen. Wegen p([F, L]) = [G, N] ist die Abbildung

v: (F'NL)/[F,L] = N/[G,N], z[F, L]~ p(x)[G,N]

ein wohldefinierter Homomorphismus mit Bild p(F' N L)/[G,N] = (G' N N)/|G, N] = Ker(f) und
Ker(y) = (F' N K)[F, L)/[F, L]. Schlieflich ist auch

§: (FFNK)/|[F,K|— (F'nL)/|F, L], =z[F, K]~ z|F,L]
ein wohldefinierter Homomorphismus mit Bild (F’ N K)[F, L]/[F, L] = Ker(y). O
Folgerung 11.29 (JONES). Sei N < G. Dann ist |M(G/N)| ein Teiler von |(G' N N)/|G, N]||M(G)|.
Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von gilt

|M(G)/Ker(d)| = |6(M(G))| = [Ker()| = ||IZ$))|| ~ @ r’wﬂjff()}/l[)(g NI’

Definition 11.30. Fiir endliche Gruppen G, H sei

P(G,H) = {p: GxH = C* : p(xy, 2) = p(z,2)p(y, 2), ¢(z,yz) = o(z,y)p(z,2)} < C'(GxH,C").

Satz 11.31 (KONNETH-Formel). Fir endliche Gruppen G und H gilt

| M(G x H) = M(G) x M(H) x P(G, H).|

Beweis. Sei a € Z?(G x H,C*). Wir fassen G und H als Untergruppen von G x H auf. Wie iiblich
hat man Einschrinkungen ag € Z%(G,C*) und ay € Z2(H,C*). Sei o(z,y) := a(z,y)a(y, )" fiir
re€Gundy € H. Firz,y € Gund z € H ist xz = zx, yz = zy und

1 -1 -1 -1

oz, y)a(z,z)” alzz,y)
= p(x,2)e(y, 2).

p(ay, 2) = alry, 2)a(z, wy) = a(y, z)a(z, yz)a(z,y)
= o(@,2)a(z,2) " o(y, 2)alz,y)a(z, zy)a(ez,y)
Analog zeigt man p(x,yz) = ¢(x,y)p(z, 2) fir v € G und y,z € H. Also ist ¢ € P(G, H). Dies liefert
einen Homomorphismus
F: 7*(G x H,C*) — Z*(G,C*) x Z*(H,C*) x P(G, H),
a— (ag,am,p).
Fiir v € C1(G x H,C*) ist sicher (0y)g = 0vg € B*(G,C*) und (0v)y € B%(H,C*). Wegen 9v(z,y) =

0y(y,z) fir x € Gund y € H ist ¢ = 1 fiir « = Jv. Somit induziert F' einen Homomorphismus
F: M(Gx H)— M(G)x M(H) x P(G,H).

Surjektivitit von F: Sei ay € Z2(G,C*), ay € Z*(H,C*) und ¢ € P(G,H). Nach [Lemma 11.9
diirfen wir a;(1,1) = ag(1,1) = 1 annehmen. Fiir 21,51 € G und x9,y2 € H sei a(xi122,y1y2) =
aq(z1, y1)aa (2, y2)p(z1, y2). Dann ist

a(z1z2, 1y2)a(x1y122y2, 2122) = a1(x1, y1)oe(z2, y2 )@ (1, y2)oa (T1y1, 21) a2 (x2y2, 22)@(x1Y1, 22)

= a1 (1, z1)aa (1, y121) a2 (Y2, 22)a2(x2, Y222 )@(z1, y222) P (Y1, 22)

= a(y1y2, z122)a(x122, Y1Y22122)
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und o € Z2(G x H,C*). Wegen ¢(x,1) = p(x,1)¢(z,1) = 1 fiir z € G ist ag = a; und analog
ag = as. Fir x € G und y € H ist schliefslich

a(x7y)a(y7 x)il - Ozl((E, 1)0[2(1, y)%"(% y)al(L x)iloe(ya 1)7190(17 1)71 = 90(‘7:7?/)
Dies zeigt F(a) = (a1, a2, 9).

Injektivitit von F: Sei F(a) = (971,072,1) mit v; € CHG,C*) und v, € C*(H,C*). Es gilt dann
a(z,y) = a(y,z) fiir £ € Gund y € H. Sei §(xy) := v1(2)y2(y)a(z,y) " fiir € G und y € H. Dann
ist
08(z132, y1y2) = 6(2122)8(y1y2)8(z1y172y2) "
= m(z1)ya(z2)o(zr, 22) "y (y)r2(v2)a(yr, y2) ~ ya(@1yn) ~ ya(zaye)~ aleiys, 22y2)
= afz1,y1)a

T, yo)o(z1, v2) ta(yr, y2) " ta(ziyr, T2y2)

(
a(y1, m2)a(z1, yro2)a(z1y1, T2) to(@a, yo) a1, x2) La(yr, yo) " a(z1yr, 22y2)
Ya(z1y1za, y2)a(y1, y2) " = a(z129, y112)

(3311’2,y1

fiir 1,y; € G und z2,y2 € H. Also ist a € B?(G x H,C*) und F ist ein Isomorphismus. O]

Bemerkung 11.32.

(i) Fir ¢ € P(G,H) und y € H ist G — C*, z — ¢(z,y) ein Homomorphismus. Insbesondere
ist p(z,y) = 1 fir z € G’ und analog p(z,y) =1 fiir x € G und y € H'. Es folgt P(G,H) =
P(G/G' H/H").

(ii) Fiir Gruppen G, H und K gibt es Isomorphismen P(G x H,K) = P(G,K) x P(H,K) und
P(G,H x K) = P(G,H) x P(G, K) durch Einschrankung (leicht zu zeigen). Mit dem néchsten
Lemma kann man P(G, H) also vollstdndig bestimmen.

Lemma 11.33. Fiir n,m € N ist P(Cp,Cpn) = Cger(n,m)-

Beweis. Sei (x) = Cy, (y) = Cy, und ¢ € P({x), (y)). Dann ist

oz, y)" = p@",y) = o(L,y) = 1= p(z,1) = p(z,y™) = p(z,y)"

also auch ¢(x,y)8T(m™) = 1. Sei ¢ € C eine primitive ggT(n, m)-te Einheitswurzel. Dann ist ¢(x,y) =
¢F mit 1 < k < ggT(n,m). Aukerdem ist o durch ¢(z,) bereits eindeutig bestimmt. Fiir jedes ¢* € (¢)
kann man umgekehrt ein ¢ € P({z), (y)) mit ¢(z,y) = ¢¥ konstruieren. Dies liefert den Isomorphismus
P(Cn, Cm) = <€> = ngT(n,m)' u

Folgerung 11.34. Sind G und H endliche Gruppen mit ggT(|G/G'|,|H/H'|) =1, so ist M(G x H) =
M(G) x M(H).

O

Beweis. Die Behauptung folgt aus [Satz 11.31] [Bemerkung 11.32] und [Lemma 11.33]

Beispiel 11.35. Sind GG und H perfekte Gruppen mit universellen Schur-Erweiterungen G bzw. H S0
ist G x H die universelle Schur- Erweiterung von G x H 1'
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Satz 11.36. Firng,...,np € N gilt

M(Cm XX an) = >< ngT(nianj)'
1<i<j<k

Beweis. Nach [Folgerung 11.19] [Satz 11.31] [Bemerkung 11.32| und [Lemma 11.33]ist

M(Cpy X ... xCp ) ZEM(Cpy X ... x Cp, ) X P(Chpy,Cpy X ... xCp, ) =
X P(Cn;Cry) = X Coerinimy)- O

1<i<j<k 1<i<j<k

1

Beispiel 11.37.

(1)

(i)

(iii)

Ist A2 Cy, x...x Cy, mitdy|...|d, wiein|Satz 2.11] so vereinfacht sich die Formel zu

M(A) = Cgl’l X 032*2 x...xCq _,

Ist G elementarabelsch vom Rang k, so ist M(G) elementarabelsch von Rang ( ) Also ist die
Abschatzung in optimal. Insbesondere ist M(C3) = Cy. Die Gruppen Dg und Qg
sind daher die einzigen echten Schur-Erweiterungen von C3. Dies zeigt, dass es nicht-isomorphe
maximale Schur-Erweiterungen geben kann.

Sei G ecine Schur-Erweiterung von G € {Dan, Qan, SDon} mit G '/Z = G. Nach ist
G eine 2-Gruppe und 4 = |G : G'| = |G/Z G'/Z| = |G : G'|. Nach Taussky gilt daher
G € {Dym,Qam,SDyn}. Es folgt |Z| < [Z(G)| = 2 und im Fall |Z] = 2 ist Z = Z(G) und
G G/Z Dgym—1. Wir haben also gezeigt:

M(G) = Cy falls G = Don,
|1 falls G € {Qan, SDan}.

Die Sylowgruppen von A7 sind ((1,2,3,4)(5,6),(1,2)(3,4)) = Ds, {(1,2,3),(4,5,6)) = C3,
((1,...,5)) = C5 und ((1,...,7)) = C7. Nach [Folgerung 11.19| existiert ein Monomorphismus
M (A7) — M(Dsg) x M(C%) = Cg. Tatsiichlich gilt

Ce fallsn e {6,7},

M(A,) =
(4n) {CQ falls n € {5,8,9,...}

(ohne Beweis, siche Tabelle im Anhang).

Sei G = PSL(2,p) fiir eine Primzahl p > 3. Nach [Bemerkung 10.14| ist jede Sylowgruppe
von G zyklisch oder eine Diedergruppe. Aus [Beispiel 11.4] und [(iii)| folgt M (G) < Cs. Daher
ist SL(2,p) die universelle Schur-Erweiterung von PSL(2,p). Wenn man von den Ausnahmen
SL(2,4) = PSL(2,4) = As und PSL(2,9) = Ag absieht, gilt dies auch fir PSL(2, q) fiir eine
Primzahlpotenz ¢ > 5 (ohne Beweis).
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Aufgaben

Aufgabe 1. Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Eine nichtleere endliche Teilmenge H C G ist genau dann eine Untergruppe von G, falls xy € H
fiir alle z,y € H gilt.

(b) Jede Untergruppe vom Index 2 ist normal.

(c) Sei G = (X) und H = (Y) < G. Genau dann ist H < G, falls zyz~! € H fiir allez € X U X!
und y € Y.

Aufgabe 2. Seien U, V, W Untergruppen einer (moglicherweise unendlichen) Gruppe G. Zeigen Sie:
() UCW =U0UVnNW=UVnW).
(b) UV <G« UV =VU.
() VCU = |G:V|=|G:U||U: V|
(@) [UVIIU AV = U]V,
e) |G:UNV|<|G:U|G:V].
)

f) Sind |G : U] und |G : V| endlich und teilerfremd, so gilt |G : UNV| = |G : U||G : V| und
G=UV.

(
(

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass fiir jede Gruppe G die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(1) G ist abelsch.
(2) Die Abbildung G — G, x + z~! ist ein Automorphismus.
(3) Die Abbildung G — G, x + 22 ist ein Endomorphismus.

Sei nun |G| < co. Wann ist G — G, z + 22 ein Automorphismus?

Aufgabe 4. Seien H < G Gruppen mit n := |G : H| < co. Zeigen Sie:
(a) G operiert transitiv durch Linksmultiplikation auf G/H, d.h. *(gH) := zgH fiir z,g € G.
(b) Der Kern dieser Operation ist He = () cq gHg™!. Insbesondere ist |G : Hg| < n!.
(c) Ist |G| < oo und n der kleinste Primteiler von |G|, so ist H <G (dies verallgemeinert [Aufgabe 1|(b)).
)

(d) Ist n > 1, so ist UgeG gHg ' #G.
Hinweis: Indem man G durch G/Hg ersetzt, kann man |G| < co annehmen.

(e) Fiir H:={({1)} <G :=GL(2,C) gilt G = U,cq9Hg "

Hinweis: Ahnlichkeit von Matrizen.

Aufgabe 5. Zeigen Sie:
(a) Eine Gruppe ist genau dann endlich, wenn sie nur endlich viele Untergruppen besitzt.

(b) Eine endlich erzeugte Gruppe besitzt fiir jedes n € N nur endlich viele Untergruppen vom Index
n.
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(¢) Sei G endlich erzeugt und H < G mit |G : H| < oo. Dann existiert eine charakteristische
Untergruppe K von G mit K < H und |G : K| < cc.

Aufgabe 6. Fir 3 <n € N sei

Doy = (o,7) < Sym(C)
mit o(z) 1= e 2 und 7(z) := Z (komplexe Konjugation) fiir z € C. Zeigen Sie:
(a) (o) < Dgy, und |Dayy,| = 2n.
I

(b) Ist A C C das regelmafige n-Eck in der komplexen Ebene mit Mittelpunkt 0 und Eckpunkt 1
(also die konvexe Hiille der n-ten Einheitswurzeln), so gilt

Dy, ={a: C— C:a(A) =A, |a(z) — a(y)| = |r — y| Vz,y € C},
d.h. D, ist die Symmetriegruppe des regelméfigen n-Ecks.
Man nennt Dy, Diedergruppe der Ordnung 2n.

Aufgabe 7.

(a) Zeigen Sie, dass (Q, +) lokal zyklisch ist, d. h. jede endlich erzeugte Untergruppe von Q ist zyklisch.
Ist Q selbst zyklisch?

(b) Sei p eine Primzahl und A := {ap® +7Z : a,b € Z} < Q/7Z. Zeigen Sie, dass jede echte Untergruppe
von A endlich und zyklisch ist.

(c) Sei Z[X] der Ring der Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Sei Q4 := {¢ € Q : ¢ > 0}.
Zeigen Sie (Z[X], +) = (@, ).

Hinweis: Primfaktorzerlegung.

(d) Entscheiden Sie, ob (R,+) und (C,+) isomorph sind.

Hinweis: Auswahlaxiom.
Aufgabe 8. Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Ist G/Z(QG) zyklisch, so ist G abelsch (d.h. G/Z(G) = 1).
(b) Ist Z(G) = 1, so ist Cpuy()(Inn(G)) = 1. Insbesondere ist Z(Aut(G)) = 1.

Aufgabe 9.

(a) Wie viele abelsche Gruppen der Ordnung 72 existieren bis auf Isomorphie?

(b) Bestimmen Sie den Isomorphietyp von Aut(Ca4).

Aufgabe 10. Sei G eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 8. Zeigen Sie:

(a) G besitzt ein Element z der Ordnung 4.
Hinweis:

(b) Fiir y € G\ (z) gilt y* =1 und yx =z~ y.

(c) Die Multiplikationstabelle von G ist durch die Ordnung von y eindeutig bestimmt.
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(d) Im Fall y? =1 ist G = Dg.

(e) Im Fall y? # 1 ist
G Qg = <<(1) Ei> : <_01 (1)>> < GL(2,C)

mit i = +/—1. Man nennt Qg Quaternionengruppe der Ordnung 8.
Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass Qg die gewiinschten Eigenschaften hat.

(f) Konstruieren Sie alle Gruppen der Ordnung 8 bis auf Isomorphie.
Hinweis: Zeigen Sie Dg 2 Qg durch Zéhlen von Involutionen.

Aufgabe 11. Sei A — Aut(G) eine Gruppenoperation. Eine Subnormalreihe 1 = Ny <J... I N, =G
heifit A-invariant, falls *N; = N; fiir i = 1,...,k und alle a € A gilt. Eine A-invariante Subnormalreihe
heifst A- Kompositionsreihe, falls die N; paarweise verschieden sind und sich die Reihe nicht weiter
als A-invariante Reihe verfeinern lasst. Zeigen Sie, dass die A-Kompositionsfaktoren N;/N;_1 bis auf
Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmt ist. Folgern Sie, dass die Hauptfaktoren von G nicht
von der Wahl einer Hauptreihe abhéngen.

Hinweis: Beweis von Jordan-Holder.

Aufgabe 12.
(a) Bestimmen Sie die Kompositionsfaktoren und Hauptfaktoren von Sjy.

(b) Bestimmen Sie die Kompositionsfaktoren und Hauptfaktoren von GL(2,3).
Hinweis: Betrachten Sie die natiirliche Operation von GL(2, 3) auf der Menge der 1-dimensionalen
Unterrdume von F3.

Aufgabe 13. Eine Untergruppe H < G heifit vollstindig invariant in G, falls «(H) C H fiir jeden
Endomorphismus a von G. Zeigen Sie:

(a) Jede vollstiandig invariante Untergruppe ist charakteristisch in G.

(b) Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist vollstdndig invariant.

(c) Welche Untergruppen von Sy sind charakteristisch und welche sind vollstandig invariant?

(d) Z(&
) Z(G

(e) Z(@G) ist nicht unbedingt vollstandig invariant in G.

Z(G) ist stets charakteristisch in G.
Z

Aufgabe 14. Sei G eine Gruppe und z,y € G. Zeigen Sie:

(a) Aus [z,z,y] =1 folgt [z",y] = [z,y]|™ fir alle n € Z.

(b) Aus [z,z,y] = [y, z,y] = 1 folgt (zy)" = x"y"[y,:z:](g) fiir alle n € N.

Aufgabe 15.
(a) Zeigen Sie Dy, = Do, x Cy fiir alle ungeraden Zahlen n > 3.

(b) Bestimmen Sie alle natiirlichen Zahlen n > 3, sodass die Diedergruppe D, nilpotent ist. Berechnen
Sie ggf. die Nilpotenzklasse.
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Aufgabe 16. Sei G = N & M endlich. Zeigen Sie F(G) = F(N) @ F(M).
Achtung: Nicht jede Untergruppe von N @ M hat die Form Ny & M; mit Ny < N und M; < M.

Aufgabe 17. Zeigen Sie fiir jede Gruppe G:

(a) exp(Zk(GQ)/Zk-1(G)) < exp(Z(G)) fir k > 1.
Hinweis: Induktion nach k£ und a).
(b) [G1,Z;(G)] < Z;—4(G) fiir 1 <i < j.

Hinweis: Induktion nach 7 + j und das 3-Untergruppen-Lemma.
Aufgabe 18. Wie viele nilpotente Gruppen der Ordnung 72 gibt es bis auf Isomorphie?

Aufgabe 19. Zeigen Sie, dass jede Gruppe der Ordnung 220 einen Normalteiler der Ordnung 55 besitzt.
Hinweis: Konstruieren Sie zunéchst einen kleineren Normalteiler.

Aufgabe 20. Seien P und @ zwei verschiedene p-Sylowgruppen von G, sodass |P N Q| so grof wie
moglich ist. Zeigen Sie
SyL,(G)| =1 (mod |P: PNQ)).

Aufgabe 21.
(a) Berechnen Sie ®(Sy).
(b) Sei G =N & M. Zeigen Sie (G) = &(N) & &(M).

(c) Bestimmen Sie die Frattinigruppe einer endlichen abelschen Gruppe.
Hinweis: Benutzen Sie nicht die Definition.

Aufgabe 22. Eine Gruppe G heift vollstindig, falls Z(G) = 1 = Out(G). Zeigen Sie:
(a) Ss ist vollstandig.
(b) Ist G vollsténdig, so ist Aut(G) = G.
(c) Ist N ein vollstandiger Normalteiler von G, so ist G = N @ Cg(N).
)

(d) Ist S eine nichtabelsche einfache Gruppe, so ist Aut(S) vollstandig.
Hinweis:

Aufgabe 23. Konstruieren Sie Gruppen X,Y,Z < G mit [X,Y, Z] # [Y, X, Z].

Aufgabe 24. Sei A ein abelscher Normalteiler von G, sodass G /A zyklisch ist, sagen wir G/A = (zA)
mit € G. Zeigen Sie, dass die Abbildung A — G’, a — [a, 2] ein Epimorphismus ist. Folgern Sie
Al = |G[ANZ(G)|.

Aufgabe 25.
(a) Zeigen Sie ®(G) < F(G) und F(G/®(G)) = F(G)/®(G) fiir jede endliche Gruppe G.
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(b) Sei P eine endliche p-Gruppe mit Q < P, N < P. Zeigen Sie ®(Q) < ®(P) und ®(P/N) =
®(P)N/N.

(c) Zeigen Sie ®(P) = (x? : x € P) fiir jede endliche 2-Gruppe P.

Aufgabe 26. Fiir eine endliche Gruppe G sei Fo(G) := 1, Ko(G) := G und induktiv

Fp(G)/Fp_1(G) := F(G/Fn_1(G)), Kn(G) = (| Kno1(G)1
i>1

fiir n > 1. Zeigen Sie:

(a) Sei 1 =Ny <...<d N =G eine Normalreihe mit nilpotenten Faktoren N;/N;_q fir i =1,... k.
Dann gilt Kj—;(G) < N; <F;(G) firi=0,...,k.

(b) Genau dann ist G auflosbar, falls ein I(G) =1 > 0 mit F;_1(G) < F;(G) = G und K;_1(G) >
K;(G) = 1 existiert. Ggf. nennt man [(G) die Fitting-Linge von G.

Bemerkung: Im Allgemeinen ist Ky (G) das nilpotente Residuum, Foo(G) := |, en Fn(G) das auflosbare

Radikal und Koo (G) := ey Kn(G) = N,ey G™ das auflésbare Residuum von G.

Aufgabe 27. Sei G eine Gruppe und A, B konjugierte Untergruppen von Aut(G). Zeigen Sie G x A =
G x B.

Aufgabe 28. Sei G eine endliche Gruppe und z,y € G verschiedene Involutionen. Zeigen Sie (x,y) =
Do, (wobei Dy = C3).

Aufgabe 29. (LEVI) Sei G eine endliche Gruppe, in der je zwei konjugierte Elemente vertauschbar
sind. Zeigen Sie, dass G nilpotent ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass Elemente teilerfremder Ordnungen vertauschbar sind.

Aufgabe 30. Sei H eine m-Hallgruppe von G und N < G. Zeigen Sie:
(a) HN N ist eine m-Hallgruppe von N und HN/N ist eine w-Hallgruppe von G/N.
(b) Fiir U < @ ist nicht unbedingt H N U eine w-Hallgruppe von U.
(¢) Na(Ng(H)) = Na(H).

Aufgabe 31. Eine endliche Gruppe G heifst Frobeniusgruppe, falls eine Untergruppe 1 < H < G mit
HnNgHg ' =1 fiir alle g € G\ H existiert (H ist also besonders weit davon entfernt ein Normalteiler
zu sein). Zeigen Sie, dass H eine Hallgruppe von G ist.

Hinweis: ist niitzlich.

Aufgabe 32.
(a) Zeigen Sie, dass As keine {2, 5}-Hallgruppe besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass nicht jede {2, 3}-Untergruppe von As in einer {2, 3}-Hallgruppe liegt.
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(c) Konstruieren Sie eine endliche Gruppe G' mit zwei nicht-konjugierten Hallgruppen der gleichen
Ordnung.
Hinweis: Betrachten Sie G = GL(3,2).
Bemerkung: Die Gruppe PSL(2,11) besitzt sogar nicht-isomorphe Hallgruppen der gleichen
Ordnung.

Aufgabe 33. Sei G eine auflésbare Gruppe, p eine Primzahl und [Syl,(G)| = p{* ... pg" (Primfaktor-
zerlegung). Zeigen Sie p;* =1 (mod p) firi =1,...,n.

;=
Bemerkung: Dies verfeinert die Kongruenz aus dem Satz von Sylow.

Aufgabe 34. (GOURSAT) Seien G; und G2 Gruppen. Konstruieren Sie eine Bijektion zwischen
der Menge der Untergruppen von G; X Gy und der Menge der 5-Tupel (Hj, Ho, K1, K2, @), wobei
K;<H; <G; (i=1,2) und ¢: Hi /K1 — Hs/K>5 ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 35. Zeigen Sie fiir n > 3:

(a) Sp=((1,2),(1,3),...,(L,n)) = ((1,2),(2,3),....(n—1,n)) = ((1,2,...,n),(1,2)).

(b) A, = {(a,b,c): 1 <a<b<c<n) =(1,23),(1,2,4),...,(1,2,n)) = ((1,2,3),(2,3,4),. ..,
(n—2,n—1,n)).

Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass S,, von allen Transpositionen erzeugt wird.

Aufgabe 36. Bestimmen Sie die transitiven Permutationsgruppen vom Grad < 4. Welche davon sind
primitiv oder regulér?
Hinweis: [Satz 6.21] ist hilfreich.

Aufgabe 37. Sei G eine transitive Permutationsgruppe vom Grad > 1, in der jedes nicht-triviale
Element hochstens einen Fixpunkt hat und mindestens ein Element genau einen Fixpunkt hat. Zeigen

Sie, dass G eine Frobeniusgruppe ist (siehe [Aufgabe 31).

Aufgabe 38. Realisieren Sie Aj als primitive Permutationsgruppe vom Grad 5, 6 und 10.
Hinweis: Nach geniigt es, geeignete Untergruppen zu finden.

Aufgabe 39. Zeigen Sie, dass eine auflosbare Permutationsgruppe nicht 5-transitiv operieren kann.

Aufgabe 40. Sei G eine endliche Gruppe, N < G und G/N = H. Zeigen Sie, dass G zu einer
Untergruppe von N ! H isomorph ist.
Hinweis: Wenden Sie Satz 6.26 auf die reguldre Operation an.

Aufgabe 41. Zeigen Sie, dass die p-Sylowgruppen von Sp» zu Cpl...0 Cp (n Faktoren) isomorph sind.
Aufgabe 42. Berechnen Sie die Nilpotenzklasse von C), ¢ C, € Syl (S)2) fiir jede Primzahl p.

Aufgabe 43. Zeigen Sie fiir n € N, dass die 2-Sylowgruppen von S,, Cartergruppen sind.
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Anufgabe 44. Zeigen Sie, dass eine auflésbare Gruppe G genau dann eine primitive Permutationsgruppe
ist, wenn ein minimaler Normalteiler A < G mit Cg(A) = A existiert.

Aufgabe 45. Zeigen Sie, dass SL(2,Fon) 3-transitiv auf der Menge der 1-dimensionalen Unterrdume
von 3, operiert.

Aufgabe 46. Zeigen Sie:

(a) Fir jede echte Untergruppe H einer nichtabelschen einfachen Gruppe G gilt |G : H| > 5.
Hinweis:

(b) Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 120.
Hinweis: Realisieren Sie ein Gegenbeispiel als Untergruppe von Ag.

(c) GL(3,2) ist eine einfache Gruppe der Ordnung 168.
(d) Die unendliche Gruppe Ao = J,,>; An ist einfach.

Aufgabe 47. Berechnen Sie die Verlagerung Vo explizit.
Bemerkung: Der Hauptidealsatz aus der Klassenkorpertheorie besagt, dass die Verlagerung Vi /g stets
trivial ist.

Aufgabe 48. Sei H eine Hallgruppe einer endlichen Gruppe G mit Ng(H) = Cq(H). Zeigen Sie, dass
H ein normales Komplement besitzt.

Aufgabe 49. Sei GG eine endliche Gruppe mit einer zyklischen p-Sylowgruppe. Sei N < G, sodass
|G : N| durch p teilbar ist. Zeigen Sie, dass N p-nilpotent ist.
Hinweis: Fiir @ € Syl,(N) gilt Ny(Q) = @ x K nach Schur-Zassenhaus. Zeigen Sie [Q, K] = 1.

Aufgabe 50. Beweisen Sie die folgenden Aussagen fiir jede iiberauflésbare Gruppe G:
(a) Ist p der kleinste Primteiler von |G|, so ist G p-nilpotent.

(b) Ist ¢ der grofte Primteiler von |G|, so besitzt G eine normale g-Sylowgruppe.

Aufgabe 51. Zeigen Sie:

(a) Jede nichtabelsche einfache Gruppe der Ordnung < 168 ist zu A5 isomorph.
Hinweis: Mit geeigneten Sétzen aus der Vorlesung muss man héchstens drei Ordnungen diskutieren.

(b) Jede Gruppe der Ordnung 612 ist auflosbar.

Aufgabe 52. Sei G eine p-nilpotente Gruppe und @ < P € Syl,(G). Zeigen Sie, dass Ng(Q)/Ca(Q)
eine p-Gruppe ist.
Bemerkung: Das ist die Umkehrung von Frobenius’ Verlagerungssatz.

Aufgabe 53. Zeigen Sie, dass G p-nilpotent ist, falls G/®(G) p-nilpotent ist.
Bemerkung: Die lokalisiert den Satz von Frattini.
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Aufgabe 54 (2 + 2+ 2+ 2 Punkte). Seien N, M < G. Zeigen Sie:

(a) Sind N, M 4G p-nilpotent, so auch M N. Das Produkt aller p-nilpotenten Normalteiler F,,(G) ist
daher p-nilpotent.

(b) Op(G) < Fp(G) und F(G)/Op (G) = 0,(G/0p (G)).
(¢) Sind G/N und G/M p-nilpotent, so auch G/(N N M).

(d) Der kleinste Normalteiler von G mit p-nilpotenter Faktorgruppe ist OF (OP(G))

Aufgabe 55. Wir wollen zeigen, dass man ein Wort w iiber einem Alphabet A nur in genau ein
reduziertes Wort w iiberfithren kann. Nehmen wir indirekt an, dass v # w reduzierte Wérter sind und
eine Folge von Worten v = vy, ..., v = w existiert, sodass sich v; und v; 41 nur durch ein Teilwort der
Form aa~! oder a~'a (a € A) unterscheiden (fiir i = 1,...,k — 1). Sei |v;| die Anzahl der Buchstaben
von v;. Wir wihlen die Folge, sodass Zle |v;| minimal ist. Zeigen Sie:

(a) Es existiert ein ¢ mit |v;—1| < |vi| > |vit1].

(b) Gilt v; 1 =...a...,v;=...aa 'a...,vi41 =...a..., so kann man v; und v; 41 streichen.
(c) Giltv; 1 =...aa" ..., v;=...aa"...bb~ ... v;;1 =...bb"1. .. sokann man v; durch v} mit
|vl] = |vi| — 4 ersetzen.

(d) Alle anderen Fille sind analog und fiithren ebenso zum Widerspruch.

Weihnachtsratsel. Sei G < Syg die Gruppe des Zauberwiirfels wie in der Weihnachtsvorlesung. Wir
betrachten den ,erweiterten” Zauberwiirfel mit Bildern auf allen Seiten:

(a) Beschreiben Sie die Gruppe aller Zusténde des erweiterten Zauberwiirfels unter Benutzung von G.
Wie viele Zusténde gibt es?

(b) Wie lasst sich der erweiterte Zauberwiirfel l6sen, wenn man bereits den gewohnlichen Zauberwiirfel
16sen kann?

(¢c) Wer sind die drei Manner?

Aufgabe 56.
(a) Geben Sie eine Présentation von Sjy mit Erzeugern und Relationen an.

(b) Bestimmen Sie die Struktur von (z,y | 22 = y* = 1).
Hinweis: Es ist ein semidirektes Produkt von bekannten Gruppen.

9Tn einigen Biichern schreibt man Opp'(G) = Op'(Op(G)) und O,/,(G) anstelle von Fy,(G).
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Aufgabe 57. Sei G eine Gruppe mit Normalteiler N, sodass G/N eine freie Gruppe ist. Zeigen Sie,
dass IV ein Komplement in G besitzt.
Hinweis: [Bemerkung 5.3|

Aufgabe 58. Sei G eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 12. Seien P € Syl;(G) und @ € Syly(G).
Zeigen Sie:

(a) Im Fall P 4 G ist G = Ay.
Hinweis: Benutzen Sie die Operation auf Syls;(G).

Sei nun P < G und damit G = P x Q.
(b) Im Fall Q = C3 ist G = Ds.

(c¢) Im Fall @ = Cy ist
Gi=(r,y|lz® =yt =1, yoy ' =z71).

Bemerkung: Diese Gruppe nennt man dizyklisch.

(d) Wie viele Gruppen der Ordnung 12 gibt es bis auf Isomorphie?

Aufgabe 59. Sei P := (z,y | 2* = y? = [2,9]® = [z, 2,y] = [y, z,y] = 1). Zeigen Sie, dass die folgenden
14 Gruppen der Ordnung 16 paarweise nicht isomorph sind:

C16,Cs x Cy, C3,Cy x C3,C5, D16, SD1g, Q16, Mg, Ds x O, Qg x C,Cy x Cy, Dg * Cy, P

Hinweis: Vergleichen Sie G', exp(G), ®(G) und Z(G) in dieser Reihenfolge.
Bemerkung: Dies sind alle Gruppen der Ordnung 16 bis auf Isomorphie.

Aufgabe 60.
(a) Sei G = Ny @ ... ® N mit charakteristischen Untergruppen Ny, ..., Ny < G. Zeigen Sie
Aut(G) = Aut(Ny) x ... x Aut(Ng).
(b) Bestimmen Sie alle n € N, sodass Aut(C,,) zyklisch ist.
Hinweis: Benutzen Sie @

(c¢) Zeigen Sie Aut(G) 2 Cs fiir jede endliche Gruppe G.

Aufgabe 61. Sei p eine Primzahl, n > 3 und P := M. Zeigen Sie:
(a) Z(P) = @(P).
(b) Jede echte Untergruppe von P ist abelsch.
(¢) UV =VU fur alle U,V < P.
)

(d) Fiir p =2 ist Aut(P) eine 2-Gruppe.
Hinwers: [Bemerkung 4.20}
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Aufgabe 62. Eine endliche Gruppe heilst Dedekind-Gruppe, falls alle Untergruppen normal sind.

(a) Nach |Satz 4.10|ist jede Dedekind-Gruppe nilpotent. Zeigen Sie, dass eine nilpotente Gruppe genau
dann eine Dedekind-Gruppe ist, wenn jede ihrer Sylowgruppen eine Dedekind-Gruppe ist.

(b) Zeigen Sie, dass eine p-Gruppe fiir p > 2 genau dann eine Dedekind-Gruppe ist, wenn sie abelsch
ist.
Hinweis: [Satz 9.6

(c) Zeigen Sie, dass Qg x C§ fir alle n > 0 eine Dedekind-Gruppe ist.
Bemerkung: Dedekind bewies, dass (Jg x C3 die einzige nichtabelsche Dedekind-Gruppe der
Ordnung 2713 ist.

Aufgabe 63. Sei P eine nichtabelsche p-Gruppe und A < P mit |A| = p? und Cp(A) = A. Zeigen Sie,
dass P maximale Klasse hat.
Hinweis: Induktion nach |P|.

Aufgabe 64. (WONG) Sei n > 4 und Man = P € Syly(G). Zeigen Sie, dass G 2-nilpotent ist.
Hinweis: [Autgabe 61| und [Bemerkung 7.19]

Aufgabe 65. Sei E extraspeziell der Ordnung p?*!. Dann ist £ := E/E’ ein d-dimensionaler Vektor-
raum tiber F), = E’. Zeigen Sie, dass

B:ExE—E., (zE,yE')~ [z,y]

eine wohldefinierte nicht-ausgeartete alternierende Bilinearform ist (alternierend heift 5(z, x) = 0 fir

alle z € E). Folgern Sie, dass d gerade ist ohne [Satz 9.20| zu benutzen.

Aufgabe 66. Zeigen Sie, dass fiir jede endliche p-Gruppe P # 1 die folgenden Aussagen dquivalent
sind:

(a)

(b)

(c) |Z(P )\—!P’\zp.

(d) Z(P) = P = ®(P) ist zyklisch.

Hinweis:
Bemerkung: Im Fall ®(P) =1 oder P/ = ®(P) = Z(P) nennt man P speziell.

P ist extraspeziell.

Aufgabe 67. Sei G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie:
(a) Genau dann gilt H < F(G), wenn H eine subnormale nilpotente Untergruppe von G ist.
(b) Fir H, K << G gilt HN K <9< G.

(c) Fiir H 9<G und P € Syl(G) gilt HN P € Syl,(H).
Bemerkung: KLEIDMAN hat mit der CFSG die Umkehrung bewiesen, d.h. H I< G, falls HN P €
Syl,(H) fiir alle Primzahlen p und alle P € Syl,(G).
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Aufgabe 68. Sei G eine endliche perfekte Gruppe. Zeigen Sie, dass Aut(G) zu einer Untergruppe von
Aut(G/Z(@Q)) isomorph ist.

Aufgabe 69. Konstruieren Sie eine endliche, nicht-auflésbare Gruppe G mit E(G) = 1.
Aufgabe 70. Zeigen Sie GL(2,4) = A5 x Cs.

Aufgabe 71. Zeigen Sie:

(a) Alle Involutionen in G := GL(3,4) sind konjugiert.
Hinweis: Da das Minimalpolynom zerfallt, kann man die Jordansche Normalform benutzen.

(b) Alle Involutionen in S := SL(3,4) sind konjugiert.
Hinweis: Wahlen Sie konkret € S und zeigen Sie Cg(z) € S.

(c) Alle Involutionen in S := S/Z(S) = PSL(3,4) sind konjugiert.

(d) PSL(3,4) und Ag sind nicht-isomorphe einfache Gruppen der gleichen Ordnung.

Aufgabe 72. Sei G eine Schur-Erweiterung einer endlichen Gruppe G mit G /Z = G.
(a) Zeigen Sie, dass fiir W < Z auch G/W eine Schur-Erweiterung von G ist.

(b) Sei H eine Schur-Erweiterung einer endlichen Gruppe H. Zeigen Sie, dass G x H eine Schur-
Erweiterung von G x H ist.

Aufgabe 73. Bestimmen Sie den Schur-Multiplikator und eine entsprechende Schur-Erweiterung von
Do, mit n > 3.

Aufgabe 74. Seien A und B endliche abelsche Gruppen und f: A — B ein Homomorphismus. Sei
A* := Hom(A, C*). Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung f*: B* — A*, A+ Ao f ist ein Homomorphismus.

(b) Die Abbildung I'y: A — (A*)* mit I'4(a)(\) := A(a) fir a € A ist ein Isomorphismus.
Hinweis: Nach |Lemma 11.14] geniigt es zu zeigen, dass I'4 ein Monomorphismus ist.

(f) oT4=Tpof.
|Hom(A, B)| = |Hom(B, A)].

(c
(d

f

)
)
(e) Genau dann ist f surjektiv (bzw. injektiv), wenn f* injektiv (bzw. surjektiv) ist.
(f) Die Anzahl der zu B isomorphen Untergruppen von A ist die Anzahl der zu B isomorphen
Faktorgruppen von A.

Aufgabe 75 (ALPERIN-KUO). Zeigen Sie exp(M(G))exp(G) | |G| fiir jede endliche Gruppe G.
Hinweis: Wenden Sie auf eine zyklische p-Untergruppe H < G an.

Aufgabe 76 (JONES). Zeigen Sie |[M(P)||P'| < p(g) fiir jede p-Gruppe P der Ordnung p".
Hinweis: Wenden Sie [Lemma 11.21| auf H = F//[F, N] an, wobei P = F/N.
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Aufgabe 77. Sei Z < Z(G) mit ggT(|Z],|G/Z|) = 1. Wie im Beweis von [Satz 11.15| bestimmt G ein
Faktorensystem « € Z2(G/Z, Z). Zeigen Sie:

(a) H*(G)Z,Z) = 1.

(b) Z besitzt ein Komplement in G.
Bemerkung: Damit kann man den Satz von Schur-Zassenhaus beweisen.

Aufgabe 78. Sei A eine abelsche Gruppe und a: G — Aut(A), © — «, ein Homomorphismus. Wir
definieren

Zo(G,A) ={7: GxG—= A:Va,y,z € G:y(x,y)v(zy, 2) = ax(v(y, 2))v(z,y2) }.
Zeigen Sie:

(a) Fiir v € Z2(G, A) wird @7 := A X G mit der Verkniipfung

(@, 2) * (b,y) := (acz (b)y(2,y), zy)
zu einer Gruppe.
(b) Ay := A x 1 ist ein zu A isomorpher Normalteiler von 67 und G, /A, = G.

(c) Sei umgekehrt G mit A< G und @/A =~ G. Sei a: G — Aut(A) die Konjugationsoperation von
G auf A. Zeigen Sie, dass ein v € Z2(G, A) mit G = G, existiert.

Bemerkung: Fiir Schur-Erweiterungen ist « die triviale Abbildung.
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Anhang

Tabelle 1: Anzahl von Gruppen der Ordnung < 2000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0+ 1 1 1 2 1 2 1 5 2 2
10+ 1 5 1 2 1 14 1 5 1 5
204+ 2 2 1 15 2 2 5 4 1 4
30+ 1 51 1 2 1 14 1 2 2 14
40+ 1 6 1 4 2 2 1 52 2 5
50+ 1 5 1 15 2 13 2 2 1 13
60+ 1 2 4 267 1 4 1 5 1 4
70+ 1 50 1 2 3 4 1 6 1 52
80+ 15 2 1 15 1 2 1 12 1 10
90+ 1 4 2 2 1 231 1 5 2 16
100+ 1 4 1 14 2 2 1 45 1 6
110+ 2 43 1 6 1 5 4 2 1 47
120+ 2 2 1 4 5 16 1 2328 2 4
130+ 1 10 1 2 5 15 1 4 1 11
140+ 1 2 1 197 1 2 6 5 1 13
150+ 1 12 2 4 2 18 1 2 1 238
160+ 1 55 1 5 2 2 1 57 2 4
170+ 5 4 1 4 2 42 1 2 1 37
180+ 1 4 2 12 1 6 1 4 13 4
190+ 1 1543 1 2 2 12 1 10 1 52
200+ 2 2 2 12 2 2 2 51 1 12
210+ 1 5 1 2 1 177 1 2 2 15
220+ 1 6 1 197 [§ 2 1 15 1 4
230+ 2 14 1 16 1 4 2 4 1 208
240+ 1 5 67 5 2 4 1 12 1 15
250+ 1 46 2 2 1 56092 1 6 1 15
260+ 2 2 1 39 1 4 1 4 1 30
270+ 1 54 5 2 4 10 1 2 4 40
280+ 1 4 1 4 2 4 1 1045 2 4
290+ 2 5 1 23 1 14 5 2 1 49
300+ 2 2 1 42 2 10 1 9 2 6
310+ 1 61 1 2 4 4 1 4 1 1640
320+ 1 4 1 176 2 2 2 15 1 12
330+ 1 4 5 2 1 228 1 5 1 15
340+ 1 18 5 12 1 2 1 12 1 10
3504+ 14 195 1 4 2 5 2 2 1 162
360+ 2 2 3 11 1 6 1 42 2 4
370+ 1 15 1 4 7 12 1 60 1 11
380+ 2 2 1 20169 2 2 4 5 1 12
390+ 1 44 1 2 1 30 1 2 5 221
400+ 1 6 1 5 16 6 1 46 1 6
4104 1 4 1 10 1 235 2 4 1 41
420+ 1 2 2 14 2 4 1 4 2 4
430+ 1 775 1 4 1 5 1 6 1 51
440+ 13 4 1 18 1 2 1 1396 1 34
450+ 1 5 2 2 1 54 1 2 5 11
460+ 1 12 1 51 4 2 1 55 1 4
470+ 2 12 1 6 2 11 2 2 1 1213
480+ 1 2 2 12 1 261 1 14 2 10
490+ 1 12 1 4 4 42 2 4 1 56
500+ 1 2 1 202 2 6 6 4 1 8
5104+ 1 10494213 15 2 1 15 1 4 1 49
520+ 1 10 1 4 6 2 1 170 2 4
530+ 2 9 1 4 1 12 1 2 2 119
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Tabelle 1: Anzahl von Gruppen der Ordnung < 2000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
540+ 1 2 2 246 1 24 1 5 4 16
550+ 1 39 1 2 2 4 1 16 1 180
560+ 1 2 1 10 1 2 49 12 1 12
570+ 1 11 1 4 2 8681 1 5 2 15
580+ 1 6 1 15 4 2 1 66 1 4
590+ 1 51 1 30 1 5 2 4 1 205
600+ 1 6 4 4 7 4 1 195 3 6
610+ 1 36 1 2 2 35 1 6 1 15
620+ 5 2 1 260 15 2 2 5 1 32
630+ 1 12 2 2 1 12 2 4 2 21541
640+ 1 4 1 9 2 4 1 757 1 10
650+ 5 4 1 6 2 53 5 4 1 40
660+ 1 2 2 12 1 18 1 4 2 4
670+ 1 1280 1 2 17 16 1 4 1 53
680+ 1 4 1 51 1 15 2 42 2 8
690+ 1 5 4 2 1 44 1 2 1 36
700+ 1 62 1 1387 1 2 1 10 1 6
7104+ 4 15 1 12 2 4 1 2 1 840
720+ 1 5 2 5 2 13 1 40 504 4
730+ 1 18 1 2 6 195 2 10 1 15
740+ 5 4 1 54 1 2 2 11 1 39
750+ 1 42 1 4 2 189 1 2 2 39
760+ 1 6 1 4 2 2 1 1090235 1 12
70+ 1 5 1 16 4 15 5 2 1 53
780+ 1 4 5 172 1 4 1 5 1 4
790+ 2 137 1 2 1 4 1 24 1 1211
800+ 2 2 1 15 1 4 1 14 1 113
810+ 1 16 2 4 1 205 1 2 11 20
820+ 1 4 1 12 5 4 1 30 1 4
830+ 2 1630 2 6 1 9 13 2 1 186
840+ 2 2 1 4 2 10 2 51 2 10
850+ 1 10 1 4 5 12 1 12 1 11
860+ 2 2 1 4725 1 2 3 9 1 8
870+ 1 14 4 4 5 18 1 2 1 221
880+ 1 68 1 15 1 2 1 61 2 4
890+ 15 4 1 4 1 19349 2 2 1 150
900+ 1 4 7 15 2 6 1 4 2 8
910+ 1 222 1 2 4 5 1 30 1 39
9204+ 2 2 1 34 2 2 4 235 1 18
930+ 2 5 1 2 2 222 1 4 2 11
940+ 1 6 1 42 13 4 1 15 1 10
950+ 1 42 1 10 2 4 1 2 1 11394
960+ 2 4 2 5 1 12 1 42 2 4
970+ 1 900 1 2 6 51 1 6 2 34
980+ 5 2 1 46 1 4 2 11 1 30
990+ 1 196 2 6 1 10 1 2 15 199
1000+ 1 4 1 4 2 2 1 954 1 6
10104+ 2 13 1 23 2 12 2 2 1 37
1020+ 1 4 2 4948736728@ 4 66 2 5 19 4
1030+ 1 54 1 4 2 11 1 4 1 231
10404+ 1 2 1 36 2 2 2 12 1 40
1050+ 1 4 51 4 2 1028 1 5 1 15
1060+ 1 10 1 35 2 4 1 12 1 4
1070+ 4 42 1 4 2 5 1 10 1 583
1080+ 2 2 6 4 2 6 1 1681 6 4

20Djese Zahl wurde nach 20 Jahren korrigiert in [D. Burrell, On the number of groups of order 1024, Comm. Alg. 50
(2022), 2408-2410]
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Tabelle 1: Anzahl von Gruppen der Ordnung < 2000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1090+ 1 7 1 2 2 15 1 16 1 51
1100+ 2 4 1 170 1 4 5 5 1 12
11104+ 1 12 2 2 1 46 1 4 2 1092
11204+ 1 8 1 5 14 2 2 39 1 4
1130+ 2 4 1 254 1 42 2 2 1 41
11404+ 1 2 5 39 1 4 1 11 1 10
11504+ 1 157877 1 2 4 16 1 6 1 49
1160+ 13 4 1 18 1 4 1 53 1 32
1170+ 1 5 1 2 2 279 1 4 2 11
1180+ 1 4 3 235 2 2 1 99 1 8
1190+ 2 14 1 6 1 11 14 2 1 1040
1200+ 1 2 1 13 2 16 1 12 5 27
12104+ 1 12 1 2 69 1387 1 16 1 20
1220+ 2 4 1 164 4 2 2 4 1 12
1230+ 1 153 2 2 1 15 1 2 2 51
1240+ 1 30 1 4 1 4 1 1460 1 55
1250+ 4 5 1 12 2 14 1 4 1 131
1260+ 1 2 2 42 3 6 1 5 5 4
1270+ 1 44 1 10 3 11 1 10 1 1116461
1280+ 5 2 1 10 1 2 4 35 1 12
1290+ 1 11 1 2 1 3609 1 4 2 50
1300+ 1 24 1 12 2 2 1 18 1 6
1310+ 2 244 1 18 1 9 2 2 1 181
1320+ 1 2 51 4 2 12 1 42 1 8
1330+ 5 61 1 4 1 12 1 6 1 11
1340+ 2 4 1 11720 1 2 1 5 1 112
1350+ 1 52 1 2 2 12 1 4 4 245
1360+ 1 4 1 9 5 2 1 211 2 4
1370+ 2 38 1 6 15 195 15 6 2 29
1380+ 1 2 1 14 1 32 1 4 2 4
1390+ 1 198 1 4 8 5 1 4 1 153
1400+ 1 2 1 227 2 4 5 19324 1 8
14104+ 1 5 4 4 1 39 1 2 2 15
14204+ 4 16 1 53 6 4 1 40 1 12
1430+ 5 12 1 4 2 4 1 2 1 5958
14404+ 1 4 5 12 2 6 1 14 4 10
1450+ 1 40 1 2 2 179 1 1798 1 15
1460+ 2 4 1 61 1 2 5 4 1 46
1470+ 1 1387 1 6 2 36 2 2 1 49
1480+ 1 24 1 11 10 2 1 222 1 4
1490+ 3 5 1 10 1 41 2 4 1 174
1500+ 1 2 2 195 2 4 1 15 1 6
1510+ 1 889 1 2 2 4 1 12 2 178
1520+ 13 2 1 15 4 4 1 12 1 20
1530+ 1 4 5 4 1 408641062 1 2 60 36
1540+ 1 4 1 15 2 2 1 46 1 16
1550+ 1 54 1 24 2 5 2 4 1 221
1560+ 1 4 1 11 1 30 1 928 2 4
1570+ 1 10 2 2 13 14 1 4 1 11
1580+ 2 6 1 697 1 4 3 5 1 8
1590+ 1 12 5 2 2 64 1 4 2 10281
1600+ 1 10 1 5 1 4 1 54 1 8
1610+ 2 11 1 4 1 51 6 2 1 477
16204+ 1 2 2 56 5 6 1 11 5 4
1630+ 1 1213 1 4 2 5 1 72 1 68
1640+ 2 2 1 12 1 2 13 42 1 38
1650+ 1 9 2 2 2 137 1 2 5 11
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Tabelle 1: Anzahl von Gruppen der Ordnung < 2000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1660+ 1 6 1 21507 5 10 1 15 1 4
1670+ 1 34 2 60 2 4 5 2 1 1005
1680+ 2 5 2 5 1 4 1 12 1 10
1690+ 1 30 1 10 1 235 1 6 1 50
1700+ 309 4 2 39 7 2 1 11 1 36
1710+ 2 42 2 2 5 40 1 2 2 39
17204+ 1 12 1 4 3 2 1 47937 1 4
1730+ 2 5 1 13 1 35 4 4 1 37
1740+ 1 4 2 51 1 16 1 9 1 30
1750+ 2 64 1 2 14 4 1 4 1 1285
1760+ 1 2 1 228 1 2 5 53 1 8
1770+ 2 4 2 2 4 260 1 6 1 15
1780+ 1 110 1 12 2 4 1 12 1 4
1790+ 5 1083553 1 12 1 5 1 4 1 749
1800+ 1 4 2 11 3 30 1 54 13 6
1810+ 1 15 2 2 9 12 1 10 1 35
1820+ 2 2 1 1264 2 4 6 5 1 18
1830+ 1 14 2 4 1 117 1 2 2 178
1840+ 1 6 1 5 4 4 1 162 2 10
1850+ 1 4 1 16 1 1630 2 2 2 56
1860+ 1 10 15 15 1 4 1 4 2 12
1870+ 1 1096 1 2 21 9 1 6 1 39
1880+ 5 2 1 18 1 4 2 195 1 120
1890+ 1 9 2 2 1 54 1 4 4 36
1900+ 1 4 1 186 2 2 1 36 1 6
1910+ 15 12 1 8 1 4 5 4 1 241004
19204+ 1 5 1 15 4 10 1 15 2 4
1930+ 1 34 1 2 4 167 1 12 1 15
1940+ 1 2 1 3973 1 4 1 4 1 40
1950+ 1 235 11 2 1 15 1 6 1 144
1960+ 1 18 1 4 2 2 2 203 1 4
1970+ 15 15 1 12 2 39 1 4 1 120
1980+ 1 2 2 1388 1 6 1 13 4 4
1990+ 1 39 1 2 5 4 1 66 1 963
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Tabelle 2: Nichtabelsche einfache Gruppen der Ordnung < 109

G lel Out(G)  M(G)
As = SL(2,2%) 2 PSL(2,5) 60=2>-3-5 Ca Ca
GL(3,2) = PSL(2,7) 168 =12%-3-7 Co Ca
Ag = PSL(2,3%) 360 =2%.3.5 C3 Cs
SL(2,2%) 504 = 2%.32.7 Cs 1
PSL(2,11) 660 =2%.3.5.11 Co Co
PSL(2,13) 1092 =2%.3.7-13 Cs Co
PSL(2,17) 2448 = 2* . 3% . 17 Ca Ca
Az 2520 =2%.3%.5.7 Cs Cs
PSL(2,19) 3420 =22.3%.5-19 Cs Ca
SL(2,2%) 4080 =2*-3-5-17 Cy 1
SL(3,3) 5616 = 2* - 3% . 13 Co 1
SU(3,3) 6048 = 2°.3% .7 Cy 1
PSL(2,23) 6072 =2%-3-11-23 Co Ca
PSL(2,5%) 7800 = 2% -3-5%-13 C3 Ca
M 7920 =2*-3%.5-11 1 1
PSL(2,3%) 9828 =22.3%.7-13 Cs Ca
PSL(2,29) 12180 =22-3.5-.7-29 Co Co
PSL(2,31) 14880 = 2° -3 -5 31 Ca Ca
Ag = GL(4,2) 20160 = 2°.32.5.7 Ca Ca
PSL(3,2%) 20160 =2°.3%.5.7 D Cia x Cy
PSL(2,37) 25308 = 2231937 Ca Ca
SU(4,2) = PSp(4, 3) 25920 = 25.3*.5 Ca Co
Sz(8) 29120 =2°.5.7-13 Cs C3
SL(2,2°%) 32736 =2°-3-11-31 Cs 1
PSL(2,41) 34440 =2%.3.5.7-41 Cs Co
PSL(2,43) 39732 =2%.3.7-11-43 Cs Co
PSL(2,47) 51888 = 2*-3.23-47 Ca Ca
PSL(2,7%) 58800 = 2* - 3. 5% . 72 Cc3 Co
SU(3,2%) 62400 = 2°.3.5% .13 Cy 1
PSL(2,53) 74412 = 2% .3% .13 .53 Cs Ca
Mo 95040 = 2°-.3%.5-11 Cs Co
PSL(2, 59) 102660 = 22 -3-5-29 - 59 Ca Ca
PSL(2,61) 113460 =2 -3-5-31-61 Ca Ca
PSU(3,5) 126000 = 2* - 32 .5% .7 Cs Cs
PSL(2,67) 150348 = 22 -3-11-17- 67 Ca Ca
Ji 175560 = 2%.3.5.7-11-19 1 1
PSL(2,71) 178920 = 2%.32.5.7.71 Cs Co
Ag 181440 =26.3*.5.7 Co Co
PSL(2,73) 194472 = 23 .32.37-73 Ca Ca
PSL(2,79) 246480 =2*.3-.5-13-79 Cs Co
SL(2,2°%) 262080 =2°-3%.5.7-13 Cs 1
PSL(2,3%) 265680 = 2*-3%.5.41 Cy x Cy Ca
PSL(2,83) 285852 = 2% .3.7-41-83 Co Cs
PSL(2,89) 352440 = 2% -3%.5.11-89 Cs Co
SL(3,5) 372000 = 2°-3-5% .31 Cs 1
Moo 443520 =27 .3%.5.7-11 Co C12
PSL(2,97) 456288 = 2°-3-7%.97 Cs Co
PSL(2,101) 515100 = 2% -3-5%-17-101 Ca Ca
PSL(2,103) 546312 = 2% -3.13-17 - 103 Co Cs
Jo 604800 = 27 - 3% . 5% .7 Co Ca
PSL(2,107) 612468 = 22 - 3% . 53 - 107 Ca Ca
PSL(2,109) 647460 =22 .3%.5-11-109 Cs Co
PSL(2,113) 721392 =2*-3.7-19-113 Ca Ca
PSL(2,11?) 885720 = 2°-3-5-112 .61 C3 Ca
PSL(2,5%) 976500 = 22 -3%2.5%.7.31 Cs Co
Sp(4,2?) 979200 = 2% . 3% .52 . 17 Cs 1
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Tabelle 3: Primitive Permutationsgruppen vom Grad d < 15

d G
2 Sy=05
3 Ag = Cs, S
4 A4, Si
5 05, Dlo, AGL(1,5) = 05 X 04, A5, 55
6 As, Ss, Ag, S
7 07, D14, C7 A 03, AGL(1,7) = 07 A 06, GL(B,?), A7, S7
8 AGL(L,8), ATL(L,8), AGL(3,2), PGL(2,7), As, Ss
9  C2x0Cy, S3102, Mg =C2xQs, AGL(1,9), ATL(1,9),
ASL(2,3), AGL(2,3), SL(2,8), PT'L(2,8), Ay, Sy
10 As, Ss, PSL(2,9), PGL(2,9), PXL(2,9), My, PT'L(2,9), A, Sio
11 CH, DQQ, 011 X 05, AGL(I,ll), PSL(2,11), MH, An, SH
12 My1, Myy, PSL(2,11), PGL(2,11), Aia, S
13 013, Dgﬁ, 013 X 03, Clg X 04, 013 b 06, AGL(1,13), SL(3,3), A13, 513
14 PSL(2,13), PGL(2,13), A1, Si
15 Ag, Se, A7, As, Ais, Sis
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Stichwortverzeichnis

Symbole
A5a
AGL(n, q),
Alt(Q),

GU(n, q),
G™ [
Gw7
G.,[8
HC 6]

SL(n, K),
SU(n, q),
Syl (G),
Sym(€2), |4
Vi, 2
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¥,

[z, y],

[1‘1, ..,Z’n],
(X, Y],

A

allgemeine lineare Gruppe, []
Alperin-Kuo, [10]]
Alperins Fusionssatz, [51]
Alphabet,
alternierende Gruppe,
auflosbares Radikal,
auflosbares Residuum, [95]
Auflésbarkeitsstufe, [T9]
auflosbar,
Automorphismengruppe, [7]
dukere, [7]
Automorphismus, [7]
innerer, [7]

B
Baer-Suzuki, [72]
Bahn,
Bahnengleichung, [0]
Block, [42]
Brandis, 34 [57]

Brauer-Suzuki, [79]

Buchstabe,

Burnside Problem,

Burnside-Problem
beschrénktes,

Burnsides Basissatz, [26]

Burnsides Lemma, [40]

Burnsides Verlagerungssatz,

C
Carmichael,
Carter, 2§

Cartergruppe, [28]
Catalan-Zahl, 3]

Cauchy,

Cayley, [40]

charakteristisch,
charakteristisch einfach, [T7]
Chinesischer Restsatz, [10]
Coxeter-Todd-Algorithmus,

D
Darstellungsgruppe,
Dedekind-Gruppe, [100
Dedekind-Identitét, [5]
Diedergruppe, [31] [02]
direkte Summe, [T1]
Doppelnebenklassen,



E
einfach, [T4]
elementarabelsch,
Endomorphismus, [f]
Epimorphismus, [(]
kanonischer, [7]
Erzeugendensystem, [7]
Evans-Shin, [35]
exakte Folge,
kurze,
zerfallen, 29]
Exponent, [10]
extraspeziell, [69]

F
Faktorensystem, [81]
Faktorgruppe, [0]
Feit-Thompson,
Fields-Medaille,
Fitting,
Fitting-Lénge, 05]
Fittinggruppe, 22]

verallgemeinerte,

Fokalgruppe,
Frattini,
Frattini-Argument, [J]
Frattinigruppe, [25]
Frobenius’ Verlagerungssatz,
Frobeniusgruppe,

G

Galois,

Gaschiitz,

Gauf, [64]

Gorenstein-Walter, [79]

Goursat, [96]

Grad,

Green,

Gross,

Gruppe, [3|
abelsche, [3]

Hauptsatz, T3]

affine, [44]
auflosbare,
charakteristisch einfache, [17]
dizyklische, [09]
einfache, [T4]
elementarabelsche,
endlich erzeugte,
endlich préisentierte, [62]

extraspezielle, [69, [100]
freie, [61]

universelle Eigenschaft, [61]
freie abelsche,
isoklinisch,
isomorph, [7]
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metabelsche, [T9]
modulare, [64]
nilpotente,
Ordnung 8,
Ordnung 12, [99]
Ordnung 16, [99]
perfekte, [19]
periodische, [I0]
m-separable,
projektive lineare, [76]
quasieinfache, [T3]
spezielle, [I00]
torsionsfreie, [10]
triviale, [4]
unzerlegbare,
vollstiandige, [04]
zyklische, [4]
tiberauflgsbare, [I8]

Griin,
Griins zweiter Verlagerungssatz,
Guest,

Guralnick, Tong-Viet, Tracey, [73]
Guralnick-Malle-Navarro, [28]

H
Hall,
Hall-Higman-Lemma, [38]
Hall-Witt-Identitét, [20]
Hallgruppe, [37]
Halsketten, [40]
Hauptfaktoren,
Hauptidealsatz, 07]
Hauptreihe, [16]
Higmans Fokalsatz, [5]]
Hochschild-Serre-Sequenz,
Homomorphiesatz, [7]
Homomorphismus, [f]

verschrinkter, [33]

Hopf-Formel, [85]
Holder, [75]

I
imprimitiv, [42]
Index, []
Involution, []
isomorph,
Isomorphiesitze, [7]
Isomorphismus, [6]
Iwasawa, [T0|

J
Jones,
Jordan-Hélder,
Jordan-Moore-Dickson, [78]

K
k-transitiv, [46]



Kacynski, [67]

Kern einer Untergruppe, [f]

Klasse,
Klassengleichung, [9]

Klassifikation der einfachen Gruppen,

Kleidman, [T00]

Kleinsche Vierergruppe, [A2]
Kohomologiegruppe, [81]

Kommutator,

Kommutatorgruppe,

Komponente, [73]

Kompositionsfaktor, [I5]
Kompositionsreihe, [T4] 93]

Konjugation,
Konjugationsklasse,
Korrespondenzsatz, [7]
Kozyklus, [8]
Kranzprodukt, [45]
Krull-Schmidt,
Kurosch,
Kiinneth-Formel,

L
Lagrange, []
Levi,
Linksnebenklasse, [4]

Lénge,

M
Mathieugruppe,
McCarthy, [44]

metabelsch,

Monomorphismus, [f]
Monstergruppe, [16]

N
Nebenklasse, [4]

nilpotent, [20]

nilpotentes Residuum, [95]

Nilpotenzklasse, 20]
maximale,

normaler Abschluss, [6]

Normalisator, [9]
Normalreihe, [I6]
Normalteiler, ]

O

Operation,
imprimitiv, f2]
isomorph, [41]
k-transitiv,
primitiv, 2]
regulér,
transitiv,
treu,
trivial,

Ordnung
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einer Gruppe, [3]
eines Elements, []

P
p-Sylowgruppe, [22]
p-nilpotent, 9]
perfekt,
periodisch,
Permutationsgruppe, [40]
m-Hallgruppe, [37]
m-Kern, 23]
7-Radikal,
m-Residuum,
primitiv, 2]
Projektion, [7]
Puigs Hyperfokalsatz, [52]

Q
quasieinfach, [73]

Quaternionengruppe, [64] [03]

R
Rang
elementarabelsche Gruppe, [[4]
freie Gruppe,
Read,
regulér,
Reidemeister-Schreier, [f]
Relation, [62]
Relator, [62]
Revin,
Roquette,

Rose, [30]

S
Schmidt,
Schreiers Vermutung, [75]
Schur, [82] [83] [86]
Schur-Erweiterung,

universelle,

Schur-Multiplikator,
Schur-Zassenhaus, [36]
Semidiedergruppe, [64]
semidirektes Produkt, [30]
Shaw,
Shemetkov,
Singer-Zyklus, [£4]
spezielle lineare Gruppe, [
Stabilisator,
subnormal,
Subnormalreihe,
Sylow, 22]
Symmetriegruppe, [02]
symmetrische Gruppe, [4]

T
Tarski-Monster, [10]



Tates Verlagerungssatz, 5§
Taunt, [51]

Taussky,

Thompson,
Thompson-Glauberman,
torsionsfrei, [I0]
Torsionsgruppe, [10]
Torsionsteil, [I4]

transfer, [49]

U
iiberauflésbar,
Untergruppe,
charakteristische,
erzeugte, [
maximale, [f]
minimale, [f]
normale, [6]
subnormale,
vollstdndig invariante, [03]
3-Untergruppen-Lemma, [I9]

A%
Vdovin, [28]
Verlagerung, [49]
kontrolliert, [59]

von Dyck,

W
Wedderburn, [67]
Wielandt,
Wong,
Wort,

leeres, [61]

reduziertes, [61]

Y
Yoshidas Verlagerungssatz, 59|

Z
Zassenhaus, [54]
Zelmanov, [10]
Zentralisator,
Zentralprodukt,
Zentralreihe
obere, 20]
untere, [20]

Zentrum, [9]
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