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Vorwort

Die zweite Hélfte dieses Skripts (Mengenlehre) entstand im Rahmen eines Seminars im Sommersemester
2019 an der Friedrich-Schiller-Universitit Jena. Erst 2025 habe ich die erste Halfte (Logik) ergénzt
(dafiir lag keine Lehrveranstaltung zugrunde). Es liegt in der Natur der Sache, dass man nicht ernsthaft
iiber Logik sprechen kann, ohne mengentheoretische Begriffe wie Element, Menge, Funktion und
Relation in den Mund zu nehmen. Dieses Henne-Ei-Problem umgeht man iiblicherweise dadurch, dass
man diese Begriffe nur auf der Metaebene, also umgangssprachlich, verwendet. Zirkelschliisse sind
ausgeschlossen, da die tiefliegenden Ergebnisse der Logik nicht zum mengentheoretischen Aufbau der
Mathematik ben6tigt werden. Man muss sich dennoch vor Augen halten, dass aufgrund der Godelschen
Unvollstdndigkeitssitze grofse Teile der Mathematik nicht hundertprozentig fundiert werden kénnen. Es
ist in gewisser Weise nur ein grofses Gedankenexperiment oder Spiel.

Auch wenn der axiomatische Aufbau der Mathematik Grundlage aller weiteren Theorien sein sollte, eignet
sich das Skript nicht fiir Studienanfdnger, denn ich setze eine gewisse Vertrautheit mit Grundbegriffen
und Beweisfiihrungen voraus (beispielsweise aus meinem Skript zur linearen Algebra). In der Tat sind
die Feinheiten der Logik und Mengenlehre fiir die meisten anderen Gebiete irrelevant. Dennoch ist die
Theorie als solche ein spannendes Themengebiet.

Literatur:
e D. W. Hoffmann, Grenzen der Mathematik, 3. Auflage, Springer Spektrum, Wiesbaden, 2018
e E. Mendelson, Introduction to mathematical logic, 6. Auflage, CRC Press, Boca Raton, 2015
o C. Celluci, The theory of Gddel, Springer, Cham, 2022
o T. Jech, Set Theory, 3. Auflage, Springer, Berlin, 2002



. Logik

1.1. Kalkiile

Bemerkung I.1.1. Bevor man iiberhaupt iiber Mathematik reden kann, muss man sich auf eine
Sprache einigen. Wie fiir jede Sprache braucht man dafiir eine Syntaz (z.B. lateinisches Alphabet
mit Regeln der Zeichensetzung) und eine kontextabhéngige Semantik (z.B. kann Birne fiir ein Obst
stehen oder eine Abkiirzung fiir Glithbirne sein). Es lasst sich nicht vermeiden, dass man die einfachsten
Begriffe nicht weiter auf Bekanntes reduzieren kann, sondern als gegeben hinnehmen muss (so wie ein
Kleinkind die Wérter ,,ja“ oder ,,Eins“ in der Muttersprache lernt). Wir stellen in diesem Abschnitt
eine allgemeine Syntax der Mathematik vor. Formulierungen wie ,genau dann, wenn und Begriffe wie
,Menge* oder ,Funktion“ sind vorerst nur umgangssprachlich, d.h. auf der Metaebene zu verstehen
(prézise Definitionen folgen in [Definition I.2.3| bzw. [Abschnitt II.1)).

Definition I.1.2. Ein (HILBERT-)Kalkil K besteht aus folgenden Dingen:
o Alphabet: Variablen wie a,b,c, ... und Symbole wie (,),—,=,....

e Formeln: Aneinanderreihungen von endlich vielen Zeichen des Alphabets nach bestimmten Regel
(z. B. gedfinete Klammern miissen geschlossen werden).

o Axiome: Ausgewéhlte Formeln.
e Schlussregeln, die beschreiben wie man aus bekannten Formeln neue Formeln ableiten kann.

e Beweise: Aneinanderreihungen von endlich vielen Formeln fi,..., f,, sodass jedes f; ein Axiom
ist oder sich durch Schlussregeln aus f; mit j <4 ableiten lésst.

Eine Formel f heift Satz oder beweisbar, falls sie am Ende eines Beweises auftaucht. Wir schreiben ggf.
F f. Existiert kein Beweis fiir f, so schreiben wir ¥ f.

Bemerkung 1.1.3.

(i) Da Beweise endlich sind und man durch Aneinanderreihung von Variablen neue Variablen (eigent-
lich Formeln) konstruieren kann (z. B. a1 = a, ag = aa usw.), kommt man mit einem endlichen
Alphabet aus. Die Anzahl der Formeln (und Axiome, Schlussregeln) wird in der Regel jedoch
unendlich sein.

(ii) Wir werden (formale) Beweise stets so schreiben, dass jede Zeile mit - beginnt und genau eine
Formel enthalt. Mit zunehmender Ubung werden wir spéater mehrere Beweisschritte in einer Zeile
zusammenfassen.

(iii) Schlussregel notieren wir in der Form % (Die Formel g wird aus den Formeln fi,..., f,
abgeleitet.

(iv) Wir werden sehen, dass es in der Praxis nicht immer moglich ist zu entscheiden, ob F f oder ¥ f

gilt (siehe [Abschnitt 1.8]).



Beispiel 1.1.4. Das Kalkiil I sei gegeben durch:
Alphabet: Variablen a, b (keine Symbole)

Formeln: Alle Worter aus a und b einschlieflich des leeren Worts mit 0 Buchstaben.

e Axiome: a

Schlussregeln: ]{151)]}22, f{ 1@%%2, I 1;?;2;?“ fiir beliebige Formeln f1, ..., fs.

Es gilt

Fa

F ab

F abb
F abaa
F ba

Da die letzte Schlussregel die Lange einer Formel verkiirzt, ist es nicht-trivial alle Sétze von K aufzuzéhlen.
Da in jedem Satz die Anzahl der a ungerade sein muss, ist ¥ aa. (Aufgabe [.2)

Bemerkung I.1.5. Es ist wiinschenswert, mit moglichst wenigen Axiomen und Schlussregeln moglichst
viele Sdtze zu beweisen. Das folgende Kalkiil ist die Grundlage fast aller (zweiwertigen) Logiken.

Definition I.1.6 (LUKkASIEWICZ). Das Kalkiil A der Aussagenlogik besteht aus:

e Die Variablen heiften Elementaraussagen und werden durch Grofsbuchstaben A, B, ... bezeichnet.
Die Symbole sind (, ), =, =

e Die Formeln heifien Aussagen und werden rekursiv definiert: Alle Elementaraussagen sind Aussagen.
Sind f und g Aussagen, so auch (—f) und (f = g).

e Fir alle Aussagen f, g, h gibt es folgende Axiome:

(f=(g=1) (A1)
(=) = (=9)) = (9= 1)) (A2)
(f=(g=h)= (=9 = (=h) (As)

e Fir Aussagen f und g ist der Modus ponens
f(f=9)
g

die einzige Schlussregel.

Bemerkung 1.1.7.

(i) Die Klammersetzung in der rekursiven Definition von Formeln garantiert den eindeutigen Aufbau
einer Formel. Um die Lesbarkeit zu erhohen, werden wir dennoch Klammern einsparen und
vereinbaren, dass — stérker bindet als =. Das dufsere Klammerpaar kann generell entfernt werden.
Damit vereinfacht sich ((—f) = ¢) zu =f = g¢.



(ii) Génzlich ohne Klammern kommt man aus, wenn man die sogenannte polnische Notation benutzt
(was wir nicht vorhaben), bei der Symbole nicht zwischen Variablen, sondern links davon stehen:
aus (-f = g) = —h wird == —~fg-h.

(iii) Man beachte, dass A unendlich viele Axiome und Schlussregeln besitzt. Es handelt sich genau
genommen um drei Aziomenschemata. In der Literatur finden sich verschiedene Versionen, die
aber alle zu den gleichen Satzen fiihren. Keines der drei Axiomenschemata ist entbehrlich
. Tatséchlich kommt man aber mit nur einem (deutlich komplizierten) Axiomenschema von
MEREDITH aus:

(a=b) = (mc=-d)=c)=e)= ((e=a) = (d=a)).

(iv) Um Beweisfithrungen zu vereinfachen, leiten wir weitere Schlussregeln ab. Fiir Aussagen f und g

erhélt man aus (A;)) und (MP]) die Schlussregel

L_ (MP)
g=1
(v) Hat man Beweise fiir f = g und g = h gefunden, so erhélt man einen Beweis fiir f = h:
Ff=y
Fg=nh
Ff= (9= h) (IMP’)

F(f=@=h)=(f=9=(=h)
F(f=9) = (="
Ff=h

Wir kénnen also die Schlussregel Modus barbara

f=9,9="h
= MB
f=nh (MB)

benutzen.
Beispiel 1.1.8. Fiir jede Aussage f in A gilt

Ff=((f=10=1) (A1)
FUf=((f=H=N=(f=U=N ==/ (As)
F(f=U=N=U=/1) (MP)
Ff=(f=1) (A4
= (MP)
Definition I.1.9. Seien f1,..., f,, Formeln eines Kalkiils. Wir sagen, f,, kann unter Annahme von
fi,..., fn_1 bewiesen werden, falls ein Beweis fiir f,, existiert, in dem fi,..., fn,_1 als zusétzliche
Axiome benutzt werden diirfen. Ggf. schreiben wir fi,..., fn_1 F fn. Dies verkiirzt formale Beweise

deutlich und entspricht dem praktischen Vorgehen in allen Teilen der Mathematik (sei e >0 ...).

Lemma 1.1.10 (Deduktionslemma). Fir Aussagen fi,..., fn+1 in A gilt fi,..., fn b fo+1 genau
dann, wenn fi,..., fn—1 b fn = fat+1. Insbesondere ist f1 & fo dquivalent zu = f1 = fo.



Beweis. Hat man einen Beweis von f, = f,11 unter Annahme von f1,..., f,_1, so kann man f, als
Axiom hinzunehmen und f,, 11 mit (MP)) ableiten. Nehmen wir umgekehrt an, dass

F g

F gm

ein Beweis von fj, 11 = g, unter Annahme von fi,..., f, ist. Wir konstruieren daraus einen Beweis fiir
fn = fan+1, in dem f,, nicht mehr als Axiom vorkommt. Konkret ersetzen wir der Reihe nach jedes g;
durch f,, = g;. Dafiir gibt es drei Fille:

(i) Ist g; ein Axiom oder eines der f,..., fr—1, so gilt
Jiosfam1 b gi
fla---afn—l I_fn = g; MP’

(i) Ist g; = fn, so ersetzen wir g; durch die nach [Beispiel I.1.8| beweisbare Aussage f,, = fn.

(ili) Sei nun g; aus g; und g; = ¢; mit j < i mittels (MP]) abgeleitet. Wir wissen bereits, dass unser
neuer Beweis die Zeilen - f, = g; und F f,, = (g; = g¢;) enthélt. Wir kénnen daher wie folgt
argumentieren:

Ji,oo o fat B = g5
fl?afnfll_fn:(g]égl)

fiooosfomr B (fa= (95 = 90) = (fn = 95) = (fo = 9i)) (As)

fl?"'afnfll_fnjgi

Am Ende erhdlt man - f, = g, d.h. F f,, = fn4+1 wie gewiinscht. Die zweite Aussage ist der Spezialfall

n=1. ml

Lemma 1.1.11. Fiir beliebige Aussagen f, g und h in A gilt:

o f=(f=9)
() 555

(i) F——f = f.

(iii) - f = ——f.

(iv) = (f = g) = (mg=~f).

(v) ~f = (f=9).

(vi) = f=((f=9) =9).

(vii) = (f = g) = (9= h) = (f = h)).
(viii) = f = (=g = ~(f = g)).

(iz) - =(f =g)=f.

(z) B (f=~f)=~f.

'Dieses Symbol kennzeichnet das Ende eines Beweises (auf der Metaebene).




(wi)) = (=f=f)=f.
(zii) (f = g) = ((=f=9)=9).

Beweis.

(i)

Ff=(f=9)

F(f==9)=(f=f=(=9) (As)
(== (=9
Sf=
Ff=y9 (MP)

Foaf = (rmnf = f)
(o f = o f) = (of = of)
Foaf = (of = o)

F(of = f)= (o f = f)
Fonf = (nf = f)

Faaf=f
(i)
Fomnf =S ()
F(mf=f)=(f=-f) (A2
i
(iv)
F—f=f
f=9Ff =9
f=g9F~f=yg
Fg= g
=gk -f=-7g (MB))
F(==f = —g) = (ng = ~f)
f=9F-g=~f
F(f=9) = (-g=-f) (Cemma 1.1.10)
(v)
Fof = (ng=-f) (Al

[y =
F(mg=-f)=(f=9)
frf=g (MB)
F=f=(f=9) ([Cemma I.1.10)



LHF=g9Ff=y9g
Lf=gkg
fE(f=9 =g
Ff={(f=9=9)

(vil)
f=9g9,9=htf=g
f=9,9=htg=nh
f=g9g9=h+f=nhnh
f=gF(@=h)=(f=h)
F(f=9) = (g=nh)=(f=h)

(viii)

Ff=({(f=9=9)
fE(f=9=y

F((f=9)=9) = (ng=~(f=9)
fr=g=-=(f=y9)

Ff=(mg=(f=9)

F-f=(f=9)
F(f=(f=9)= =9 =f)
F(f=g) = f

F-—f=f

Fa(f=g9) = f

Ff=(f == ~f))
fr==f==(f=~f)
Ef=nf
fEf==(f=-f)
f=(f=~f)
Ff==(f=-f)
E(f=(f=0)= (= ~f)=~f)
Fo=(f = f) = f
E(f=f)=(f=~f)
=(f=~f)=f

Lemma 1.1.1

S

emma [.1.1

=
S

emma [.1.1

=
S

emma I[.1.

i
=
2l

emma I[.1.

=
H
S

Ble

emma [.1.

=

El&

(Lemma I.1.1

S

Helloe

—_ =
—_-
—-
— .

emma [.1.1

IN
=

El&

—_
—_

emma I.

=

o (S

emma I.1.

=
@E@!

E



F(~f = ~f) = -f ®

Fof = f ()

F(=f= )= f

F(-f=f)= (f = -f)

F(=f=f)=f
(xii)

=(f=9)= (—g=~f) (iv)

f=g9F-g=~f (T1.10)
F(mg=f)=> (~f=9) = (ng=9))
f=9F(f=9) = (-g=9) (MP)
=9~ f=9gF-g9g=4g (Cemma I.1.10))
F(rg=9)=g ()

=9 f=gkyg (MP)
f=gF(f=9) =y ([Cemma 1.1.10)

F(f=9) = ((~f=g9) =9 (Cemma 1.1.10)

I.2. Interpretationen

Bemerkung I.2.1. Wir betrachten nun die Semantik von Kalkiilen, d.h. wir geben Formeln eine
Bedeutung.

Definition 1.2.2. Eine Interpretation eines Kalkiils K gibt den Formeln von K eine Bedeutung (z. B.
konnte die Variable a fiir die natiirliche Zahl 5 stehen).

Definition I1.2.3.

e Die Standard-Interpretation der Aussagenlogik weist allen Elementaraussagen den Wert wahr
(w) oder falsch (f) zu. Die Symbole ( und ) werden selbstversténdlich als Klammern interpretiert.
Die Symbole — und = stehen fiir nicht bzw. impliziert. Natiirlich ist -w = f und —-f = w. Die
Bedeutung von = lésst sich durch eine Wahrheitstabelle prazisieren:

A B|A=B
W W w
w f f
f w w
f f w

e Anstelle von ,, f impliziert g* sagen wir auch: ,aus f folgt ¢ oder ;wenn f gilt, dann auch ¢g*“. Man
nennt g = f die Umkehrung von f = g.

10



e Eine Aussage f, die fiir jede mogliche Belegung seiner Variablen stets wahr ist, nennt man eine
Tautologie. Ggf. sagen wir f gz’llﬂ und schreiben F f. Anderenfalls schreiben wir ¥ f. Wir werden
in zeigen, dass die Tautologien genau die in A beweisbaren Satze sind.

Bemerkung 1.2.4.

(i) Die Idee, Aussagen durch moglichst wenige Axiome abzuleiten, geht auf Euklids Elemente zurtick.
Er hat darin beispielsweise den Satz des Pythagoras auf einfache Beziehungen zwischen Punkten
und Geraden zuriickgefithrt. Erst viel spater hat Hilbert die Axiome der euklidischen Geometrie
von ihrer Interpretation gelost und damit die Grundlage anderer Geometrien geschaffenﬁ

(ii) Um Aussagen tibersichtlich darzustellen, fithren wir folgende Abkiirzungen einﬁ
fAg:==(f=—g),

fVgi=~f=yg,
feg=UF=>9Ng=f).

Die Interpretation ergibt sich wie folgt:

A B|A=B AANB AVB A&B
W W w w w w
w f f f w f
f w w f w f
f f w f f w

Daran kann man die Bedeutung leicht ablesen: A, V, < stehen fiir und (Konjunktion), oder
(Disjunktion) bzw. dquivalent. Anstelle von ,, f ist dquivalent zu ¢* sagen wir auch ,,f und ¢ sind
gleichwertig* oder ,, f gilt genau dann, wenn g gilt“. Um Klammern einzusparen, vereinbaren wir,
dass — starker bindet als A und V.

(iii) Man kann das Kalkiil alternativ auch mit den Symbolen — und V (oder A) definieren und
anschliefend f = g :=—f Vg (bzw. f = g := =(f A —g)) definieren. Tatséchlich kommt man mit
nur einem Symbol (zuziiglich des Klammerpaars) aus:

f®g:=-(fVyg)

(Aufgabe 1.5]).

(iv) Im Gegensatz zum alltéglichen Sprachgebrauch ist das mathematische oder nicht zum entweder
oder gleichbedeutend. Das heifst, die Aussage w V w ist wahr. In der Informatik benutzt man die
Bezeichnung XOR fiir entweder oder. Man beachte aufserdem, dass f = w eine wahre Aussage ist
(wenn die Voraussetzung nicht erfiillt ist, muss nichts gepriift werden). Beispiel: Wenn Kurt Godel
noch lebt, ist Gottlob Frege der Kaiser von China.

(v) Oft wird félschlicherweise angenommen, dass mit einer Implikation auch deren Umkehrung gilt
(das Phanomen heift Affirmation der Konsequenz). Beispiel: Die besten Tischtennisspieler sind
Chinesen # Alle Chinesen sind gut in Tischtennis. Anstelle der fehlenden Kausalitdt kann aber
eine Korrelation zwischen diese Aussagen bestehen (siche Statistik).

2Diese Sprechweise haben wir bereits bei der Formulierung von [Lemma 1.1.11| benutzt.

3Siehe Skript zur [Synthetischen Geometrie
4Das Symbol := auf der Metaebene besagt, dass die linke Seite durch die rechte definiert wird.
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(vi) Man kann die Aussagenlogik auch arithmetisch interpretieren, indem man 1 statt w und 0 statt f
benutzt. Man erhélt dann -4 =1— A, A = B = max(l — A, B) (Maximum von 1 — A und B),
ANANB=min(A,B) = A- B (Minimum von A und B) und AV B = max(A, B). Man spricht in
diesem Kontext von der booleschen Algebra.

(vii) In der mehrwertigen Logik erlaubt man neben f und w noch weitere Werte. In der Fuzzylogik lasst
man sogar jede reelle Zahl zwischen 0 und 1 als ,Wahrheitswert* zu. Dies hat Anwendung in der
Regelungstechnik und kiinstlichen Intelligenz.

(viii) Mit den folgenden Tautologien lassen sich Aussagen oft vereinfachen.

Satz 1.2.5. Fiir belichige Aussagen f, g und h gilt
(i) E ——f < f (doppelte Negation).
(it) E fV —f (Satz vom ausgeschlossenen Dritten).
(111) E=(f A—f) (Satz vom Widerspruch).
(v) E(fANf)e fundE (fV f)< f (Idempotenz).
(v) E(f=g) < (mg = ~f) (Kontraposition).
(vi) E(fAg) < (gNf),E(fVg) < (gV[f)undE (f<g) < (9< f) (Kommutativitit).

F((fAg)Ah) & (fFA(gAR),
(vii) E ((fVg)Vh)< (fV(gVh)), (Assoziativitat)
(feg eh)e(felgeh).
oy =AD& (F A9V (AR,
F(fV(gAh) < (FVg) A (V).
(ix) E=(fNg) < (mfV—og) und E=(fVg) < (-f A—g) (DE MORGANSsche Regeln).

-
= e
( Distributivitdt)

Beweis. Alle Aussagen lassen sich leicht durch Wahrheitstabellen verifizieren. O

Bemerkung I.2.6.

(i) Eine Abbildung f, die von Elementaraussagen A, ..., A, abhingt und den Wert w oder f
annimmt, nennt man boolesche Funktion. Die Werte von f kann man mit einer Wahrheitstabelle
auflisten, z. B.

A Ay Ayl S
W W W | W
w f w|f
f w w|f
f f w|w
w w f |f
w f f|f
f w | f
f f f|w

12



Jede Zeile, fiir die f wahr ist, lasst sich durch eine wahre Aussage der Form B1 A ... A By,
beschreiben, wobei B; = A; oder B; = —A; fiir jedes i gilt. Verkniipft man diese Aussagen durch
V, so erhélt man eine zu f dquivalente Aussage. Im obigen Beispiel:

(Al A Ag A A3) V (—|A1 A —=Ag A Ag) V (—|A1 A=Ay A —|A3).
Dies lisst sich nach Satz I.2.5 vereinfachen zu
(A1 A Ag A A3) V (—|A1 VAN _|A2).

Durch Anwendung der doppelten Negation und der De Morganschen Regeln erhélt man eine
dquivalente Aussage der Form (... V...V ...) A (...)A. Im Beispiel:

(_‘Al V —Ag Vv —|A3) A (A1 V Ag)

(ii) Das Erfillbarkeitsproblem (engl. satisfiability, kurz SAT) beschéftigt sich mit der Frage, ob eine
gegebene Aussage f bei geeigneter Belegung der Elementaraussagen wahr ist. Hangt f von
n Elementaraussagen ab, so miissen dabei im schlechtesten Fall 2" Félle betrachtet werden.
Das SAT-Problem gehort zur Komplexitatsklasse NP. Das bedeutet, dass der Wert von f fiir
eine gegebene Belegung der Variablen in polynomialer Laufzeit (in n) bestimmt werden kann
(zum Beispiel durch eine Rechnung in der booleschen Algebra). Das SAT-Problem ist sogar NP-
vollstandig (Satz von COOK), d. h. jedes weitere NP-Problem ldsst sich in polynomialer Laufzeit
auf SAT reduzieren. Eines der gréfsten offenen Probleme der theoretischen Informatik ist, ob die
Klassen NP und P ﬁbereinstimmenﬁ Findet man einen allgemeinen Algorithmus mit polynomialer
Laufzeit, der bestimmt, ob ein beliebiges f erfiillbar ist, so hdtte man P=NP bewiesen. Da
dies als sehr unwahrscheinlich gilt, ist es wiinschenswert, Aussagen auf der syntaktischen Ebene
durch Axiome und Schlussregeln zu beweisen (abgesehen davon, dass Aussagen in méchtigeren
Kalkiilen von unendlich vielen Parametern abhéngen konnen und dann ohnehin nicht mehr durch
Wahrheitstabellen verifizierbar sind).

(iii) Im Folgenden nehmen wir an, dass die Symbole der Aussagenlogik und deren Standard-Interpretation
in jedem Kalkiil vorhanden sind.

Definition I.2.7. Ein Kalkiil mit einer Interpretation heifst

o konsistent oder widerspruchsfrei, falls keine Formel f zusammen mit ihrer Negation bewiesen
werden kann (¥ f oder ¥ —f).

e negationsvollstindig, falls jede Formel f oder deren Negation bewiesen werden kann (- f oder

F=f).
o korrekt, wenn jeder Satz f wahr ist (aus - f folgt F f)

e vollstandig, wenn jede wahre Aussage f beweisbar ist (aus F f folgt - f).

Bemerkung I.2.8.

(i) Die Konsistenz und Negationsvollstdndigkeit sind rein syntaktische Eigenschaften, die nicht von
der Bedeutung des Symbols — abhéngen.

5Dies ist eines der sieben Millennium-Probleme, fiir deren Losung jeweils eine Million Dollar ausgeschrieben sind, siche
https://www.claymath.org/millennium-problems/.
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(ii) In einem inkonsistenten Kalkiil ldsst sich jede Aussage g beweisen:

o (gegeben aus Inkonsistenz)
F—f (gegeben aus Inkonsistenz)
Ff = (=) [ T
Ff=y (MP)
Fg (MP)

Ein solches System kann nicht korrekt sein, denn sonst wéren f und —f wahr. Da die Mathematik
nicht zuletzt als Grundlage der Naturwissenschaften dient, ist man primér an korrekten Systemen
interessiert.

Satz 1.2.9. Die Aussagenlogik mit der Standard-Interpretation ist korrekt und konsistent, aber nicht
negationsvollstindig.

Beweis. Fiir die Korrektheit zeigen wir zunéchst, dass die drei Axiome des Kalkiils Tautologien sind.
Nehmen wir an, dass fiir gewisse Aussagen f und g falsch ist. Dann muss f wahr sein und g = f
falsch. Dies geht aber nur, wenn f falsch ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass eine Tautologie ist. Ist
falsch, so gilt =f = —¢g und g = f ist falsch. Dies impliziert, dass g gilt, aber f nicht. Nun wére
aber —f = —g falsch. Sei schlieflich falsch. Wir fithren die Argumentation tabellarisch, wobei der
Wert einer Aussage unter dem verbindenden = steht:

f = @ = n) = (f = 9 = F = h)
f

s
-~

w
W

g <

W W W W

w £ 4ff

Damit sind alle Axiome Tautologien. Sind f und f = g wahr, so folgt aus der Interpretation von =,
dass auch g wahr sein muss. Die Anwendung von (MP]) produziert daher nur Tautologien. Dies zeigt
die Korrektheit von A. Nach [Bemerkung 1.2.8|ist A konsistent.

Da jede Elementaraussage A sowohl wahr als auch falsch sein kann, lasst sich weder A noch —A beweisen.
Damit kann A nicht negationsvollsténdig sein. O

Bemerkung 1.2.10.
(i) Man beachte, dass (F A oder F B) nicht dquivalent ist zu F AV B (wéhle B = —A).

(ii) Um die Vollstéandigkeit der Aussagenlogik zu beweisen, werden folgende Lemmas benotigt.

Lemma 1.2.11. Seien f1,..., fn+1 Aussagen in A. Gilt f1,..., fo & foe1 und f1,..., foe1, 2 fn B fat1,
so gilt auch fi1,..., fo—1 F fat1-

SWiderspruch-Symbol
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Beweis. Nach [Lemma [.1.10] gilt
flv"')fnl_fn-i-l
f17' ")fn—l F fn = fn+l
f17' "7fn—1 l_ _'fn = fn+1

F(fn= fa+1) = (0fn = for1) = fas1) (Lemma I.1.11(xii))
f17"'7f71—1l_(_‘fn:>fn+1):>fn+1 "
fla"wfn—ll_f'rl-f-l "

O
Lemma 1.2.12 (KALMAR). Sei f eine aus Elementaraussagen Ay, ..., Ay konstruierte Aussage in A.
Seien 1, ..., xy, beliebige Wahrheitswerte, d. h. x; = f oder x; = w firi=1,...,n. Sei A} := A;, falls
z; = wund A} := —A;, falls x; = f firi=1,...,n. Ersetzt man jedes A; durch x; in f, so wird f wahr

oder falsch. Im ersten Fall setzen wir f' := f und im zweiten ' := —f. Dann gilt A},..., A, & f'.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f nur die Symbole (, ), = und = enthélt, d. h. keine Abkiirzungen
wie A oder V. Sei m = m(f) die Gesamtzahl aller = und = in f. Im Fall m(f) =0 ist f = A; fiir ein
i. Dann ist f' = A, und AY,..., A}, F f’. Sei nun m > 0 und die Behauptung fiir alle Aussagen g mit
m(g) < m bereits bewiesen.

Fall 1: f = —g mit m(g) < m.
Im Fall f'= fist ¢ =-g=f=f und A,..., A}, F ¢’ nach Induktion. Sei nun f" = —f. Dann ist
g = g. Aus [Lemma 1.1.11| folgt
Lo Anbg
1""7A§1|_g:>_‘_‘g
o AL E ag
mit =—g = —f = f’.
Fall 2: f = (g = h) mit m(g),m(h) < m.
Sei zunéchst ¢ = —¢g. Dann ist f/ = f. Nach Induktion gilt
e AL E g
o, AL mg= (g =h) (Lemma I.1.11|(v]))
e AlEg=h

Sei nun ¢’ = g und A’ = h. Dann ist f' = f und es gilt

Lo AL R
Loy AL h=(g=h) (MA4))
e Al Fg=h (IMPJ)
Sei schlieflich ¢’ = g und A/ = =h. Dann ist f' = —f = =(g = h) und
e AR g
e AL =h
o ALk g = (<h = (g = h) ([Comma TLT()
Loy AL E =h = =(g = h) (MP))
1o Ay (g = h) (MP)
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Satz 1.2.13. Die Aussagenlogik mit der Standard-Interpretation ist vollstindig.

Beweis. Sei f eine aus den Elementaraussagen Ay, ..., A, konstruierte Tautologie. Fiir jede Belegung
von Aq,..., A, ist f wahr. Aus[Lemma I.2.12] und [Lemma 1.2.11] folgt daher

A, A f
Ar, . AL F f
)
Ay =Ag i Ff

- f O

Bemerkung 1.2.14.

(i)

(iii)

1.3.

Die in gefunden Tautologien kénnen nun wie Axiome im Kalkiil benutzt werden. Aus der
Assoziativitdt von A, V und < folgt, dass die Aussagen f AgAh, f VgV hund f < g < h auch
ohne Klammerung Sinn ergeben. Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten erlaubt die indirekte
Beweisfiihrung durch Widerspruch: Wenn eine Aussage A zum Widerspruch gefiihrt werden kann,
muss —A gelten.

Es gibt Situationen, in denen man A = B und —A = B beweisen kann. Ohne zu wissen, ob

A gilt, kann man in jedem Fall die Giiltigkeit von B ableiten (Lemma [.2.11)). Man spricht ggf.
von einem nichi-konstruktiven Beweis. Beispiel: Es gibt irrationale reelle Zahlen x, y, sodass z¥

rational ist. Beweis: Bekanntlich ist v/2 irrational (Satz I1.8.14)). Ist ﬂﬂ rational, so sind wir
fertig. Anderenfalls ist \@ﬁ irrational und

W2 WVE_ Y e g

rational. Ohne zu wissen welcher Fall eintritt, haben wir die Behauptung bewiesen. Die von
BROUWER entwickelte Theorie des Intuitionismus lehnt solche Beweise ab. Dafiir muss ein Kalkiil
mit schwécheren Axiomen und Schlussregeln benutzt werden, in der der Satz von ausgeschlossenen
Dritten unbeweisbar ist. Da in diesem Rahmen viele wichtige Sétze der Mathematik unbeweisbar
bleiben, hat sich der Intuitionismus nie durchgesetzt.

Die Vollstédndigkeit der Aussagenlogik erlaubt es, Sétze durch mechanisches Ableiten im Kalkiil
zu verifizieren. Es ist jedoch keineswegs klar, wie man einen solchen Beweis findet (vgl. Beweis
von . Genau das macht im Allgemeinen aber den Reiz der Mathematik aus! Mit der
Programmiersprache Prolog und dem Beweisassistenten |lean| lassen sich logische Ableitung mit
dem Computer konstruieren.

Pradikatenlogik

Bemerkung 1.3.1. In der Mathematik spricht man generell nur iiber Dinge, die man intrinsisch
definieren kann (Fragen wie ,,gibt es einen Gott?* gehoren in die Philosophie). Da die Aussagenlogik
offensichtlich viel zu primitiv ist, um einfache Sétze wie 1 + 1 = 2 auszudriicken, werden wir unser
Kalkiil schrittweise erweitern. Zur Verbesserung der Lesbarkeit ersetzen wir gelegentlich die Metasprache

durch primitive Symbole der Mengenlehre wie €, C oder U (siehe [Abschnitt II.1)).
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Definition 1.3.2. Die Pridikatenlogik (erster Stufe) P! = P ist ein Kalkiil mit folgenden Eigenschaften:

e Alphabet: Variablen und Konstanten (a, b, ...,0,1,...), Funktionen (o, 3, . ..), Pradikate (4, B,...),
Symbole (, ), =, =, V (Allquantor). Funktionen und Pridikate hingen von einer endlichen Anzahl
an Parametern (auch Argumente genannt) ab. Hiangt a bzw. A von zy,...,x, ab, so nennt man
a bzw. A n-stellig und schreibt a(z1,...,z,) bzw. A(x1,...,z,). Wir nehmen aus technischen
Griinden stets an, dass das Alphabet abzéhlbar ist (siehe [Bemerkung 11.6.4)).

e Als Vorstufe von Formeln definiert Terme rekursiv: Variablen und Konstanten sind Terme. Sind
ti,...,t, Terme und ¢ eine n-stellige Funktion, so ist auch ¢(t1,...,%,) ein Term.

e Formeln: Sind ¢y,...,t, Terme und P ein n-stelliges Pradikat, so ist P(t1,...,t,) eine Formel.
Sind f und g Formeln und z eine Variable, so sind auch (=f), (f = g) und (Vz f) Formeln. Dabei
ist nicht gefordert, dass x in f vorkommt.

e Wir definieren rekursiv, wann eine Variable = frei in einer Formel f vorkommt: Ist f ein Term
oder von der Form P(ti,...,t,), so ist x frei. Ist  frei in f, so auch in —f und in Vyf, wobei y
von « verschieden ist. Das Vorkommen von x in Vz f hingegen nennt man gebunden. Hat f die
Form g = h und kommt x frei in g oder h vor, so ist = auch frei in f (z kann sowohl frei als auch
gebunden in f vorkommen). In f frei vorkommenden Variablen gibt man oft wie bei Funktionen
als Argumente an: f(z1,...,z,). Eine Formel, in der keine Variable frei vorkommt, nennt man
geschlossen. Terme ohne Variablen (also Konstruktionen aus Konstanten und Funktionen) nennt
man ebenfalls geschlossen (Terme enthalten generell keine Allquantoren).

e Man kann jedes freie Vorkommen einer Variable x in einer Formel f durch einen Term ¢ ersetzen.
Dafiir schreiben wir f(x < t) oder kurz f(t), falls Missverstédndnisse ausgeschlossen sindm Wir
setzen dabei stets voraus, dass die Ersetzung kollisionsfrei erfolgt, d. h. das keine Variable aus ¢
in f gebunden wird (dies lasst sich oft durch geeignete Umbenennung der Variablen erreichen).

e Axiome: Fiir alle Formeln f, g, h gelten die Axiome ((4,)), (42) und (A3)) der Aussagenlogik. Fiir

alle Variablen x und alle Terme ¢ gelten zusétzlich:

(Vz(f = 9g)) = (f = (Vzg))) falls x nicht frei in f vorkommt (P1)
(Vzf) = (f(z < 1)) falls kollisionsfrei (P2)

e Schlussregeln: Modus ponens (MP]) und die Generalisierung

f
(Vaf)

fiir jede Formel f und jede Variable x.

Wie in jedem Kalkiil definiert man Beweise (unter Annahmen) und .

Beispiel 1.3.3. Sei o eine 1-stellige Funktion und P ein 2-stelliges Prédikat in P. Dann ist

fi=(Va(P(z,y) = (Vy(=P(o(y), 7)))))

eine Formel, in der  nur gebunden und y sowohl frei als auch gebunden auftritt. Ist z eine weitere
Variable, so ist

fly < 2) = (Va(P(z,2) = (Vy(=P(o(y), 2)))))

eine kollisionsfreie Ersetzung. Die Ersetzung f(y < x) wére jedoch nicht kollisionsfrei.

"Das neue Symbol < wird hier lediglich als Abkiirzung benutzt, um die tatséchliche Ersetzung von z nicht ausschreiben
zu missen.
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Bemerkung 1.3.4.

(i)

(i)

(iii)

Die Symbole A, V und < werden wie iiblich als Abkiirzungen verwendet. Ergénzend zu den
Klammerkonventionen aus |[Bemerkung [.2.4] vereinbaren wir, dass V stdrker bindet als = und <,
aber nicht stérker als die {ibrigen Symbole. Daher steht Va f = ¢ fir (Vzf) = g.

Aus der Abzahlbarkeit des Alphabets folgt, dass sich alle Formeln in P abzéhlen lassen (siehe
spiel 11.6.5)). Auf die Konstanten kann man verzichten, wenn man stattdessen O-stellige Funktionen
zulasst.

Viele der Ergebnisse aus [Abschnitt 1.1} insbesondere die Schlussregeln (MP’) und (MPJ), bleiben
auch in P giiltig. Wegen der neuen Regel ED gilt das Deduktionslemma im Allgemeinen jedoch

nur fiir geschlossene Formeln (Aufgabe 1.10)). Da im Beweis von [Lemma 1.1.11 aber nicht zur
Verfligung stand, gilt [Lemma I.1.11| uneingeschrankt fiir Formeln in P (vgl. [Aufgabe I.11)).

Als Ersatz fiir das Deduktionslemma fithren wir die Deduktion als neue Schlussregel ein:

g, f=(g=h) (
f=nh '

=)

Sie ist giiltig, denn
g f=y
9, f=(@=htEf=(g=h)
F(f=(g="h)=(f=9) =(=h)

9 f=@=hnE({=9=(=h) (MP)
9, f=(@=hkEf=h (MP)
Aus der Kombination von und erhélt die Spezialisierung als neue Schlussregel
_F falls kollisionsfrei. (S)
flx+1t)
Dies gilt insbesondere, wenn t geschlossen ist oder f keine Allquantoren enthéalt. Auflerdem gilt

Fvaf = f, (P3)

denn die ,Ersetzung” x < x ist stets kollisionsfrei (nur freie Vorkommen von z werden ,ersetzt).
Kommt x nicht frei in f vor, so lidsst sich auch die Umkehrung beweisen:

Ff=f (Beispiel 1.1.8)
FVx(f = f) ()
= (Va(f = f)) = (f = Vzf) (£231),
=f=Vaf (MP)

Nach den Schlussregeln ist - f im Allgemeinen dquivalent zu F Vaf (auch wenn z frei in f
vorkommt). Durch Anfiigen weiterer Allquantoren (fiir jede freie Variable in f) kann man auf
diese Weise f in eine geschlossene Formel umwandeln.

Werden mehrere Variablen einer Formel ersetzt, so ist die Reihenfolge zu beachten. Um Kollisionen
zu vermeiden, kann man neue Variablen kreieren und sie als Zwischenspeicher verwenden:

= f(z,y)

= f(z,y) (1S)
Ef(z ) (1S)
= f(y, ) (S)
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(vii)

Nimmt man weitere Axiome hinzu, so spricht man allgemein von einem Kalkiil erster Stufe.

Definition I1.3.5.

(i)

(i)

(iii)

Eine Interpretation von P besteht aus einer Menge U ( Universum) und einer Abbildung I. Jede
Konstante ¢ wird als Element in U interpretiert, d. h. I(c) € U. Variablen représentieren ebenfalls
Elemente in U, aber werden keinem festen Wert zugewiesen. Die Symbole (, ), =, =, A, V und
< haben die gleiche Bedeutung wie in der Standard-Interpretation der Aussagenlogik. Das neue
Symbol V bedeutet fiir alle (siehe ().

Jede n-stellige Funktion ¢ von P wird als ,,gew6hnliche* Abbildung I(p): U™ — U interpretiertﬁ
Fiir einen geschlossenen Term ¢ gilt daher I(t) € U. Pradikate sind Eigenschaften oder Beziehungen,
die fiir ihre Parameter gelten oder nicht gelten (ein n-stelliges Préadikat entspricht formal einer
Relation, d.h. einer Teilmenge von U", siehe [Definition II.2.1)).

Eine Formel der Form P(ti,...,t,) wird als wahr interpretiert, wenn t1,...,t, bzgl. I(P) in
Relation stehen. Enthalten die t; Variablen, so muss die Relation allgemein fiir jede Belegung
dieser Variablen giiltig sein. Eine Formel der Form Vz f ist genau dann wahr, wenn I(f) = w fiir
jede Belegung von x in U gilt.

Gilt I(f), so nennt man (U, I) ein Modell fiir f und schreibt F(y; 1y f. Analog ist (U, I) ein Modell
fiir eine Menge M von Formeln, wenn I(f) fiir jedes f in M gilt. Ist jede Interpretation von P ein
Modell fir f, so nennt man f eine Tautologie und schreibt (wie bisher) F f (in der Aussagenlogik
haben wir dafiir jedoch nur die Standard-Interpretation berticksichtigt). Ist (U, I) ein Modell fiir
jeden Satz in P, so nennt man (U, I) ein Modell fiir P.

Bemerkung I.3.6.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Wie auf der syntaktischen Ebene (Bemerkung 1.3.4) sind Fy ) f und Fy ) Vo f fiir jede Formel
f dquivalent. Daher ist (I,U) bereits dann ein Modell fiir eine Menge M von Formeln, wenn
I(f) = w fiir jede geschlossene Formel f in M gilt.

Fiir geschlossene Formeln f ist f oder —f bzgl. einer festen Interpretation wahr. Besitzt f
jedoch freie Variablen, so kénnen f und —f beide falsch sein (z.B. f := P(x) fiir ein Pradikat,
das fiir manche x gilt und fiir andere nicht). In diesem Sinn kann die Prédikatenlogik nicht
negationsvollstindig sein. Selbst wenn f geschlossen ist, muss weder f noch —f eine Tautologie
sein, denn f konnte in einer Interpretation falsch sein, wihrend —f in einer anderen Interpretation
falsch ist.

Formeln der Bauart Vz(f = Vxg) sind zwar zugelassen, aber irrefithrend, da der dufere Allquantor
keine Wirkung auf g hat. In solchen Fillen ist es hilfreich g durch g(z < y) zu ersetzen und
Va(f = Vyg) zu verwenden.

Neben dem Allquantor fiihrt man als Abkiirzung den Ezistenzquantor 3 als neues Symbol mit der
Interpretation es existiert ein:

dxf = =(Va—f).

Die Formel entspricht der De Morganschen Regel in einem beliebigen Universum (Es existiert ein
2 mit f(x) genau dann, wenn nicht fiir alle x die f(z) falsch ist.) Fiir jeden geschlossenen Term ¢

8Genaue Definition in [Abschnitt I1.3
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gilt

FVef = —f(z + t) (
(Ve f = ~f(t) = (-f () = Jzf) (Lemma I.1.11{(iv}))
b f(t) = Jaf
E () = - f(t) (Lemma I.1.11({ii)
FF(t) = af

D

ElElE

Satz 1.3.7. Jede beweisbare Formel in P ist eine Tautologie.

Beweis. Die Axiome , und sind Tautologien, da wir die Standard-Interpretation von
A voraussetzen. Seien f und g Formeln, sodass x nicht frei in f vorkommt. Um die Giiltigkeit von
zu verifizieren, kénnen wir nach Fw,n Vz(f = g) fiir eine beliebige Interpretation (I, U)
annehmen. Ist I(f) = f, so wird insgesamt wahr. Sei also I(f) = w. Da x nicht frei in f vorkommt,
gilt f(z) fir alle z in U. Andererseits gilt auch f(z) = g(x) fiir alle . Mit folgt F(y 1) Vag.
Damit ist eine Tautologie. Ist f fiir alle x bzgl. (I,U) wahr, so auch fiir x = ¢ fiir einen speziellen
Term t, sofern die Ersetzung kollisionsfrei ist. Dies zeigt, dass auch eine Tautologie ist.

Wie in A liefert (MP)) nur Tautologien. Ist f eine Tautologie, so ist f fiir jede mogliche Interpretation
der Variablen eine wahre Aussage. Insbesondere ist Vz f eine Tautologie. Dies bestétigt die Giiltigkeit

von . O

Beispiel 1.3.8.

(i) Sei N ein Kalkiil erster Stufe mit der Konstanten 0, einer 1-stelligen Funktion o und einem
2-stelligen Priadikat G. Als neue Axiome ergénzen wir:

FVzG(z,0(x))
F —=32G(x,0)

Eine naheliegende Interpretation I erhédlt man mit dem Universum der natiirlichen Zahlen U =
{0,1,.. }E| der Nachfolgerfunktion I(¢)(x) := z + 1 und der Groker-Relation I(G)(z,y) < = < y.
Die Axiome besagen, dass jede Zahl kleiner als ihr Nachfolger ist und keine Zahl kleiner als
0 ist. Also ist (U,I) ein Model fiir N. Damit ist keinesfalls klar, dass man alle bekannten
Eigenschaften von G und o in N/ beweisen kann. So ist zum Beispiel auch (U’, I’) mit U’' = {0,1},
I'(0)(0) =TI'(0)(1) = 1 und I'(G)(z,y) & y = 1 ein Modell fiir M. Die in (I,U) giiltige Formel

—J2G(z, x)

wird in (I’,U’) falsch. Sie kann also nicht in N bewiesen werden.

(ii) Ein klassisches Beispiel fiir die Verwendung der Quantoren ist die Stetigkeit einer reellen Funktion
f an einem Punkt xg. Als Universum dient die Menge der reellen Zahlen@ Anstelle der iiblichen
Variablen € und § verwenden wir nach unserer Konvention die lateinischen Buchstaben e und d.
Neben der in (i) eingefiihrten Konstante 0 und der Grofer-Relation G braucht man die 2-stellige
Abstandsfunktion ¢ mit der Interpretation I(0)(z,y) = |z — y|. Damit erhélt man folgende Formel:

Ve (G(o, e) = ad(G(o, d) AV (G(5(w, z0), d) = G(5(f(x), f(w0)), e)))).

Die natiirlichen Zahlen werden formal in [Beispiel I1.5.11| definiert.
Definiert in [Definition I1.8.6
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(iii) In einem Kalkiil erster Stufe ldsst sich die Gleichheitsrelation = nicht vollstéandig ausdriicken.
Angenommen es gibt ein Pradikat P mit geeigneten Axiomen, sodass bzgl. einer Interpretation
(U, I) die Aussage P(z,y) fir alle z,y in U genau dann wahr ist, wenn x = y gilt. Man kann jetzt das
Universum U vergroRern, indem man zu jedem u in U eine , Kopie* v’ in einem ,Paralleluniversum
hinzunimmt. Jede Variable in einer Formel f kann wahlweise als u oder v’ interpretiert werden,
ohne die Giiltigkeit von f zu verdndern. In dieser neuen Interpretation hat P nicht mehr die
gewlinschte Eigenschaft, denn P(u,w’) ist wahr. Es kann also keine Tautologie geben, die P mit
der Gleichheitsrelation verkniipft.

Definition 1.3.9. In der Prddikatenlogik mit Gleichheit P~ ergénzt man P um das Symbol =, welches
als Gleichheitszeichen interpretiert wird. Sind s und ¢ Terme, so sei s =t eine Formel. Fiir jede Formel
f und alle Variablen x und y ergédnzen wir die folgenden Axiome:

T (P
(=y)= (fly2)=1) falls kollisionsfrei (P5)

Bemerkung 1.3.10.
(i) Wir vereinbaren, dass = stérker bindet als =. Statt =(x = y) schreibt man x # y.

(ii) In jeder Interpretation ist offensichtlich x = = wahr, d.h. (Py]) ist eine Tautologie. Axiom (P5 )
garantiert, dass man Variablen in Formeln durch gleiche Variablen ersetzen kann. Auch dies ist

eine Tautologie. Somit tibertragt sich auf P=.

(iii) Mit dem Gleichheitszeichen lésst sich ausdriicken, dass genau ein Element mit einer bestimmten
Eigenschaft existiert. Dafiir benutzt man oft folgende Abkiirzung:

Axf = Fef) A\Vy(f(z «—y) =y ==x).

Beispiel 1.3.11. Die Pradikatenlogik mit Gleichheit ist geeignet, um mathematische Gruppen zu
definieren. Sei dafiir e eine Konstante (fiir das neutrale Element) und o eine 2-stellige Funktion (fiir die
Gruppenverkniipfung). Wir erweitern P~ um die folgenden Axiome:

Fo(o(z,y),z) =o(x,0(y,2)) (Assoziativitét)
Fo(z,e)=x (Neultralitat)
F3y(o(x,y) =e) (Existenz inverser Elemente)

Sei G das entstandene Kalkiil. Bekanntlich gilt in jeder Gruppe auch die Neutralitdt von links, d.h.
o(e,x) = x ist eine Tautologiem Aus Godels Vollstandigkeitssatz wird folgen, dass o(e,z) = z ein
Satz in G ist. Andererseits ist ¥ o(z,y) = o(y,x), da nicht jede Gruppe abelsch ist.

Lemma 1.3.12. Fiir alle Terme t, u, v in P~ gilt:
(i) Ft=t.
(i) Ft=u<u=t.

(i) Ft=u= (u=v=>1t=v).

HSjehe \Gruppentheorie-Skript
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Beweis. Da in den Formeln keine Quantoren vorkommen, kénnen wir nach annehmen, dass ¢, u

und v Variablen sind. Nun ist ({i) gleich (Pr]).

(i)
Fi=t (PL)
Ft=u=(t=t=u=t) (P5)
Fit=u=u=t @
Aus Symmetriegriinden gilt auch F ¢ = v = u = t. Die Behauptung folgt aus
(i)
Ft=u=u=t (i)
Fu=t=(u=v=>t=v) (P2
Ft=u= (u=v=1t="0) (MB)
O]
Lemma 1.3.13. Seien ty,...,tn,u1,...,u, Terme, o eine n-stellige Funktion und P ein n-stelliges
Pridikat in P=. Dann gilt
(i) Ft1=up = (ta=u2 = ... = (tn = up = (U1, ..., un) = @(t1,...,tn))...)
(i) Aus b+ t; =w; firi=1,...,n folgt = P(t1,...,t,) < P(u1,...,up).
Beweis. Da keine Quantoren vorkommen, kénnen wir annehmen, dass t1,...,t,,u1,...,u, Variablen
sind.
(i) Sei fr(ug,...,up) =t =ur = ... = (tn =up = @(t1,...,tn) = P(t1, .« o1, Uk, .- Up)) .. .)

fir k=1,...,n. Wegen
l_go(tl,...,tn) :@(tl,...,tn)
Ft,=u, = ((p(tl,...,tn) :go(tl,...,tn) = go(tl,...,tn) = gp(tl,...,tn,l,un))
Fitn=up = o(t1,. .. tn) = @(t1, ... tn_1,un)

=
b
[
2

P:

E

gilt - f,,. Sei bereits fi+1 bewiesen. Dann gilt

E frr1
|—tk = Ui = (fk+1 = (tk—I—l = Ukt = ...gp(tl,...,tn) :cp(tl,...,tk_l,uk,...,un)...)

- i )

Schliefslich gilt F f;.
(i) Es gilt

3

Ft=u = (P(tl,...,tn) :>P(t1,...,tn) :>P(t1,...,tn) :>P(U1,t2,...,tn>) (P
|—P(t1,...,tn)#P(ul,tg,...,tn) "
Fity = uy = (P(tl,...,tn) :P(ul,tg,...,tn) ép(tl,...,tn) ép(ul,u%tg,...,tn)) (P

Fp(tl,...,tn) :>P(U1,UQ,t3,...,tn)

E

I—P(tl,...,tn):>P(u1,...,un)

Aus Symmetriegriinden gilt auch + P(uq,...,u,) = P(t1,...,t,). Die Behauptung folgt aus
Aufgabe [.4 0
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1.4. Der Modellexistenzsatz

Bemerkung I.4.1. Wir hatten bisher die Konsistenz eines Kalkiils durch Angabe eines Modells
bewiesen. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass dies fiir Kalkiile der ersten Stufe stets moglich ist.

Definition 1.4.2.

e Sei M eine Menge von Formeln in einem Kalkiil K erster Stufe mit Gleichheit. Wir nennen M
konsistent, falls keine Formel f mit M + f und M F —f existiert. Dies bedeutet, dass man ein
konsistentes Kalkiil erhélt, wenn man die Formeln in M als Axiome zu K hinzufiigt (dafiir muss
K selbst konsistent sein).

e Eine konsistente Menge M von Formeln heiftt abgeschlossen, falls fiir jede Formel f in I gilt:
(i) F f oder F —f.

(i1) Ist =Vaf € M, so existiert ein geschlossener Term ¢ mit —f(z < t) € M.

Lemma 1.4.3. Sei M eine abgeschlossene Menge von Formeln in einem Kalkil KC erster Stufe mit
Gleichheit. Sei x eine Variable und f, g Formeln in KC. Dann gilt

(i) Aus M & f folgt f € M.
(i) Genau dann liegt f = g in M, wenn —f oder g in M liegen.

(iii) Genau dann liegt VY f in M, wenn f(x < t) fir jeden geschlossenen Term t in M liegt.

Bewets.
(i) Da M konsistent ist, gilt M ¥ —f und —f kann nicht in M liegen. Nach Definition ist f € M.

(ii) Sei f = g € M. Nehmen wir an, dass weder —f noch g in M liegen. Dann ist f,—g € M und M
wére inkonsistent:

MFEf=yg
MEf
Mg ()
Mt g
Ist umgekehrt = f € M, so gilt
ME—f
ME-f=(f=y9) (Lemma I.1.11|(v))
MEf=g (MP])
f=9eM (i)
Ist g € M, so gilt
M&Eg
MEf=g (IMP’)
f=g9eM (i)
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(iii) Liegt Vaf in M, so folgt M + f(t) fiir alle geschlossenen Terme ¢ nach (). Nach (i) ist f(¢) € M
fir alle t. Liegt umgekehrt Vaf nicht in M, so gilt =Vaf € M. Nach Definition existiert ein
geschlossener Term ¢ mit —f(t) € M, d.h. f(t) liegt nicht in M. O

Lemma 1.4.4. Sei M ecine konsistente Menge von Formeln in einem Kalkil IC erster Stufe mit
Gleichheit. Dann existiert eine Menge von Formeln M in einem Kalkil IC erster Stufe mit folgenden
Eigenschaften:

(i) K unterscheidet sich von K nur durch ein grofieres Alphabet.
(ii) M enthilt M.
(iii) M ist abgeschlossen.
Beweis. Wir erhalten K aus K, indem wir neue Konstanten c1,¢2, ... hinzufiigen, die noch nicht in IC

vorhanden sind. Nach |Bernerkung I.3.4| lassen sich die geschlossenen Formeln in K aufzihlen: fi, fa, -
Wir definieren induktiv Formelmengen My, My, ... mit folgenden Eigenschaften:

(a) M; ist konsistent.
(b) M1 enthalt M.
(¢) M; enthélt nur endlich viele der ¢;.

Offenbar erfiillt My := M diese Eigenschaften. Sei M; bereits definiert. Wird M; durch Hinzunahme
von f; inkonsistent, so sei M;11 := M;. Wir nehmen nun an, dass M; durch Hinzunahme von f;
konsistent ist. Hat f; nicht die Form —Vzg, so erfillt M;+, := M; U {f;} die Eigenschaften @7.
Sei schlieflich f; = =Vxg. Wegen [c| existiert ein c¢;, das weder in M; noch in f; vorkommt. Wir setzen
M1 = M; U{f;,~g(x < ¢;)}. Angenommen M;, ist inkonsistent. Da g(c;) geschlossen ist, darf man
das Deduktionslemma anwenden (Aufgabe 1.10)). Es gilt

Miafia_'g(cj) + g(cj)

M;, fi = =g(cj) = g(c)) ([Cemma 1.1.10))
M;, fi = (=g(c;) = g(cj)) = g(c)) (Lemma I.1.11f(xi))
M, fi = g(cj) (MP])
M;, fi b —Vxg

M;, fi +—g(c)) (P2)

Dann wire aber M; U {f;} inkonsistent. Also muss (&) (und trivialerweise auch (b)), (d)) gelten.

Wir zeigen nun, dass M := Ui>o M; abgeschlossen ist. Angenommen M ist inkonsistent. Dann kénnte

man eine widerspriichliche Formel wie f A —f aus M ableiten. Ein entsprechender Beweis besteht aus
nur endlich vielen Formeln, die Axiome sind oder in einem M; liegen. Dann wire aber M; inkonsistent
im Widerspruch zu @ Nehmen wir jetzt an, es gibt eine Formel f in K mit M ¥ f und M ¥ - f.
Nach |Bemerkung 1.3.6| diirfen wir annehmen, dass f geschlossen ist. Dann existieren ¢ und j mit
fi = fund f; = —f. Da f; nicht in M;; liegen kann, gilt M; 1 = M; nach Konstruktion. Dies
impliziert, dass M; U {f} inkonsistent ist. Analog ist auch M; U {—f} inkonsistent. Es folgt M F f und
M F —f im Widerspruch zur Konsistenz von M. Sei schheféhch fi := =Vxg in M. Nach Konstruktion
ist M1 = M; U{fi,~g(c;)} fiir ein j. Insbesondere ist —g(cy) in M. Damit ist M abgeschlossen. [
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Satz 1.4.5 (Modellexistenzsatz). Jede konsistente Menge M von Formeln in einem Kalkil IC erster
Stufe mit Gleichheit besitzt ein Modell. Insbesondere besitzt jedes konsistente Kalkil erster Stufe ein
Modell.

Beweis (HENKIN). Nachliisst sich M zu einer abgeschlossenen Menge M in einem groferen
Kalkiil K erweitern. Da man ein Modell fiir M auf K einschrinken kann, konnen wir K = K und
M = M annehmen. Fiir Terme ¢ und u sei u ~ ¢ genau dann, wenn M + ¢ = u. Nach ist
~ eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von ¢ bezeichnen wir mit [¢t]. Als Universum U wihlen
wir die Menge der Aquivalenzklassen [t] fiir alle geschlossenen Terme t Fiir Konstanten c in K sei
I(c) := [¢] € U. Variablen stehen fiir nicht weiter spezifizierte Aquivalenzklassen [t]. Fiir eine n-stellige
Funktion ¢ und [t1],...,[tn] € U sei

I(@)([ta], - - [tn]) = [o(tr, - s En)].

Dies ist nach wohldefiniert, d. h. die Definition hédngt nicht von der Wahl der Repré-
sentanten von [t;] ab. Fiir ein n-stelliges Pradikat P sei I(P)([t1],...,[tn]) = W genau dann, wenn

P(t1,...,t,) € M. Dies ist ebenfalls wohldefiniert nach [Lemma I.3.13

Nach [Bemerkung I.3.6| geniigt es zu zeigen, dass eine geschlossene Formel f genau dann in M liegt,
wenn I(f) =w gilt. Wie im Beweis von argumentieren wir nach der Anzahl der Symbole
-, = und V in f. Angenommen f hat die Form ¢ = u fiir geschlossene Terme ¢ und u. Dann gilt nach
Definition f € M genau dann, wenn [t] = [u]. Also ist f € M genau dann, wenn I(f) = w. Hat f die
Form P(ty,...,t,), so gilt [t1],...,[ts] € U und die Behauptung folgt aus der Definition von I. Sei als
Néchstes f gleich —g fiir eine geschlossene Formel g. Im Fall f € M ist g ¢ M, da M konsistent ist.
Nach Induktion ist I(g) = f, d.h. I(f) = I(—g) = w. Ist umgekehrt I(f) = w, so folgt g ¢ M. Da
M abgeschlossen ist, gilt f € M. Sei jetzt f gleich g = h fiir geschlossene Formeln g und A. Im Fall
f € M ist =g € M oder h € M nach Nach Induktion ist I(—g) = w oder I(h) = w. Aus
folgt I(f) = I(—gV h) = w. Sei umgekehrt I(f) = w. Da g und h geschlossen sind, folgt
I(—g) = w oder I(h) = w. Nach [Lemma 1.4.3]ist f € M.

Schliefslich sei f = Vzg. Im Fall f € M ist g(t) € M fiir jeden geschlossenen Term nach . Da U aus
den (Aquivalenzklassen der) geschlossenen Termen besteht, ist I(f) = w. Ist umgekehrt I(f) = w, so
ist g(t) fiir jeden geschlossenen Term ¢ wahr. Nach Induktion folgt g(t) € M fiir alle ¢. Aus
erhélt man f € M.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, indem man fiir M die Menge aller Sétze von K wéhlt. [

Satz 1.4.6 (GODELs Vollstandigkeitssatz). Jede Tautologie in P~ ist beweisbar.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt eine nicht-beweisbare Tautologie f in P=. O.B.d. A. sei f geschlossen.
Durch Hinzunahme des Axioms —f erhilt man das Kalkiil XC. Nehmen wir an, dass K inkonsistent ist.
Nach [Bemerkung 1.2.8|l4asst sich f in K beweisen. Bezogen auf P~ bedeutet das

~fEf
E-f=f (Lemma 1.1.10))
D) f (Lo LL1T6)
v (MP)

Dieser Widerspruch zeigt, dass K konsistent ist. Nach dem Modellexistenzsatz existiert ein Modell fiir /C,
in dem —f wahr und f falsch ist. Dann kann f aber keine Tautologie sein. Also ist P~ vollstdndig. [

12Man bendtigt das Auswahlaxiom, um zu zeigen, dass U wirklich eine Menge ist, siche [Lemma I1.2.3
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Bemerkung 1.4.7. Achtung: Der Vollstandigkeitssatz besagt nicht, dass P~ beziiglich jeder Interpre-

tation vollstandig ist (vgl. [Satz 1.7.6)).

Satz 1.4.8 (KompaktheitssatzlEI). Eine Menge M wvon Formeln in einem Kalkil erster Stufe mit
Gleichheit besitzt ein Modell, wenn jede endliche Teilmenge von M ein Modell besitzt.

Beweis. Besitzt M kein Modell, so ist M inkonsistent nach dem Modellexistenzsatz. Ein Widerspruch
mit Axiomen aus M ldsst sich bereits aus endlich vielen solchen Axiomen herleiten. Daher kann auch
eine gewisse endliche Teilmenge von M kein Modell besitzen. Widerspruch. OJ

Folgerung 1.4.9. In P~ ldsst sich nicht ausdriicken, wann ein Universum endlich ist.

Beweis. Angekommen es gibt eine Formel f in P=, die in einer beliebigen Interpretation (U, I) genau
dann wahr ist, wenn U endlich ist. Wir konnen P um 1-stellige Priadikate P, Ps, ... erweitern, die nicht
in f vorkommen. Die Formel

fn =3P A 3%2(132 A —\Pl) VANPAN Elxn(Pn AN-Po_1N...A ﬂPl)

ist nur dann wahr in (/,U), wenn U mindestens n Elemente hat. Sei M die (unendliche) Menge der
Formeln f, f1, fa,.... Fir jede endliche Teilmenge N von M existiert ein n mit f,, ¢ N fiir alle m > n.
Hat U genau n Elemente, so ist (U, I) ein Modell von N. Nach dem Kompaktheitssatz besitzt auch M
ein Modell (U, I). Wegen I(f) = w ist U endlich. Hat U genau n Elemente, so wére aber I(f,11) =f.
Widerspruch. O

Bemerkung 1.4.10. In der Pridikatenlogik zweiter Stufe P? (mit Gleichheit) erlaubt man Formeln der
Form VP... und V... fiir Pradikate P und Funktionen . Sei ¢ eine 1-stellige Funktion. Die Formeln

fr=vavy(o(x) = oly) =z =y),

g :=VxIy(o(y) = z)
driicken aus, ob o injektiv bzw. surjektiv istE Die Formel Vo (f = g) ist in einer Interpretation (U, I)
genau dann wahr, wenn jede injektive Funktion U — U surjektiv ist. Bekanntlich ist dies dquivalent

zur Endlichkeit von U. Daher kann P? mehr ausdriicken als P!. Der Beweis von [Folgerung 1.4.9| zeigt
aukerdem, dass der Modellexistenzsatz in P? falsch ist.

1.5. Peano-Arithmetik

Bemerkung 1.5.1. Wir haben bereits implizit Gebrauch von den natiirlichen Zahlen gemacht, zum
Beispiel in der Schreibweise fi, ..., fn. Wir fiilhren in diesem Abschnitt die natiirlichen Zahlen und
deren Arithmetik axiomatisch ein.

Definition 1.5.2.

(i) Die Peano-Arithmetik PA ist eine Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit und folgenden
Eigenschaften:

e Alphabet: Variablen a,b, ..., Konstante 0, Symbole (, ), =, =, V,’, +, - (keine Funktionen
oder Pradikate)

Bauch Endlichkeitssatz genannt

HGiehe [Definition 11.3.1
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(i)

e Terme: Variablen und 0 sind Terme. Sind ¢, v Terme, so auch (¢'), (¢t +«) und (¢ - u).

e Formeln: Sind ¢ und uw Terme, so ist t = u eine Formel. Fiir Formeln f, g und jede Variable x
sind auch —f, f = ¢ und Vzf Formeln.

e Axiome: Fiir Variablen z,y und Formeln f, g, h gilt:
f=g=1)

(~f=-9) = (9= f)
(f=(@=h)=((f=9=(=h)

B

Ve(f = g) = (f = (Yzg)) falls = nicht frei in f vorkommt

Vof = f(z +t) falls kollisionsfrei (P2
r=2x (PL)
(x=9y)= (fly+z)=f) falls kollisionsfrei (P57
—((z') = 0), (%1)
(") =) = 2=y, (32)
(x+0) =z, (+1)
(z+ ) = (= +y)), (+2)
(z-0)=0, (x1)
(- (y) = ((z-y) +2), (x2)
flx+0)= (Vx(f(a:) = f(2')) = Vacf) (Z)

e Schlussregeln: (MP)) und (G).

Die Standard-Interpretation (U,I) benutzt das Universum der natiirlichen Zahlen U = N =
{0,1,...}. Offensichtlich wird 0 als Null, + als Addition und - als Multiplikation interpretiert.
Auferdem sei ' := x + 1 die Nachfolgerfunktion wie in Wir schreiben Fy f, wenn
eine Formel f bzgl. (N, I) wahr ist.

Bemerkung 1.5.3.

(i)

(i)

(iii)

Anstelle der Symbole /, + und - kénnte man auch 1- bzw. 2-stelligen Funktionen einfiihren. Die
Symbolschreibweise ist aber ckonomischer. Man sieht leicht, dass der (Beweis von) [Lemma I.3.13
fiir diese ,,Funktionen* richtig bleibt. Insbesondere gilt die Umkehrung von (o)), d.h. Fx =y =
=y

Wie bisher benutzen wir die Abkiirzungen A, V, <, 3 und #. Um Klammern zu sparen, verein-
baren wir, dass ’ starker bindet als alle anderen Symbole. Zusétzlich soll - starker binden als +
(Punktrechnung geht vor Strichrechnung) und -, + stérker binden als = und =. Damit hat
die Form 2/ # 0 und ((z - y) + (2')) = 0 verkiirzt sich zu z -y + 2’ = 0.

Das Axiom (X1]) besagt, dass 0 keinen Vorgéanger hat. Nach ist die Nachfolgerfunktion injektiv.
Die Addition und Multiplikation ist rekursiv fiir alle natiirlichen Zahlen durch (+4)), (-2,

und definiert. Die gewohnten Rechenregeln werden in [Lemma [.5.5 bewiesen. Axiom @

beschreibt das (bereits benutzte) Prinzip der vollstdndigen Induktion.

Man sieht leicht, dass die Standard-Interpretation von PA ein Modell ist. Insbesondere ist P.A
konsistent. Méchte man PA aber nutzen, um N zu definieren, so steht dieses Modell aber nicht
zur Verfiigung. Wir kommen darauf in |[Bemerkung 1.7.8| zurtick.
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(v) Es liegt nahe, die Abkiirzungen 1 := 0/, 2 := 1’ usw. einzufiithren. Um zwischen Variablen und
Konstanten unterscheiden zu kénnen, sei 7 die Konstante in P.A, die der natiirlichen Zahl n € N
entspricht.

Beispiel 1.5.4. Es gilt

F1+0=1 (1)
F(140)=2 (Lemma I.3.13])
F14+0 = (1+40) (2]
F14+1=2 (Lemma 1.3.12)

In der Principia Mathematica von Whitehead-Russell wird diese Formel nach iiber 300 Seiten formaler
Argumentation bewiesen.

Lemma 1.5.5. Fiir alle Terme t, u, v in PA gilt
(i) FO+t=t
(it) Ft' +u=(t+u)
(i1i) =t +u=u+t (Kommutativitit)
(w) Fu=v=t+u=t+v
(v) Ft+ (u+v) = (t+ u) +v (Assoziativitit)
(vi) Ft-u=u-t (Kommutativitit)
(vii) Et- (u-v) = (t-u)-v (Assoziativitat)
(viii) Ft- (u+v) =t -u+t-v (Distributivitit)
Beweis. Da keine der Formeln Quantoren enthélt, konnen wir nach annehmen, dass ¢, v und v
Variablen sind.

(i) Fir f:=(0+t=1) gilt

= £(0)
- 10) = (VH(F(0) = £(£)) = Vi) @
FVE(f(t) = f(t) = Vif (MP)
Ff=0+t) =t (Lemma I.3.13))
O+t = (0+1t)
= 1)
() = ()
v (MPIP)
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(i) Fir f(u):={# +u=(t+u)) gilt

Ft4+0=t
Ft+0) =¢
Ft'+0="1
= £(0)

FVu(f(u) = f(u')) = Vuf
Ft 4+ = +u)

Ffu) = (' +u) =(t+u)
Ffu) =t +d =+ u)
Ft4u = (t+u)
F(t+u) = ({t+u)
Fflu) =t +d =(t+d)
= Vu(f(u) = f(u))

v

(iii) Fir f(u) == (t+u=u+1) gilt

= £(0)

= £(0) = (Yu(f(u) = f(u)) = Vuf)
Ff=(t+u) =@w+t)
Ft4u = (t+u)

Fu' +t=(u+t)
Ff=t+d =u +t

- va(f(u) = (f(u))

=

(iv) Hier kommt man ohne (Z) aus. Fiir f(u) := (t +u =t + v) gilt

Fu=v= (flv+u)=f)
Flu=v=({t+v=t+v=f)=(u=v=>t+v=t+v)
Flu=v=t+v=t+v)= (u=v=f)

Ft+uv=t+wv
Fu=v=t4+v=t+v
Fu=v=f
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(v) Fir f(v) :=(t+ (u+v) = (t +u)+v) gilt
Fu+0=u (1)
Ft+(u4+0)=t+u
Ft+u)+0=t+u (), 8))
F £(0) (Lemma 1.3.12)
=Yu(f(v) = f(v) = Vof (@, (MP))
Fflw)=(t+ (u+v) =((t+u)+v) ([Lemma 1.3.13))
Fu+v = (u+0v)
Ft4 (u+2') =t+ (u+v) (iv])
Ft+ (u+v) =+ (ut0)) (2
Ft4u)+v = ((t+u)+v) ((+2)), Bemerkung 1.3.4)
Ffw)=t+(u+v)=({t+u)+0 (Lemma 1.3.12)
= u(f(v) = f(v)) G
Hf ((MP)), Bemerkung I.3.4])
@63
(vi) Fir f(v) =(t+u)-v=t-v+u-v) gilt
F(u4u)-0=0
Ft-0+u-0=0 (BT (E)
F £(0) (Lemma 1.3.12)
Fvo(f(v) = f(v) = Vuf (@, (MP))

Ffv)=(t+u) - v+{t+u)=0Ct-v+u-v)+ (t+u)

=({t+u) v+ (t+u)

Ft4u) -

Ft-vtu-v)+t+u)=0t v+t)+ (u-v+u) ((]\__/D, (i)

F-v+t)+w-v+u)=t-0)+ (u-0) iv]), (x2))

Ff(v) = f() Lemma 1.3.12))

Ff ((G), (MP)), Bemerkung I.3.4)
O

1.6. Reprasentierbarkeit

Bemerkung 1.6.1. In der Pradikatenlogik werden Prédikate als Relationen interpretiert. Als Ersatz fiir
die in P.A fehlenden Pridikate werden wir Formeln definieren, die Relationen und Funktionen auf N*
entsprechen. Ist R C N* eine Relation, so schreiben wir R(z1,...,x,) fir die Aussage (z1,...,2,) € R.
Im Fall £ = 2 definiert man in der Regel ein eigenes Symbol wie ~ und schreibt x ~ y, falls (z,y) € R.

Definition 1.6.2.

e Fine Relation R C N” wird durch eine Formel f in PA reprisentiert, falls fiir alle z1,...,z, € N

gilt: R(x1,...,x,) genau dann, wenn Fy f (71, ..., 7).
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e Eine Funktion ¢: N® — N wird durch eine Formel f reprisentiert, falls die dazugehorige Relation
durch f représentiert wird, d.h. fiir alle z1,...,2, € N gilt p(z1,...,2,) = y genau dann, wenn

Fn f(@1, ., T, 7).

Interessiert man sich nur fiir die Existenz von f, so sagt man R bzw. ¢ sind reprdsentierbar.

Beispiel 1.6.3.

(i) Die Gleichheitsrelation = wird nach Definition durch die Formel f(z,y) := (z = y) représentiert.
Die Nachfolgerfunktion x +— x + 1 wird durch 2’ = y repréisentiert. Analog werden Addition und
Multiplikation durch ihre entsprechenden Symbole représentiert.

(ii) In |[Beispiel I.3.8/ hatten wir die Kleiner-Relation als Pradikat definiert. Hier wird sie durch die
Formeln
x<y:=3z(z+z=y) r<y:=32z+7 =y)

reprasentiert.

(iii) Die Teilbarkeitsrelation lésst sich durch
xly=3z@x z2=1y)

reprasentieren.

(iv) Beim Versuch, die Potenzfunktion ¢(z,y) := a¥ zu reprisentieren, stoft man auf das Problem
rekursive Aufrufe wie ¥ = Y1 - 2 zu reprisentieren. Dafiir benétigen wir Werkzeuge.

Lemma 1.6.4 (GODELs B-Funktion). Es existiert eine reprisentierbare Funktion 3: N3 — N mit
folgender FEigenschaft: Fir k,ng,...,n; € N ezistieren a,b € N mit B(a,b,i) =n; firi=0,...,k.

Beweis. Wir definieren 3 direkt iiber folgende Formel

Bla,bx) =y < Fn (< (1+7 b)) AJe(y+c-(1+7 -b) =a).
Die rechte Seite beschreibt y als den kleinsten nicht-negativen Rest bei der Division von a durch
1+ (x 4+ 1)b. Insbesondere ist B wohldefiniert und représentierbar.

Um zu zeigen, dass 3 die gewiinschte Eigenschaft hat, sei r := max(k,ng,n1,...,n,) und b := r!
(Fakultéi@. Firi=0,...,kseid; := 14 (i+1)b. Angenommen es existiert ein gemeinsamer Primteiler
p von d; und d; mit ¢ # j. Dann teilt p auch d; — d; = b(¢ — j). Im Fall p | b wére p t d;. Da p eine

Primzahl ist, muss also p | i — j gelten. Dann wére aber p < k und p | k! | ! = b, was wir bereits
ausgeschlossen hatten. Daher sind dy, . . ., d; paarweise teilerfremd. Nach dem chinesischen Restsatﬂ
existiert ein a € N mit n; = a (mod d;) fiir i = 0,..., k. Nach Definition ist n; < r < b < d;. Dies zeigt
B(a,b,i) =n; firi =0,...,k. O]
Definition 1.6.5. Fiir z1,...,z, € N schreiben wir & := (z1,...,2,) € N". Eine Funktion a: N — N

heifst (primitiv) rekursiv, falls sie eine der folgenden Formen hat:
e n=1und a = ¢ mit {(z) =0 fiir alle z € N (Nullfunktion).

e n=1und a = o mit oy(z) = z + 1 fiir alle z € N (Nachfolgerfunktion).

15Gjehe [Definition I11.7.1

16Siehe Zahlentheorie-Skript
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o o =7 mit 7} (Z) = xy, fiir ein festes 1 < k < n (k-te Projektion).

k
o o(¥) = ,8(71 f),...,'yk(f)) fir rekursive Funktionen 8: N* — N und ~1,...,7: N* — N
(Komposition).
e 1> 2 und
B B(xa, ..., Tp) falls z1 =0
o(7) =
'y(oz(xl —1,z9,...,2p), 21 — 1,29,.. .,:L‘n) falls 1 > 0

mit rekursiven Funktionen 8: N*~! — N und v: N**! — N (Rekursion).

Beispiel 1.6.6.
(i) Sind 1 < iy,...,4, < n beliebige Indizes und ¢: N¥ — N rekursiv, so auch
() = p(Tiyy .- Tiy) = cp(wﬁ(a‘:’), .. WZC(J_;’))

Wir kénnen daher Parameter bedenkenlos permutieren, hinzufiigen oder entfernen (insbesondere
bei der Rekursionsvorschrift).

(ii) Die Nullfunktion ¢" in n Variablen erhilt man rekursiv durch ¢! := ¢ und

C"H(:z:o, ceey ) =

{(”(:E’) falls 2o = 0,

("(xog—1,x9,...,2y) fallsxzg>0
(beachte ({i})). Durch Komposition mit der Nachfolgerfunktion erhélt man die konstanten Funktionen
ko (%) :=c
fiir ein festes ¢ € N. Wir werden im Folgenden daher Konstanten direkt anstelle von x einsetzen.

(iii) Die Identitéiﬂ N — N, x — x wird durch 7{ realisiert.

(iv) Die Addition a4 (z,y) = = + y ist rekursiv, denn

(2.9) Y falls x = 0,
ay(z,y) =
Y a/(ap(z—1,y)) fallsz > 0.

(v) Die Multiplikation ax(z,y) = x -y ist rekursiv, denn

(2,1) 0 falls x = 0,
ax(z,y) =
Y ot (ax(z —1,y),y) fallsz>0.

(vi) Die Potenzfunktion ax(z,y) = y* ist rekursiv, denn

1 falls z = 0,
ax (oz/\(x - 1,y),y) falls z > 0.

ap(z,y) = {

17Sjehe [Beispiel 11.3.2
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(vii) Die Fakultit ay(z) =a!=1-2-.... x ist rekursiv, denn

ay(x) =

1 falls z = 0,
ax(a(z—1),z) fallsz > 0.

Zur besseren Lesbarkeit verwenden wir von nun an die Terme z +y, - y = zy, ¥ und z! in der
gewohnten Form.

(viii) Die Vorgéngerfunktion o_(x) := ist rekursiv. Dafiir definieren wir zuerst

z—1 fallsz >0
0 falls x =0

( ) 0 falls z =0
T(z,y) ==
Y z—1 fallsz >0

und anschliefend o_(z) = 7(z, 0).

—z falls z <
Y 4 ist rekursiv, denn

(ix) Die abgeschnittene Subtraktion a_(x,y) := {
0 sonst

(2.7) Y falls x =0
a_(x,y) =
Y o_(a_(z—1,y)) fallsz>0.

Damit wird auch die Betragsfunktion
[z —yl = (z,y) +a_(y,2)
rekursiv.

(x) Die Funktionen

1 fall =
sgr1<x>:=a_<x,1>:{ s w =0

0 fallsxz >0

0 fallsz=0

sgn(@) = sgu(sgn(z)) = {1 falls z > 0

sind rekursiv. Man nennt sgn die Signumfunktion.

Definition 1.6.7. Eine Relation R C N”" heift (primitiv) rekursiv, falls eine rekursive Funktion
Xr: N" — N mit
R(Z) <= xr(@) =0 (¥ € N")

existiert.

Bemerkung 1.6.8.

(i) Man nennt xp eine charakteristische Funktion von R. Durch Komposition mit der rekursiven
Signumfunktion sgn kann man annehmen, dass xr normiert ist, also aulerhalb von R den Wert 1
annimmt. Dadurch ist xg eindeutig bestimmt.

(ii) Sind R, S C N" rekursive Relationen, so auch =R := N"\ R, RUS und RN.S mit charakteristischen
Funktionen sgn o XRE XRXS bzw. xXr + xs-

8Giehe [Definition 11.3.1

33



(iii) Sind R € N" und ¢1,...,¢n: N — N rekursiv, so auch die Relation

S(@) := R(p1(21), .-, pnlwn)),
mit charakteristischer Funktion xs(Z) = xr(¢1(z1), - .-, on(zn)).
(iv) Wir benutzen ab jetzt die in der Mathematik beliebten Abkiirzungen

Ve <yf:=Ve(x<y=f),
Jr<yf:=3x(z<yAf)

und deren Varianten mit <, > und >.
Satz 1.6.9. Jede rekursive Funktion und jede rekursive Relation ist in PA reprdisentierbar.

Beweis. Die Nullfunktion ¢ wird durch die Formel f(x,y) := (y = 0) représentiert. Die Nachfolger-

funktion hatten wir bereits in reprisentiert. Die k-te Projektion 7} wird durch z =y
reprasentiert. Seien 3,71, ..., rekursiv représentiert durch Formeln b,¢q,...,c;. Dann wird die

Komposition «(%) = 5(y1(Z), . .., Vk(Z)) reprasentiert durch

f(xay) = Elyl .o ‘Hyk(cl(f)yl) ARES /\Ck(fuyk) A b(yla s 7yk7y))

Schliefklich sei a mittels Rekursion aus ¢ und p gewonnen, die durch s bzw. ¢ reprasentiert sind. Die
Godelsche 3-Funktion aus sei reprisentiert durch die Formel g. Fiir alle z1,...,2, € N
existieren a,b € N mit B(a,b,i) = a(i, x2,...,x,) fir i =0,...,21. Damit existieren y;,y2 € N mit

Fy 9(@ b, 7, 57) A (@, b, %, %) A t(Y2, T, %2, .., Tn, U1

fiir x < x1. Also wird « représentiert durch

£(@,y) = 3a3(3y0(9(a, 5,0, 30) A 5(w,. .7, v0)) A gla,b21,1))
AVx < 1’1391 (g(aa b7 .%'/, yl) A 3312 (g(aa b71'7312) A t(y?; T2y e 7mn7y1))>

Induktiv ergibt sich, dass jede primitive rekursive Funktion représentierbar ist.

Sei nun R C N” eine rekursive Relation mit charakteristischer Funktion y. Dann existiert eine Formel
f mit
R(T) < x(7) =0 < Fn f(T1,...,70,0).

Also wird R durch die Formel f(Z,0) reprasentiert. O

Lemma 1.6.10. Sei R C Nt cine rekursive Relation und v: N — N eine rekursive Funktion. Dann
sind folgende Relationen bzw. Funktionen rekursiv:

(i) Ry(z0,7) <= Vy < v(20) R(y, 7)
(i) R3(xo,%) <= Ty < ~vy(x0) R(y, T)

0 falls (y, %) ¢ R fiir alle y < ~(xo),

(ZM) @($07f) = min R(y7 'f) sonst
y<v(zo0)
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Beweis. Sei xgr eine charakteristische Funktion von R.
(i) Wir nehmen zuniichst an, dass v = 7{ die Identitét ist. Dann ist

Mo, 7) = xr(0,Z) falls zy = 0,
’ Mzo — 1, %) + xr(zo, %) falls 29 >0

eine rekursive charakteristische Funktion von Ry. Den allgemeinen Fall erhélt man durch Kompo-
sition xv (o, F) := A(v(20), Z).

(ii) Der Beweis verlduft analog mit

Mo, 7) = xr(0, %) falls zp = 0,
’ Mz — 1, Z)xr(x0,Z) falls 29 > 0.

(iii) Die rekursive Funktion
6(s, t,u) := sgn(sgn(s)sgn(t)u)

ist genau dann 1, wenn s =t = 0 < w und sonst 0. Damit ist

0 falls y = 0,
T(wa) = 5(T(y - 1’9?)7XR(y’f)aXR(y - 175))3/ falls y > 0
+@(5(T(y - 175)7XR(y7f)7X(y - 175)))T(y - 17 f)
rekursiv. Der Ausdruck §(7(y — 1, %), x(y, %), xr(y — 1,Z)) bestimmt das kleinste y, bei dem

R(y, ¥) erfiillt ist. Der zweite Summand der Formel garantiert, dass sich 7 fiir grofere y nicht
mehr dndert. Also ist ¢(xg,Z) = 7(v(z0), Z) rekursiv. O

Lemma 1.6.11. Die folgenden Relationen und Funktionen sind rekursiv und somit reprdasentierbar in

PA:
(i) r=y,v<y x|y
(i) Pr(xz) <= x ist eine Primzahl
(i1i) p(n) = n-te Primzahl in N (p(0) =2, p(1) = 3 usw.)
(iv) ANz) = maxy(p(k) | z) firz >0
() e(x, k) = max, (p(K)" | ) fiir = > 0
(vi) p(zx,k,e) = zp(k)*=<*2) fiir & > 0 (der Exponent von p(k) in der Primfaktorzerlegung von x wird

(
durch e ersetzt)

Bewezs.

(i) Obwohl wir nach schon wissen, dass diese Relationen repréisentierbar sind, miissen
wir fiir spiatere Anwendungen trotzdem die Rekursivitat nachweisen. Offenbar ist |z — y| eine
rekursive charakteristische Funktion von x = y. Als charakteristische Funktion fiir x < y dient
sgn(a—(z,y)). Wegen

|y < Jz<ylzz=y)

ist | y nach [Lemma 1.6.10 rekursivH
¥Der Term z < y dient lediglich dazu die Voraussetzung von [Lemma I1.6.10| zu erfiillen.
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(ii) Genau dann ist = eine Primzahl, wenn

x>1ANJy <z(y|x).

Offenbar ist > 1 eine rekursive Relation. Nach ({i)) und [Lemma I.6.10|ist auch Jy < z(y | z)

rekursiv. Nach |[Bemerkung 1.6.8|ist die Pr rekursiv.

(iii) Wir definieren zunéchst die rekursive Funktion

x) =
(@) v(z —1)!+1 sonst.

{2 falls « = 0,

Sicher ist p(0) < ~v(0). Sei induktiv bereits p(n) < v(n) gezeigt. Da p(0)p(1)...p(n) + 1 durch
keine der Primzahlen p(0),..., p(n) teilbar ist, gilt p(n +1) < p(n)! +1 < y(n)!+1=~(n+ l)m
Nach [Lemma [.6.10] ist

2 falls z =0
T(@Y) =4 min (2 > y APr(z)) falls n >0
z<~(x)
rekursiv. Daher auch
() 2 falls x = 0,
€Tr) =
P T(z,p(x —1)) falls z > 0.

(iv) Fiir p(k) |  und & > 0 gilt k < p(k) < 2. Nach (i), Bemerkung I.6.8 und [Lemma 1.6.10] ist die
Relation

S(z,y) = xz=0VVk<z(k<yVpk)1z)
rekursiv. Also auch A(z) = miny<, S(x,y) (die Werte A(0) = A(1) = 0 sind irrelevant).
(v) Fiir z, k € N gilt < 2% < p(k)* und daher p(k)* { = sofern x > 0. Die Relation

R(z,y,2) <= x=0Vp(z)V" "tz

ist rekursiv nach [Beispiel I1.6.6| und [Bemerkung I1.6.8] Also auch e(x, k) = miny<, R(x,y, k) (mit
€(0,k) = 0).

(vi) Nach den bereits bewiesenen Aussagen ist

i k€)= (min(yp(k) ) = 2) ) o (k)

rekursiv (mit p(0, &, e) = 0). O

Bemerkung 1.6.12. Mit lassen sich Rekursionen flexibler definieren, indem nicht nur
der direkte Vorgénger a(z; — 1,x9,...,x,), sondern mehrere Vorgénger beriicksichtigt werden. Wir
illustrieren dies anhand der Fibonacci-Funktion ¢: N — N mit ¢(0) = ¢(1) = 1 und ¢(n + 1) =

o(n) + ¢(n — 1) fir n > 0. Nach [Lemma 1.6.11]ist

)6 falls z = 0,
7(x) = ge(r(z—1),1) . 3e(r(z=1).0)+e(r(@-1).1)  falls 2 > 0

20Nach Bertrands Postulat gilt bereits p(n+1) < 2p(n). Man kommt also mit u(n) = 2" aus. Siche Zahlentheorie-Skript.
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rekursiv. Wir definieren ¢(z) := e(7(x),0). Dann gilt

p(0) = €(6,0) = 1,
p(1) = €(7(0),1) = 1,
p(n+1) =e(r(n),1) = e(r(n —1),0) + e(r(n —1),1) = p(n = 1) + €(7(n),0) = p(n — 1) + ¢(n)

wie gewiinscht.

I.7. Godels Unvollstiandigkeitssatze

Bemerkung 1.7.1. Es gilt klar, dass P.A negationsunvollstandig ist, weil man weder x = 0 noch = # 0
beweisen kann (beide Formeln sind in der Standard-Interpretation falsch, vgl. . Godels
erster Unvollstandigkeitssatz impliziert, dass es sogar geschlossene Formeln mit dieser Eigenschaft
gibt. Insbesondere ist PA unvollstindig. Godels Idee war es, eine Formel f mit der Bedeutung ., f
ist nicht beweisbar” arithmetisch auszudriicken. Wére f falsch, so konnte man f beweisen und P.A
wére inkonsistent. Folglich muss f wahr und damit unbeweisbar sein. Um arithmetisch iber Formeln
sprechen zu kénnen, kodiert man sie durch Zahlen wie folgt.

Definition 1.7.2. Die Elemente des Alphabets von P.A nennen wir im Folgenden Zeichen. Sie werden
mit ungeraden Zahlen nummeriert:

Zeichens‘()ﬂ:>V’+ o= 0 z y =z
Nummer#s‘l 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Seien pg,p1,... = 2,3,... die Primzahlen (p; = p(i) mit der Bezeichnung aus [Lemma 1.6.11)). Fiir eine
beliebige Folge s = sg...s, von Zeichen des Alphabets sei

5= gt
die Gddelnummer von s. Besteht ein Beweis B aus Formeln fy, ..., f,, so sei

B L

die Gédelnummer von B. Wir sagen auch: s bzw. " B kodiert s bzw. B.

Beispiel 1.7.3. Es gilt

"Vo(z 40 =x)7 = 293251721 1113131917171921233,

Bemerkung 1.7.4. Bekanntlich besitzt jede positive natiirliche Zahl eine eindeutige Primfaktor-
zerlegung. Da einzelne Zeichen ungerade Gédelnummern, Zeichenfolgen gerade Gédelnummern mit
ungeraden Primzahlexponenten und Beweise Godelnummern mit geraden Primzahlexponenten haben,
ist jedes dieser Objekte durch seine Gédelnummer eindeutig bestimmt. Offensichtlich kodiert nicht jede
natiirliche Zahl ein solches Objekt (z.B. 18).

Lemma 1.7.5. Die folgenden Funktionen und Relationen sind in PA reprisentierbar:

Tst?  falls x und y Zeichenfolgen s bzw. t kodieren

0 sonst

(i) o(z,y) = {
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(i) T(x) <= = ist Gédelnummer eines Terms
(i) F(x) <= z ist Godelnummer einer Formel
(iv) V(z,y, k) < y kodiert Variable, die frei an Position k in f mit x =" f7 vorkommt

falls x =T f7 (Formel), y = "w™ (Variable)

r 1
fw 1) und z ="t (geschlossener Term)

(v) Y(x,y,2) =

0 sonst

(vi) B(z,y) <= x ist Gidelnummer eines Beweises der Formel mit Géodelnummer y

Beweis.

(i) Nachgibt es rekursive Funktionen, die die Primfaktorzerlegung einer Zahl bestimmen.
Daher kann man représentieren, wann z und y Goédelnummern von Zeichenfolgen s bzw. t sind.
Nehmen wir an, dass dies der Fall ist. Es lasst sich auferdem der grofite Primteiler p(k) von = mit
einer rekursiven Funktion bestimmen. Mit kann man y durch

e G(yvo) 6(y71)
Y-=Pgy1 Pryo -

ersetzen. Schlieflich berechnet man rekursiv ¢(x,y) = zy. Als rekursive Funktion ist ¢ nach
vatz 1.6.9| repréasentierbar.

(ii) Jeder Term ¢ ist aus einer Folge von , Teiltermen® ty, ..., t, aufgebaut, sodass t, = ¢t und fiir jedes
i eine der folgenden Aussagen gilt:

e ¢; ist 0 oder eine Variable
o t; ist () fiir ein j <
o t; ist (t; + tx) oder (t; - ty) fiir gewisse j,k <1
Es existieren a,b € N mit B(a,b,i) = "¢, fir i = 0,...,k (Lemma I.6.4). Offensichtlich sind

Ro(z) <= z kodiert 0 <= z = 2"
R,(x) <= = kodiert eine Variable <= z = 2" mit r > 21 ungerade

rekursive Relationen. Wegen ({il) sind folgende Funktionen reprisentierbar:
T(s')7 falls x die Zeichenfolge s kodiert
er(x) ==
0 sonst

T(s+1t)" falls x, y die Zeichenfolgen s bzw. ¢ kodieren

<p+(x,y) = {

0 sonst

T(s-t)" falls z, y die Zeichenfolgen s bzw. ¢ kodieren
px(x,y) =
0 sonst
Es gilt
T(z) < EInEIaEIb(,B(a, bn) =z AVi < n(RO(,B(a, b, )

V Ry (B(a,b,i)) Vv 3j <i(e/(B(a,b,5)) = B(a,b,i))
V3j <idk <i(p+(B(a,b,j5), B(a,b k) = B(a,b,i))

v 3j < i3k <i(px(Bla,b,5), B(a,b,k)) = B(a, b,i))))
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Ersetzt man darin R,, 8 und die verschiedenen ¢ durch entsprechende Formeln (vgl. Beweis von
Satz 1.6.9)), so erhélt man eine Formel, die T' repréisentiert.la

(iii) Ahnlich wie in ist jede Formel f aus ,Teilformeln“ fy,..., f, aufgebaut, sodass f,, = f und fiir
jedes i eine der folgenden Aussagen gilt:

e i < n und f; ist ein Term

o fiist (f;j = fx) fiir Terme f;, fr mit j, k <

o fiist (—f;) fiir ein j < i und f; ist kein Term

o fiist (fj = fx) mit j,k <iund f;, fi sind keine Terme

o fiist (Vf;fi) mit j,k <4, f; ist eine Variable und fj kein Term
Folgende Funktionen sind nach reprisentierbar:

( {'—(s =1t)7 falls  und y die Zeichenfolgen s und t kodieren
o=(z,y)
sonst

)7 falls = die Zeichenfolge s kodiert

O sonst

0 sonst

T(Vws)? falls x die Variable w und y die Zeichenfolge s kodiert

0 sonst

{ s=1t)7 falls x, y die Zeichenfolgen s bzw. t kodieren

Es gilt

F(r) — EInEIaEIb(,B(a, b,n) =x AVi< n((z <nAT(B(a,b,i)))
v 3j <i(3k <i(T(B(a,b,j)) ANT(B(a,b,k))
A o= (B(ab, ), Ba, b)) = Bla,b,0)))
V3 < i(-T(Blab, 1)) A - (Blab ) = Blasb )
v 3j <i(Ik <i(-T(B(a,b,5)) A—T(B(a,b,k))
/\g0:>(ﬁ(ab] abk:)) ,@abz)
Vv 3j < i(3k < i(Ry(B(a,b, ) AT (B(a,b, k) A

oo (B(a,,9), B(a,b,k)) = Bla.b,1))) ))

Durch Ersetzen von T', R, und den ¢ erhélt man eine Formel, die F' reprasentiert.

(iv) Nach kénnen wir annehmen, dass x eine Formel f und y eine Variable w kodiert. Mit

sieht man, dass die Relation

Vo(x,y, k) <= w steht an Position k in f

rekursiv ist. Um zu priifen, ob w tatsachlich frei an Position k vorkommt, betrachten wir
f = so...sy als Zeichenfolge. Man muss einerseits priifen, ob Vw links von s; vorkommt und

ZIMan kann mit etwas mehr Aufwand zeigen, dass T' rekursiv ist. Dazu muss man gemif [Lemma 1.6.10| zeigen, dass n, a
und b durch eine rekursive Funktion in x beschrankt sind.
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andererseits, ob zwischen Va und s; mindestens so viele 6ffnende wie schlieffende Klammern stehen.
Wir erinnern daran, dass definitionsgeméfs alle Formeln durch Klammern begrenzt sind. Sei

0 falls i = 0 oder 7 > k,

Ye(y,i — 1)+ 1 falls s; = (und (s;-28;—1 = Yw oder v,(i — 1) > 0),
Ye(y,i—1) —1 falls s; =) und ~v,(i — 1) > 0,

Yz (y,i — 1) sonst.

Y (y, 1) 1=

Die Fallunterscheidungen lassen sich durch Linearkombinationen geeigneter charakteristischer
Funktionen wie im Beweis von in einem einzigen rekursiven Aufruf biindeln. Daher
ist 7, rekursiv. Es gilt 7, (k) = 0 genau dann, wenn z frei an Position & in f vorkommt. Formal ist

y(x,y,1) =

vz(y,1) falls z eine Zeichenfolge kodiert
0 sonst

rekursiv. Fasst man alle Bedingungen zusammen, so erhalt man

V(z,y. k) <= F(z) ARy(y) A Vo(z,y, k) Ay(2,y, k) = 0.

(v) Wie bisher kénnen wir priifen, ob z eine Formel f und y eine Variable w kodiert. Die Relation T'
aus ldsst sich leicht modifizieren, sodass sie nur fiir geschlossene Terme t wahr ist. Mit
lassen sich die Positionen aller freien Vorkommen von w in f identifizieren. Mit ([ij) kann man die
Ersetzung w < t realisieren. Dabei ist zu beachten, dass neue Primfaktoren hinzukommen, sofern
t nicht die Konstante 0 ist. Da t als geschlossen vorausgesetzt ist, gibt es keine Kollisionen zu
beachten.

(vi) Wie kénnen annehmen, dass = eine Formel f kodiert. Ein Beweis von f ist eine Folge von Formeln
fo,- -, fn, sodass jedes f; ein Axiom ist oder durch Schlussregeln aus f; mit j < ¢ gewonnen
wurde. Wir kénnen also wie in argumentieren. Ob ein f; ein Axiom ist, lasst sich prinzipiell
(wenn auch sehr langwierig) durch eine entsprechende Folge von Teilformeln verifizieren. Fiir
kann man benutzen. Wir verzichten darauf, die Details niederzuschreiben Das Uberpriifen
der beiden Schlussregeln ist hingegen wieder relativ einfach. O

Satz 1.7.6 (GODELs erster Unvollstandigkeitssatz). Die Peano-Arithmetik ist bzgl. der Standard-
Interpretation unvollstindig, d. h. es existieren wahre Aussagen, die man nicht beweisen kann.

Beweis. Sei b eine Formel, die die Beweis-Relation B aus [Lemma 1.7.5] reprasentiert. Eine Formel f mit
genau einer freien Variable z nennen wir einstellig (d.h.  kommt mindestens einmal frei in f vor). Ob
f einstellig ist, lisst sich mit [Lemma 1.7.5] reprisentieren. Wir erinnern, dass n € N den geschlossenen
Term 7 = 0"/ représentiert. Nach [Lemma 1.7.5| wird die sogenannte Diagonalfunktion

5(x) Tf(@)7 falls z =" f7 fiir eine einstellige Formel f
x) =
0 sonst

durch eine Formel d repréasentiert. Die Formel

g(z,y) == F2(d(y,2) A b(z, 2))

22G6del hat insgesamt 46 Hilfsfunktionen definiert.
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repriasentiert die Relation ,z ist die Godelnummer eines Beweises von f(7) mit y = " f ™. Somit
reprasentiert die einstellige Formel

h(y) := Vz—g(z,y),

die Eigenschaft, dass kein Beweis fiir f(7) mit y =" f7 existiert. Wére nun h(Th7) beweisbar, so wire
h("h) wahr, da P.A bzgl. der Standard-Interpretation korrekt ist. Dann wiirde aber gerade kein Beweis
fir h("h™) existieren. Dieser Widerspruch zeigt, dass h("h™) unbeweisbar und somit wahr ist. O

Folgerung 1.7.7. Es gibt geschlossene Formeln in PA, die man weder beweisen noch widerlegen kann.

Beweis. Nach existiert eine wahre geschlossene Formel f mit ¥ f. Da PA korrekt ist, kann

man die falsche Aussage —f auch nicht beweisen. O

Bemerkung 1.7.8.

(i) Nach Godels Vollstandigkeitssatz kann eine nicht-beweisbare Formel f keine Tautologie sein.
Daher muss es sogenannte Nichtstandard-Modelle fir PA geben, in denen f tatsdchlich falsch ist.
Nach dem Satz von TENNENBAUM kann man solche Modelle nicht explizit angeben. Sie bilden die
Grundlage der Nichtstandard-Analysis (siche [Bemerkung II.11.3)).

(ii) Godels Beweis funktioniert auch in dem schwécheren Kalkiil der Robinson-Arithmetik R. Dabei
wird (Z)) durch
Fx=0V3Iyy =)

ersetzt (jede von Null verschiedene Zahl besitzt einen Vorgénger). Tatséchlich gibt es einfache nicht-
beweisbare wahre Aussagen in R. Um das zu sehen, erweitern wir das Universum zu U := NU{oo},
wobei co folgende Interpretation hat:

0 fallsz=0
' =1z +400=00+1z =00, T-00=00 T = s (fiir alle z € U)
oo fallsxz #0

Man priift leicht, dass R bzgl. dieser Interpretation korrekt ist. Die Formel 2’ # x ist in N wahr,
aber in U falsch. Sie kann also nicht bewiesen werden. Damit hat man mit geringem Aufwand ein
konsistentes unvollstdndiges Kalkiil, was fiir die héhere Mathematik jedoch unzulénglich ist.

(iii) Umgekehrt kann man zeigen, dass P.A bzgl. der Standard-Interpretation vollstédndig wird, wenn
man auf die Multiplikation verzichtet (also die Axiome und streicht).

(iv) Definiert man die Peano-Arithmetik als Pradikatenlogik zweiter Stufe mit dem Induktionsaxiom
VP ((P(0) AVz(P(z) = P(2'))) = V& P)

(wobei P iiber alle Pradikate 1duft), so besagt Dedekinds Isomorphiesatz, dass N bis aus Isomorphi@
das einzige Modell ist. Auch in dieser Version gilt [Satz 1.7.6] (ohne Beweis). Damit muss der
Vollstiindigkeitssatz in Py wiederum falsch sein (vgl. [Bemerkung 1.4.10)).

(v) Wir hatten bisher die Konsistenz von P.A modelliert durch N als gegeben angenommen. Dies
widerstrebt jedoch dem Bemiihen, die Mathematik auf eine axiomatische Grundlage zu stellen.
Viel mehr sollte man N durch PA definieren. Von diesem Standpunkt muss man die Konsistenz

von PA zusétzlich in [Satz 1.7.6| voraussetzen (siehe [Satz 1.7.10]). Die Représentierbarkeit von

23d. h. bis auf Umbenennung der natiirlichen Zahlen
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Relationen und Funktionen muss dann rein syntaktisch erfolgen. Eine Funktion ¢: N* — N wird
beispielsweise durch eine Formel f syntaktisch reprisentiert, falls fiir alle ¥ € N gilt:

@(f):y:> Ff(ﬁ?"'?m?y)ﬁyzg'

Die in [Satz I.7.6] konstruierten Formeln b und A miissen auerdem durch

b(z,y) == x ist die Godelnummer eines Beweises von "= f (7)™ mit y =" f7

h(y) := vz (b(z,y) = 32 < xi)(z,y))

ersetzt werden (Rossers Trick). Semantisch bedeutet g := h("h7) so viel wie:
Wenn g beweisbar ist, so existiert ein ,kiirzerer Beweis fiir —g.

Man kann nun mit deutlich mehr Aufwand Goédels Beweis durchfiihren?d und erhilt direkt die
Negationsunvollstandigkeit von P.A. Wir illustrieren in wie man die syntaktische
Représentierbarkeit der Addition beweist.

(vi) Es liegt nahe zu versuchen P.A durch Hinzunahme weiterer Axiome zu ,vervollstdndigen®. Die in
skizzierte syntaktische Version des ersten Unvollstandigkeitssatzes gilt jedoch allgemeiner in jedem
konsistenten Kalkiil, das aussagekriftig genug ist, die Peano-Arithmetik zu formalisieren (ein
solches Kalkiil definieren wir in [Definition 11.1.6)). Diese Erkenntnis zerstorte Hilberts langgehegten
Traum, sdmtliche wahre Aussagen der Mathematik mit einem Axiomensystem beweisen zu kénnen.

Beispiel 1.7.9.

(i) Wir zeigen, dass die Funktion (x,y) — x +y syntaktisch durch die Formel f(z,y,z) := (z4+y = 2)
reprasentiert wird, d.h. -7 +% = 2 & 2z = x + y. Nach [Lemma I.3.12| und [Aufgabe 1.4] geniigt es

FZ+y=x+y

zu beweisen. Fiir y = 0 gilt dies nach (44]). Seinun y >0 und T +y — 1 = = + y — 1 bereits
gezeigt. Dann gilt

Frz+y—1=ax+y—1

F@+y—1)=a4+y—1 (Cemma 1.3.13)
FZ+y—1 =T +y—1) (-2
Fz+y— T =x+y— T (Lemma 1.3.12))

FT+y=z+y
Man beachte, dass das Induktionsaxiom @ nicht gebraucht wird.

(ii) Da die im Beweis von konstruierte nicht-beweisbare Formel h("h™) sehr esoterisch
daherkommt, kann man fragen, ob es greifbare nicht-beweisbare Formeln gibt. Die Goodstein-
Folge (gi(n))i>1 einer natiirlichen Zahl n wird wie folgt definiert: Setze ¢1(n) := n. Sei b > 1.
Ist gp—1(n) = 0, so sei auch gy(n) = 0. Anderenfalls schreibe man g,_1(n) in der b-adischen
Darstellung, z. B.

gn)=n=28+2°4+2+1

248elbst Godel verzichtet an dieser Stelle auf Details. Siche [D. W. Hoffmann, Die Gédel’schen Unvollstindigkeitssitze,
Springer Spektrum, Wiesbaden, 2017].
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fir n = 291 und b = 2. Die Exponenten in dieser Darstellung werden iterativ ebenfalls in die
b-adische Darstellung gebracht:

gr(n) =227 42 Lo,
Nun werden darin alle Vorkommen von b durch b + 1 ersetzt und anschlieffend 1 subtrahiert:

33+1

gn) =¥ +3 4341~ 1.

Fiir n = 4 lauten die ersten Glieder der Folge:

g1(4) =4 =22, $(4)=3"-1=26=2-3>+2-3+2,
@3(4)=2-424+2.44+1 =41, g1(4) =2-5%42.5=60,
g5(4) =2-6>4+2-6-1=83=2-62+64+5, gs(4) =2-7>4+7+4=109.

Auf den ersten Blick scheint die Folge gegen unendlich zu streben. Uberraschenderweise erreicht
(gi(4)) aber erstmals fiir 4 = 3 - 2492653211 _ 1 den Wert 0 (und bleibt dann dort). Im Allgemeinen
kann man die Formel

g := (Vndkgi(n) = 0)

zwar in PA ausdriicken, aber nicht beweisen. Tatsichlich kann man g in P? beweisen. Es
ist durchaus denkbar, dass bekannte offene Probleme der Zahlentheorie wie die Goldbachsche
Vermutung oder die Existenz von unendlich vielen Primzahlzwillingen nicht in P.A (oder groferen
Kalkiilen) beweisbar sind.

Satz I1.7.10 (GODELs zweiter Unvollstandigkeitssatz). Die Konsistenz von P.A ldsst sich nicht in PA
beweisen.

Beweisskizze. Mit der Bezeichnung aus dem Beweis von reprisentiert die Formel
e(x) = 3y b(y, )

die Eigenschaft, dass die Formel mit Godelnummer z beweisbar ist. Bekanntlich lasst sich in einem
inkonsistenten System jede Formel beweisen. Die Konsistenz von P.A entspricht daher der Formel
c := =e(T0# 07). Wir hatten in [Bemerkung 1.7.8| skizziert, wie man die syntaktische Version von
unter Annahme von ¢ beweisen wiirde. Ein formalisierter Beweis wiirde also mit der Zeile

ck=e("h(ThT)7)

enden@ Da die Funktion § aus|Satz 1.7.6|in diesem Kontext syntaktisch durch d reprasentiert wird
(siehe [Bemerkung 1.7.8)), gilt

Fd(ThT,z) =z ="h("Th™)" (%)

25Streng genommen miisste man Rossers Formel iz(riz—') benutzen.
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Wire ¢ in PA beweisbar, so erhilt man:

F —e("h(TRT)

Fy="h(Th) = (me("h(ThT)7) = —e(y)) (Cemma 1.3.12 (P3))
Fy="h("h)T = —e(y) (3)
Fd(Th7,y) = y="h(ThT)" (&)
Fd("h,y) = —e(y) (MB)
Fd("h",y) = Vz-b(z,y) (Def. 3, |[Lemma I.1.11])
= Va-b(z,y) = —b(z,y) (P3)
=d(ThT,y) = —b(x,y) (MB)
- (AR, y) A bz, 1)) (Def. A,
= Vy=(d("h7,y) A b(z,y)) ()
F-g(x,"h7) (Def. g)
Fh(ThT) ((G)), Def. h)
Das ist ein Widerspruch, denn h(Th™) ist nach dem Beweis von nicht beweisbar. O

Bemerkung 1.7.11. Die Konsistenz von PA lasst sich im Kalkiil der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
beweisen, das wir in [Definition I1.1.6|einfiihren.

1.8. Berechenbarkeit

Bemerkung I.8.1. Bisher haben wir die in der Praxis wichtige Frage, wie man Beweise findet, aufer
Acht gelassen. Da wir stets annehmen, dass das Alphabet eines Kalkiils U abzdhlbar ist, kann man
prinzipiell alle Axiome durchlaufen und in jedem Schritt mogliche Schlussregeln anwenden (in P.A kann
man alle natiirlichen Zahlen durchlaufen und jeweils priifen, ob sie einen Beweis kodieren). Auf diese
Weise wird jeder Satz nach endlich vielen Schritten ausgegeben. Hat man jedoch eine unbeweisbare
Formel f gegeben, so wird man vergebens darauf warten, dass f auf diese Weise gefunden wird. Ist IC
negationsvollstindig, so wird aber —f gefunden und man kann an dieser Stelle abbrechen (vorausgesetzt
KC ist konsistent). In diesem Fall heiflt K entscheidbar. Wir werden zeigen, dass es fiir P.A keinen
Entscheidungsalgorithmus geben kann (Satz 1.8.21)).

Definition 1.8.2. Die ACKERMANN-Funktion a: N? — N ist rekursiv definiert durch

2y + 1 falls x = 0,
a(z,y) =1 a(zr—1,1) falls z > 0 und y = 0,
a(ac -1, a(z,y — 1)) sonst.

Fir k£ € N sei ag(z) := a(k, z).

26Bereits diese Aussage ist ein semantisches Paradoxon: Wir haben bewiesen, dass es keinen Beweis fiir die nicht-beweisbare
Formel h("h™) gibt.
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Beispiel 1.8.3. Nach [Lemma I.8.4 ist a wohldefiniert, auch wenn die explizite Berechnung eine
groRe Zahl rekursiver Aufrufe erfordert. Wir zeigen avj(n) = 2”2 — 1 durch Induktion nach n. Es gilt

o) =3=2"-1,
olai(n—1)) =2a1(n—-1)+1= 2(2n+1 —1)+1= on+2 _

al(O) =

al(n)

«a
o
Lemma 1.8.4. Fiir alle x,y,z,k € N gilt:
(i) o ist rekursiv.
(i) a(z,y+1) > a(z,y).
(i1) a(x +1,y) > a(x,y).
(v) a(x+1,y) > a(x,y+ 1).
(v) alz+y+1,2) > a(z,aly, z)).
(vi) Fiir jede rekursive Funktion ¢: N" — N ezistiert ein k € N mit o(Z) < ax(max(¥)) fir alle
T eN".
Beweis.

(i) Wegen ap(z) = 2x + 1 ist ap rekursiv. Sei & > 0 und die Behauptung bereits fiir £ — 1 bewiesen.
Dann ist
(1 falls z = 0
IR ST alls & = 0,
ap_1(ag(z—1)) fallsz >0

rekursiv.

(ii) Induktion nach z: Offenbar ist a(0,y +1) = 2y +3 > 2y + 1 = «(0,y) fiir alle y € N. Sei
x>0und a(x — 1,y + 1) > a(x — 1,y) fiir alle y bereits gezeigt. Induktion nach y: Wegen
a(z—1,1) > a(r —1,0) > 1 gilt

a(z,1) =a(z—1,a(z,0) =a(z—1,a(z—1,1)) > a(z - 1,1) = a(z,0).
Sei y > 0 und a(z,y) > a(z,y — 1) bereits gezeigt. Dann gilt
a(z,y+1)= a(:c — 1,a(x,y)) > oz(:r -1, a(r,y — 1)) = a(z,y).
(iii) Induktion nach x: Sicher ist a(1,0) =3 > 1 = (0,0). Fiir y > 0 gilt a(1,y — 1) =2¥" —1 >y
nach [Beispiel I.8.3] Es folgt

a(l,y) =a(0,a(l,y—1)) > a(0,y).

Sei nun z > 0 und «a(z,y) > a(x — 1,y) fir alle y € N bereits gezeigt. Induktion nach y: Fiir
y=0ist a(z+1,0) = a(z,1) > a(r—1,1) = a(x,0). Seiy > 0und a(z+ 1,y — 1) > a(z,y — 1)
bereits gezeigt. Dann gilt

az+1,y) =a(z,alz+1,y—1)) > a(z,a(z,y — 1)) > a(z - 1,a(z,y — 1)) = a(z,y).

(iv) Induktion nach y: Fir y = 0 gilt a(x +1,0) = ax(x, 1) nach Definition. Sei y > 0 und e(z + 1,y —
1) > a(z,y) fiir alle z € N bereits gezeigt. Dann ist

(fiiil)

alz+1,y) =a(z,alz+1,y—1)) > a(z,a(z,y) > alz—-1,a(z,y) = a(z,y+1).
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(v) Es gilt

(5, @)

)(:c ty,a(z+y,2)) > azaly,z)).

a(m+y+1,z):a(a:+y,a(m+y+1,zfl

(vi) Fiir die Nullfunktion, die Nachfolgerfunktion und die Projektionen kann man k& = 0 wéh-
len. Seien fi,..., 0B,y rekursiv mit entsprechenden Konstanten k(f5;) und k(y). Sei m :=
max(k(f81),...,k(By)) und k := m + k() + 1. Fir ¥ € N gilt

V(BLUE), -, Br(E)) < Qi) (max(Br (D), .. ., Br(T)))
i
() (max(ak(ﬁl)(max(f)), ... o,y (max(7))))
() (0o (max(7))) H oy (max(T)).

Schlieflich sei

(H) /8($27 s ’xn) falls I = 0
€Tr) =
4 ’y(go(acl—l,xg,...,:cn),xl—1,w2,...,xn) falls 1 > 0

mit rekursiven 5 und . Sei m := k(8) + k() + 1. Wir zeigen zunéchst
o(Z) < am(r1 + max(ze,...,T,))

durch Induktion nach z;. Dies gilt fiir x; = 0 wegen k(5) < m. Sei nun 21 > 1 und die Behauptung
fiir 1 — 1 gezeigt. Dann gilt
(7)) < oy (max(am(a:l — 1+ max(zo, ..., xn)),xl —1,29,..., :En))

<

= Q) (am(xl — 1+ max(za,... ,mn))) a(m — 1,a(m,z1 — 14 max(z2,... ,xn)))

= (21 + max(za, ..., x,))
Die Behauptung folgt nun mit k& :=m + 1, denn

oy (21 4+ max (22, . .., 7)) < ap(2max(T)) < am(op(max(7))) < o (max(T)). O
Satz 1.8.5 (ACKERMANN). Die Ackermann-Funktion ist nicht rekursiv.

Beweis. Angenommen « ist rekursiv. Dann existiert nach [Lemma [.8.4f ein £ € N mit a(z,z) <
ai(z) = a(k,x) fir alle z € N. Dies widerspricht [Lemma 1.8.4] fir = > k. O
Definition 1.8.6. Eine Turing-Maschine T = (A, Z, I) besteht aus folgenden Dingen:

e cin endliches Alphabet A mit Sonderzeichen A € A

e cine endliche Menge von Zustédnden Z mit Startzustand s € Z

e cine Menge von Instruktionen 7 C Z x A x A x {£1} x Z
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Die Maschine operiert auf einem beidseitig unendlichen Band, das mit Zeichen von A beschrieben ist.
Zu Beginn ist eine Bandkonfiguration (...,a_1,ag, a1, ...) vorgegeben, bei der a; = A fiir fast alle i gilt
(d. h. bis auf endlich viele Ausnahmen). Aufierdem befindet sich 7" im Zustand s und der Lesekopf an
Bandposition 0. Die Instruktionen definieren wie 1" arbeitet. Angenommen 7" ist im Zustand z und
liest das Zeichen a € A. Existiert eine Instruktion der Form (z,a,a,r, Z), so ersetzt T' das Zeichen a
durch a auf der gleichen Position und wechselt in den Zustand z. Ist r = —1 (bzw. r = 1), so rutscht
der Lesekopf eine Position nach links (bzw. rechts). Anschliefend wird erneut eine passende Instruktion
gesucht. Wir setzen stets voraus, dass hochstens eine Instruktion (z, a, a,r, Z) mit gegebenen z und a
existiert (d.h. T ist deterministisch). Insbesondere ist |I| < |A||Z \17_7] Gibt es in einer Situation keine
geeignete Instruktion, so halt T' an (wir sagen T' terminiert). Es kann passieren, dass T' nie anhélt (zum
Beispiel wenn |I| = |A]|Z]).

Bemerkung 1.8.7.

(i) Wir nehmen stets an, dass A neben A noch mindestens ein weiteres Zeichen, sagen wir 1 € A,
enthélt. Man kann nun eine natiirliche Zahl n als Bandkonfiguration mit n Einsen

—1 n—1 n

01
(c.o,n, 1,100, 1 ,A,...)

interpretieren (im Fall 0,1 € A kénnte man auch die Bindrdarstellung von n benutzen, siehe
[Aufgabe L.16). Wir nennen n die Eingabe von T, wenn dies die Startkonfiguration des Bands ist.
Im Fall n = 0 sprechen wir vom leerem Band. Wahrend der Berechnung kann 7" das Band mit
weiteren Zeichen beschreiben. Terminiert 7' mit einer (zwangsweise endlichen) Folge von Einsen,
so konnen wir das Ergebnis als m € N interpretieren. Wir schreiben in diesem Fall T'(n) := m.
Terminiert 7" nicht mit einer Einsen-Folge oder gar nicht, so ist 7'(n) nicht definiert. Auf diese
Weise bestimmt T eine partielle Funktion T: N — N

(ii) Eine Turing-Maschine T' ist im Wesentlichen durch die Menge der Instruktionen I eindeutig
bestimmt, denn Zeichen des Alphabets oder Zustdnde, die nicht I vorkommen, haben keinen
Einfluss auf die Arbeitsweise von 7.

(iii) Im Internet gibt es zahlreiche Simulatoren fiir Turing-Maschinen, mit denen man experimentieren

kann 2]

Beispiel 1.8.8.

(i) Die Turing-Maschine T' mit Instruktionen I = {(s,1,1,1,s), (s, A,1,—1,t)} berechnet den Nach-
folger T'(n) = n+ 1 fir n € N.

n=3 NI VAN I T A VAN VAN B (s,1,1,1,s)
Allll|1|afla]--- (s,1,1,1,s)
All|l1]1]|afla]--- (s,1,1,1,s)
All|l1]1Aa|lAa]--- (s,0,1,—1,1)
T(3)=4 SRR IRVAN R A I O VN

277ur Notation siehe [Definition I1.1.2)
28Giehe [Definition I1.3.1

297um Beispiel http: //turingmachine.vassar.edu/| oder https://turingmachinesimulator.com/,
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(ii) Die Turing-Maschine 7" mit Instruktionen
(5,1,0,1,8), (s, 0,8, —1,8), (£,0,1,1,8), (£, 1,1,1,8), (£, &, 1, — 1, 0), (u, 1,1, 1, 1), (u, 0,1, 1, %)

berechnet T'(n) = 2n fiir n > 0.

n=2 I VAN I N VAN VN (s,1,0,1,s)
Aloll|alalalf-- (s,1,0,1,s)
AlojlolAalalal-- (s,0,0,—1,1)
Alolo|alalal-- (¢,0,1,1,¢)
Alo|ll]alala]--- (t,0,1,—1,u)
Aloll1]1lAalalf-- (u,1,1,—1,u)
Aloj1]1]lAalalf-- (u,0,1,1,¢)
All1f1fl1]ala]-- (t,1,1,1,¢)
All]|1]1|afla]--- (t,1,1,1,¢)
All]1]1]Aafal--- (t, A, 1,—1,u)
Al1l1r|1f1]al- (u,1,1, -1, u)

T(2) =4 elAal1f1]1]1]A

Bemerkung 1.8.9. Obwohl viel komplexere Maschinen (z. B. Quantencomputer) denkbar sind, kénnen
diese bislang nicht mehr berechnen als Turing-Maschinen (sie konnen aber effizienter arbeiten). Daher
nimmt man an, dass die Church-These gilt:

Alles was intuitiv berechenbar ist, ldsst sich durch eine Turing-Maschine berechnen.

Definition 1.8.10.

e Eine partielle Funktion ¢: N — N heiftt berechenbar, falls eine Turing-Maschine T existiert, sodass
fiir alle n € N gilt: Ist p(n) definiert, so auch T'(n) und ¢(n) = T(n) wie in [Bemerkung 1.8.7]

e Eine Funktion in mehreren Argumenten ¢: N — N heifst berechenbar, falls ihre ,Godelisierung®
(Definition 1.7.2))

) falls n=p®...pk,

Y:N—= N, n— #(r0,
0 falls n =0

berechenbar ist.
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e Die Existenz einer berechenbaren Funktion ist dquivalent zur Existenz eines Algorithmus. Die
Schritte des Algorithmus entsprechen den Instruktionen der Turing-Maschine.

Beispiel I1.8.11. Die Nullfunktion ¢ wird durch die Turing-Maschine ({A,1},{s},{(s,1,4,1,5)})
berechnet. Nach ist die Nachfolgerfunktion berechenbar. Die Projektion 7} ist genau dann

berechenbar, wenn die rekursive Funktion €(x, k) aus [Lemma 1.6.11| berechenbar ist. Nach [Aufgabe 1.18

ist die Komposition von berechenbaren Funktionen berechenbar. Man kann zeigen, dass tatséchlich jede
rekursive Funktion berechenbar ist (ohne Beweis). Der néchste Satz zeigt, dass die Umkehrung falsch
ist.

Satz 1.8.12. Die Ackermann-Funktion ist berechenbar.

Beweisskizze. Idee: Konstruiere eine Turing-Maschine T, die die rekursiven Aufrufe
a(z,y) =alz—1la(@y-1)=...=a(z-1L,az—-1,...,a(z,0)...)

durch geeignete Instruktionen ausfiihrt. Es gentigt dabei, die Argumente als Tupel direkt (anstelle der
Godelisierung) an T' zu tibergeben. Zu Beginn sei (z,y) (zum Beispiel als Einer-Folge getrennt durch
A) auf das Band geschrieben. In jeder Iteration ist eine Folge (xo, ..., z,) gegeben. Die Instruktionen
lauten

(i) Ist n =0, so halte an.
(i) Ist xp,—1 = 0, so ersetze (xy—1,xy,) durch (22, + 1).
(iii) Ist x—1 > 0 und z,, = 0, so ersetze (z,—_1,xy) durch (x,—1 —1,1).
(iv) Ist 2,,—1 > 0 und x,, > 0, so ersetze (x,_1,y) durch (x,—1 — 1, zp_1, 2, — 1).

Man muss sich natiirlich klarmachen, dass man dies mit einer Turing-Maschine realisieren kann. [

Beispiel 1.8.13. Die Berechnung von «(2,1) durch eine Turing-Maschine lduft wie folgt ab:

(2,1) = (1,2,0) — (1,1,1) — (1,0,1,0) = (1,0,0,1) — (1,0,3) — (1,7) = (0,1, 6)
—(0,0,1,5) = ... — (0,0,0,0,0,0,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0,0,3) = ... — (511)

Bemerkung 1.8.14. Man kann zeigen, dass die Klasse der berechenbaren Funktionen mit der Klasse
der p-rekursiven Funktionen iibereinstimmt. Dies sind partielle Funktionen ¢, die durch (iterierte)
Anwendung des u- Operators

min (’y(k, x) =0AVL < k(y(l, x) ist deﬁniert)) falls min existiert
p(x) :=  keN
undefiniert sonst

aus (u-)rekursiven (partiellen) Funktionen v: N? — N entstehen. Man beachte, dass im Unterschied zu

die ,,Suchvariable k fiir das Minimum unbeschrankt ist. Existiert das Minimum nicht, so
hélt die entsprechende Turing-Maschine nicht an.

Satz 1.8.15 (Halteproblem). Es gibt keinen allgemeinen Algorithmus, der entscheidet, ob eine gegebene
Turing-Maschine mit einer gegebenen Fingabe terminiert.
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Beweis. Aufgrund ihrer Endlichkeit ldsst sich jede Turing-Maschine T' eindeutig durch eine Zahl ¢ € N
beschreiben. Angenommen die Funktion ¢: N — N mit

(n) {1 falls n = 2!3¢ und T mit Eingabe e terminiert,
pn) =

0 sonst

ist berechenbar. Dann existiert eine Turing-Maschine M mit ¢(n) = M(n) fiir alle n € N. Durch
Ergéinzen weiterer Instruktionen erhélt man eine Turing-Maschine M, die genau dann mit Eingabe e
terminiert, wenn M(e) = 0. In diesem Fall sei M (e) = 1. Wie im Beweis von benutzen wir
ein Diagonalargument. Sei M durch u € N kodiert und n = 2%3%. Im Fall ¢(n) = 1 terminiert M bei
Eingabe von u (Definition von f), aber dann wére p(n) = M(n) = 0. Im Fall p(n) = 0 hingegen wiirde
M bei Eingabe von  nicht terminieren und ¢(n) = M(n) = 1. Widerspruch. O

Bemerkung 1.8.16.

(i) Angenommen es gibt einen Algorithmus, der entscheidet, ob eine Turing-Maschine zumindest auf
dem leeren Band terminiert. Der folgende Algorithmus wiirde dann auch das allgemeine Halte-
problem entscheiden: Fiir eine gegebene Turing-Maschine 7" und eine Eingabe e € N konstruiere
die Turing-Maschine 7', die zuerst e auf das leere Band schreibt (das ist immer moglich, indem
man notfalls fiir jeden Schritt einen eigenen Zustand definiert) und anschliefend 7" ausfiihrt. Nun
terminiert 7' mit Eingabe e genau dann, wenn T auf dem leeren Band terminiert. Daher ist auch
das Halteproblem auf dem leeren Band unentscheidbar.

(ii) Das Halteproblem lésst sich noch viel weiter verallgemeinern: Sei E eine nicht-triviale Eigenschaft,
die das Verhalten einer Turing-Maschine 7" betrifft (z. B. ob 7" an Position 10 eine 1 schreibt oder
ob alle Ausgaben kleiner als 100 sind). Nicht-trivial bedeutet hierbei nur, dass E weder fiir alle
noch fiir keine Turing-Maschine gilt. Der Satz von RICE besagt, dass kein Algorithmus existiert,
der entscheidet, ob eine gegebene Turing-Maschine Eigenschaft E besitzt. Daraus folgt, dass auch
die besten Compiler nicht jeden Bug in einem Programmcode finden kénnen.

(iii) Es gibt sogenannte universelle Turing-Maschinen, die bei entsprechender Eingabe jede Turing-
Maschine simulieren kénnen (Vorlaufer eines programmierbaren Computers). Dies ist schon mit
relativ kleinen Parameter wie (|A|,|Z],|I|) = (5,5, 22) moglich.

Definition 1.8.17. Fiir z,y € Nsei p(z, y) die grofstmogliche Anzahl an Schritten, die eine terminierende
Turing-Maschine T' = (A, Z,I) mit |A| = z und |Z| = y auf dem leeren Band ausfithren kann (man
setze zusétzlich p(0,y) = 0 = p(z,0)). Da es wegen |I| < zy nur endlich viele solche Maschinen gibt,
ist p wohldefiniert. Man nennt p die Radd-Funktion oder fleiffiger Biber.

Satz 1.8.18. Die Rado-Funktion ist unberechenbar.

Beweis. Ist p berechenbar, so erhélt man folgenden Algorithmus fiir das Halteproblem: Man lasse eine
Turing-Maschine T' = (A, Z, I) fiir p(|A|,|Z|) Schritte auf dem leeren Band laufen. Hat T bis dahin
nicht angehalten, so weifs man, dass T nie anhélt. Dies widerspricht [Bemerkung 1.8.16] O

Beispiel 1.8.19. Man ist hauptséchlich an den Werten p(2,n) interessiert, d.h. Turing-Maschinen
mit Alphabet {A, 1}@ Traditionell zdhlt man auch den letzten Schritt, wenn es keine anwendbare

30Die Funktion N — N, n p(2,n) ist ebenfalls unberechenbar. Daflir muss man zeigen, dass sich jede Turing-Maschine
durch eine Turing-Maschine mit 2-elementigem Alphabet simulieren l&sst.

50



Instruktion mehr gibt und die Maschine in den ,Haltezustand“ wechselt. Mit dieser Konvention erhélt

man
n |12 3 4 5

p(2,n) |1 6 21 107 47.176.870

wobei p(2,5) erst im Jahr 2024 bestimmt Wurdeg Die folgenden Instruktionen beschreiben eine
entsprechende Maschine mit fiinf Zusténden:

(CL?A’]‘?]‘?b)? (a71717_17c)’ (b’A’]"]"C)7 (b’]"]‘7]‘7b)7 (C7A7171’d)
(d,1,n,-1,e), (d,A,1,-1,a) (d,1,1,—-1,d), (e,1,A,—1,a)

Die Bestimmung von p(2,6,0) ist hoffnungslos, da dieser Wert Grofenordnungen erreicht, die nur mit
spezieller Notation erfasst werden konnen.

Lemma 1.8.20. Jede berechenbare Funktion lisst sich auf einer Turing-Maschine simulieren, ohne die
negative Bandhdlfte zu benutzen (d. h. man arbeitet auf einem einseitig unendlichen Band).

Beweis. Sei T = (A, Z, I) eine Turing-Maschine. Wir definieren eine neue Turing-Maschine T := (A4, Z, I)
mit erweiterten Parametern wie folgt:

(i) Seien s und § die Startzustdnde von T bzw. T. Zu Beginn wird eine ,Stoppmarke* mit neuem
Symbol || auf das Band geschrieben. Dafiir dienen die Instruktionen (3, A, ||, 1, s), (3,a,a,—1,3) € I
fir alle a € A\ {A}. Ist das Band anfangs leer, so steht || an Position 0 und anderenfalls an
Position —1.

(ii) Die Instruktionen von 7" kénnen nahezu unverandert nach 7" iibernommen werden. Wir verhindern
lediglich, dass T ,Liicken* auf dem Band hinterlésst, indem wir statt A ein neues Ersatzzeichen
A schreiben. Instruktionen der Form (x, %, A,*,*) werden also durch (x,*, A,*,x) ersetzt. Fir
jede Instruktion der Form (x, A, *,*,*) braucht man zusétzlich die entsprechende Instruktion
(%, A, %, %, %) in I. Am Ende konnen diese Zeichen wieder durch A ersetzt werden.

(iii) Riickt der Lesekopf wihrend der Ausfiihrung auf die Stoppmarke, so soll das bisher beschriebene
Band um eine Position nach rechts geschoben werden. Die Instruktionen (z, ||, |, 1, Z) fir alle
z € Z bewirken, dass der Lesekopf von | nach rechts rutscht und 7' in einen neuen Zustand
Z € Z versetzt. Damit spéter die Ausfithrung in Zustand z fortgesetzt werden kann, schreiben
wir ein neues Symbol a, € A auf das Band: (2,b,a,,1,z) fir alle z € Z und b € A. Hierbei
ist 2z, € Z ein neuer Zustand, der als Zwischenspeicher fiir das eingelesene Symbol b dient. Das
eigentliche Verschieben des Bandinhalts geschieht durch die Instruktionen (z4, b, a, 1, ) fiir alle
a,b € AU{A} mit a # A. Am rechten Ende befindet sich T in Zustand z,.

(iv) Durch die Instruktionen (z5,a,a,—1,24), (24,02, 8, —1,2) und (%, [|, [, 1, 2) fiir alle a € AU {4}
und z € Z wird der Lesekopf zuriick zur Stoppmarke gefithrt. Nun kann 7' mit den Instruktionen
aus T weitermachen.

(v) Wenn T nicht terminiert, wird auch 7" nicht terminieren und der Bandinhalt ist irrelevant. Nehmen
wir also an, dass 7" terminiert. Dann gibt es fiir ein Paar (z,a) € Z x A keine passende Instruktion
(z,a,*,%,%). Um die in (i) eingefiihrten Symbole A zu entfernen, kénnen wir fiir jedes solche Paar
(z,a) eine neue Instruktion (z,a,a,—1,¢) mit einem neuen ,Endzustand“ ¢ € Z einfithren. In
diesem Zustand liuft T ohne etwas zu veréindern nach links zu ||. Anschliekend lauft T’ nach rechts
unter Anwendung von (g, A, A, 1, q) bis zum ersten Mal A auf dem Band steht. Dort terminiert

T. O

31Giehe Quanta magazine
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Satz 1.8.21 (TURING). Es gibt keinen allgemeinen Algorithmus, der entscheidet, ob eine geschlossene
Formel der Peano-Arithmetik wahr ist.

Beweis. Idee: Konstruiere zu jeder Turing-Maschine T' = (A, Z, I) eine geschlossene Formel fr in PA,
die genau dann bzgl. der Standard-Interpretation wahr ist, wenn T auf dem leeren Band terminiert.
Hat man einen Algorithmus, der entscheidet, ob fr wahr ist, so hdtte man nach [Bemerkung 1.8.16] auch
ein Verfahren, das Halteproblem zu losen.

Nach [Lemma I.8.20| konnen wir annehmen, dass 7" nur die durch N indizierten Bandpositionen beschreibt.
O.B.d. A.sei A:=1{0,...,a} und Z :={0,...,z}, wobei 0 jeweils fiir A bzw. s steht. Jeder Schritt
von T wird durch ein Tupel ¢ := (2,1, ao, ..., ay) beschrieben, wobei z € Z der aktuelle Zustand, i € N
die Position des Lesekopfs und ag, ..., a, € A der bisher benutzte Bandinhalt ist. Mittels Godelisierung
lasst sich ¢ in einer Zahl x € N kodieren. Es gibt rekursive Funktionen a(z) = z, f(z) =14, v(z) =n
und 0(z, k) = ag, wobei §(z, k) = 0 fiir £ > n. Der Ausgangszustand wird durch die Formel

fs(z) == (a(z) =0 A B(z) = 0A~y(z) =0Ad(z,0) =0)
beschrieben. Fiir jede Instruktion I; = (2, a, *, %, x) € I existiert eine Formel

fi(z) = (a(m) =z Ad(x,B(x)) = a),

die genau dann wahr ist, wenn I; in der Konfiguration ¢ anwendbar ist. Fiir I = {Iy,...,;} gilt

fc(l') Z:fl\/...\/fl

genau dann, wenn 7' in der Konfiguration ¢ nicht anhélt. Die Folge der Konfigurationen xg, . .., Z,, ldsst
sich mit Godels B-Funktion kodieren, d. h. es existieren a,b € N mit 3(a, b,i) = x; fiir i = 0,...,m. Der
Ubergang von z := x; nach y := x;41 hingt wieder von der Existenz einer Instruktion I = (z,a,b,7,w)
ab:

gj(z,y) = (fj(fﬂ) A a(y)

=wAB(y) =B(x) +rAd(y,B(x)) =b
A(v(y) =) vV (v (y)

=v(z)+1AB(x)=~(x)Ar= 1))

Die folgende Formel ist genau dann wahr, wenn 7' (nach n Schritten) terminiert:

fr = EIaEIbEIn(fS(,B(a, b,0)) A= fe(B(a,b,n)) AVi<nij< l(gj(ﬁ(a, b,i),B(a,b,i + 1)))>

Da die benutzten Funktionen rekursiv sind, ldsst sich fr nach in PA reprasentieren. Durch
das Einsetzen der Konstanten (Definition 1.6.2) wird fr zu einer geschlossenen Formel. O

Folgerung 1.8.22 (—Satz 1.7.6|). Die Peano-Arithmetik ist unvollstindig.

Beweis. Nehmen wir an PA wire vollstandig. Fiir jede geschlossene Formel f gilt Ey f oder Fy —f,
also auch F f bzw. - —f. Fiir jede natiirliche Zahl n kann man rekursiv (und damit berechenbar
nach priifen, ob n einen Beweis von f oder —f kodiert. Nach endlicher Zeit muss einer
der beiden Fille eintreten. Damit hétte man ein Entscheidungsverfahren fiir P.A im Widerspruch zu

batz [.8. 211 O
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Bemerkung 1.8.23. Fiir eine Pradikatenlogik erster Stufe I (mit mindestens einem n-stelligen Pradikat
mit n > 2) kann man auf dhnliche Weise zeigen, dass kein Algorithmus existiert, der entscheidet, ob
eine gegebene Formel eine Tautologie ist (Satz von Church). Nach dem Vollstandigkeitssatz gibt
es also auch keinen Algorithmus, der entscheidet, ob eine Formel f beweisbar ist. Im Gegensatz zu
[Folgerung 1.8.22| reicht es nicht, alle Sétze in K aufzuzéihlen, denn es kann vorkommen, dass weder f
noch —f beweisbar sind (Bemerkung I.3.6]).

Aufgaben

Aufgabe I.1. Seien z,y € {1,2,...,9}. Der Logiker (S)iegfried kennt nur die Summe x + y, wihrend
sein Kollege (P)etrus nur das Produkt xy kennt. Die beiden fiihren folgendes merkwiirdiges Gespréch:

S: ,Ich kenne x und y nicht.”
P: ,Ich kenne x und y nicht.”
S: ,Ich kenne & und y nicht.”
P: ,Ich kenne x und y nicht.”
S: ,Ich kenne x und y nicht.“
P: ,Ich kenne x und y nicht.”
S: ,Ich kenne x und y nicht.“
P: ,Ich kenne x und y nicht.“
S: Ich kenne x und y nicht.“
P: ,Jetzt kenne ich x und y!“

Bestimmen Sie x und y.
Bemerkung: Man nehme an, dass S und P alle moglichen korrekten logischen Schliisse ziehen.

Aufgabe 1.2. Sei K das Kalkiil aus Zeigen Sie, dass ein Wort [ genau dann in K beweisbar
ist, wenn [ eine ungerade Anzahl an a enthélt.

Aufgabe 1.3. Konstruieren Sie Kalkiile X mit folgenden Eigenschaften:
(a) K ist negationsvollsténdig, aber nicht vollstédndig.

(b) K ist konsistent, aber nicht korrekt.

Aufgabe 1.4.
(a) Zeigen Sie, dass = in A nicht assoziativ ist, d. h.

F(A=B)=C)= (A= (B=0C))
F(A=(B=0C))= (A= B)=0C)

(b) Beweisen Sie die Schlussregel A=(B=C) 4y »,

_ _ B=(A=C _
Hinweis: Wegen kann man benutzen.

(c) Beweisen Sie die Schlussregel ;14/’\% in A.
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Aufgabe 1.5. Zeigen Sie, dass man A allein mit den Symbolen (, ) und ® beschreiben kann. Hierbei
sei A ® B gleichbedeutend mit —(A Vv B).

Aufgabe 1.6. Wir definieren in A drei ,Wahrheitswerte” 0, 1, 2 mit folgender Interpretation:

A B|-A A=B
0 0|1 0
1 o1 2
2 0|0 0
0 1 2
11 2
2 1 0
0 2 2
1 2 0
2 2 0

Aussagen mit Wert 0 nennen wir wahr. Zeigen Sie:
(a) Jede aus (Ag) und ((As) abgeleitete Aussage ist wahr.

(b) Man kann (4;)) nicht aus (4s)) und (As]) ableiten.
Bemerkung: Auf &hnliche Weise kann man die Unabhéngigkeit von (As)) und (As|) zeigen.

Aufgabe 1.7. Sie sind Richter in einem Prozess mit zwei Angeklagten, von denen einer stets die
Wahrheit sagt, wihrend der andere immer liigt. Sie wissen aber nicht, wer die Wahrheit sagt. Mit
welcher Ja-Nein-Frage an einen der Angeklagten konnen Sie das Verbrechen aufkldren?

Hinweis: Seien A und B die Aussagen ,,Angeklagter ligt® und ,,Angeklagter pladiert auf unschuldig*.
Konstruieren Sie die Wahrheitstabelle fiir die boolesche Funktion ,,Angeklagter ist schuldig”“ und leiten
Sie eine dquivalente Formel ab.

Aufgabe 1.8. Mit der Aussagenlogik kann man einfache Schaltkreise modellieren. Jede Elementaraussage
entspricht einem Schalter, der den Stromfluss durchlésst oder blockiert (z.B. ein Lichtschalter). Die
Aussage (AN B)V ((AV C)A—B) ist genau dann wahr, wenn Strom in folgendem Schaltkreis fliefst:

e

(a) Konstruieren Sie einen einfacheren Schaltkreis mit dquivalentem Verhalten.

(b) Eine Lampe in einem Raum soll durch zwei Lichtschalter unabhéngig voneinander aus- und
eingeschaltet werden konnen (Betéatigen eines Schalters soll den Zustand der Lampe stets dndern).
Konstruieren Sie einen entsprechenden Schaltkreis.

Aufgabe 1.9. Konstruieren Sie eine Pradikatenlogik erster Stufe, die Graphen modelliert.
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Aufgabe 1.10. Zeigen Sie:
(a) Das Deduktionslemma [[.1.10| gilt fiir geschlossene Formeln in P.

(b) Im Allgemeinen gilt [Lemma I.1.10|nicht in P, d. h. aus f F g folgt nicht unbedingt - f = g.
Aufgabe I.11. Seien f, g und h Formeln in P. Beweisen Sie die aus bekannte Formel
F(f=9) = {g=n)=(f=h)

ohne Verwendung von
Bemerkung: Ergénzen Sie die Beweisschritte von im Beweis von

Aufgabe I.12. Zeigen Sie, dass jede korrekte Interpretation der Peano-Arithmetik ein unendliches
Universum besitzt.

Aufgabe 1.13. Beweisen Sie -t -u=wu-tund Ft-(u-v) = (t-u)-v fiir Terme ¢, u,v in P.A.

Aufgabe 1.14. Wir nehmen an, dass P.A konsistent ist. Beweisen Sie syntaktisch ¥ x =0 und ¥ x # 0
ohne die Korrektheit von P.A zu benutzen.

Aufgabe 1.15. Definieren Sie eine Interpretation der Robinson-Arithmetik R bzgl. der die Addition
nicht kommutativ ist.
Hinweis: U := NU {a, b}.

Aufgabe 1.16. Konstruieren Sie Turing-Maschinen 7' mit Alphabet {A,0,1} mit

(a) T'(n) = 2n fiur alle n € N.

(b) T(n) =n+1 fiir alle n € N.

Die Ein- und Ausgabe soll (im Gegensatz zu in Bindrdarstellung erfolgen.

Aufgabe 1.17. Zeigen Sie, dass jeder Wert der Ackermann-Funktion die Form 2" — 1 mit n > 1 hat.
Aufgabe 1.18. Zeigen Sie, dass ¢ o 9 berechenbar ist, falls p,%: N — N berechenbar sind.

Aufgabe 1.19. Konstruieren Sie eine Turing-Maschine 7' = (A, Z,I) mit |A| = |Z] = 2, die auf dem
leeren Band nach genau fiinf Schritten anhélt.
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II. Mengenlehre

I.1. Mengen

Bemerkung II.1.1. Wir definieren und untersuchen in diesem Kapitel ein Kalkiil, das basierend auf
dem Mengenbegriff praktisch alle Teile der modernen Mathematik ausdriicken kann. Wir hatten in
bereits intuitiv von Mengen gesprochen. Cantor hat folgenden Versuch unternommen, eine
Menge umgangssprachlich zu beschreiben.

Definition I1.1.2 (CANTOR). Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten z unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Man sagt dann:
x ist ein Element von M und schreibt © € M sowie M = {z : v € M} (bzw. z ¢ M fir ~(x € M)).
Die Anzahl |M| der Elemente von M heift Kardinalitat oder Mdchtigkeit von M. Man nennt M leer,
endlich bzw. unendlich, falls M keine Elemente, endlich viele bzw. unendlich viele Elemente enthélt.

Bemerkung I1.1.3 (RussELLsche Antinomie). [Definition II.1.2|ist ungenau, denn sie ldsst Mengen zu,
die zu logischen Widerspriichen fiihren. Sei beispielsweise M die Menge aller Mengen, die sich nicht
selbst enthalten. Die Aussage M € M kann dann weder wahr noch falsch sein. Ebenso ist die Notation
| M| fiir unendliche Mengen ungenau, denn wir werden sehen, dass es mehrere unendliche Méchtigkeiten
gibt (Definition 11.6.3). Um solche Widerspriiche zu verhindern, werden wir in [Definition II.1.6|ein
Kalkiil aufstellen. Im Folgenden definieren wir die dafiir benétigten Symbole und deren Bedeutung.

Definition II.1.4. Fir Mengen A und B sei

AUB:={zx:x€ AVz e B} (Vereinigung),
ANB:={x:x€ ANz € B} (Durchschnitt),
A\B:={z:x€ ANz ¢ B} (Differenz).

Im Fall AU B = B ist A eine Teilmenge von B. Man schreibt dann A C B oder A C B, falls zusétzlich
A # B (man spricht dann von einer echten Teilmenge). Ist A keine Teilmenge von B, so schreibt man

A¢ B.

Bemerkung II.1.5. Vereinigungen und Durchschnitte von Mengen lassen sich graphisch durch VENN-
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Diagramme darstellen:

Sind mehr als drei Mengen im Spiel, so lasst sich die allgemeine Situation nicht mehr durch Kreise
darstellen. Das Coverbild zeigt ein Venn-Diagramm fiir fiinf Mengen mit Hilfe von Ellipsen.

Definition II.1.6 (ZERMELO-FRAENKEL). Das Zermelo-Fraenkel-Kalkil ZF der Mengenlehre ist
eine Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit. Fiir Variablen benutzt man das lateinische Alphabet
(Kleinbuchstaben werden in der Regel als Elemente interpretiert und Grofsbuchstaben als Mengen).

Neben den iiblichen Symbolen (Definition .3.9) gibt es €, :, {, }, U, N und \. Es gelten folgende Axiome:
(1) (Unendlichkeitsaxiom) Es existiert eine unendliche Menge M mit z € M = z U {z} € M.

(2) (Extensionalitdtsaxiom) Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.
(3) (Fundierungsaxiom) Jede nichtleere Menge M besitzt ein Element x € M, sodass M Nz leer ist.
(4)

4) (Ersetzungsaxiom) Sei A(x,y) ein Pradikat mit der Eigenschaft (A(z,y) A A(z,2)) = y = 2. Fir
jede Menge B existiert dann eine Menge C mit z € C < (Jy € B : A(z,vy)).

(5) (Vereinigungsaxiom) Fiir jede Menge A existiert eine Menge B mit der Eigenschaft 2 € B < (3C €
A:x € C). Man schreibt B = J 4 a.

(6) (Potenzmengenaxiom) Fiir jede Menge M ist auch P(M) := {N : N C M} eine Menge, die man
Potenzmenge von M nennt.

(7) (Auswahlaxiom) Ist A eine Menge von nichtleeren Mengen, so existiert eine Menge B, die zu jeden
C € A genau ein x € C enthilt.

Bemerkung I1.1.7.

(i) In der Literatur finden sich weitere (historisch motivierte) Axiome, die man jedoch aus den oben
genannten ableiten kann. Beispielsweise impliziert das Ersetzungsaxiom das

Aussonderungsaxiom: Ist A(z) ein Pradikat und B eine Menge, so existiert eine Menge C' mit
reC & (xe BAA(x))

(wihle A(z,y) := (x = y A A(z))). Man schreibt C = {x € B : A(z)}. Aus dem Unendlichkeitsaxi-
om und dem Aussonderungsaxiom erhalt man das

Leermengenaxiom: Es existiert eine leere Menge &.
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(wihle A(x) := f). Nach dem Extensionalitdtsaxiom ist @ die einzige leere Menge. Schliefslich
ergibt sich das

Paarmengenaziom: Fiir Mengen A und B existiert eine Menge C, die nur A und B als Elemente
hat.

Dafiir wendet man das Ersetzungsaxiom auf
M :=P(P(2)) = P({2}) = {2,{o}}

mit dem Prédikat
Alz,y) =(x=0Ay=A)V(z={g} A\y=DB)

an. Man schreibt C' = {A, B}. Mit dem Vereinigungsaxiom folgt schlielich, dass AU B tatséchlich
eine Menge ist. Das Aussonderungsaxiom garantiert, dass auch AN B und A\ B Mengen sind.

(ii) Das Fundierungsaxiom verhindert die Russellsche Antinomie. Wir werden in sehen,
dass ZF die Peano-Arithmetik ausdriicken kann. Nach Godels zweiten Unvollstiandigkeitssatz[[.7.10]
kann man daher die Konsistenz von ZF nicht in ZF beweisen. Ist ZF tatséchlich konsistent (wovon
die meisten Mathematiker ausgehen), so muss es nach Godels ersten Unvollstandigkeitssatz m
wahre Aussagen geben, die man nicht beweisen kann. Das bekannteste Beispiel hierfiir ist die
Kontinuumshypothese (siehe [Bemerkung I1.7.7]).

(iii) Manche Mathematiker verzichten auf das Auswahlaxiom, da es die Konstruktion kontraintuitiver
Mengen zulasst: Das Banach-Tarski- Paradozon besagt beispielsweise, dass man eine dreidimensio-
nale Kugel in endlich viele Teile zerlegen kann, die anders zusammengesetzt zwei Kugeln vom
gleichen Volumen wie die Ausgangskugel ergeben.

(iv) In seltenen Fillen benotigt man Objekte, die zu ,grof* sind um Mengen zu sein. Diese heiften
Klassen. Zum Beispiel ist die Gesamtheit aller Mengen eine Klasse (Bemerkung I11.7.7)).

Definition I1.1.8. Zwei Mengen A und B heiRen disjunkt, falls AN B = @. Ggf. nennen wir A U B :=
AU B eine disjunkte Vereinigung.

Lemma I1.1.9. Fiir Mengen A, B und C' gilt:
(i) AUA=A= AN A (Idempotenz).
(ii) AUB = BUA und AN B = BN A (Kommutativitit).
(i) (AUB)UC =AU (BUC) und (ANB)NC = AN (BNC) (Assoziativitit).
(iv) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) und AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (Distributivitit).
(v) A\(BUC)=(A\B)N(A\C) und A\ (BNC)=(A\ B)U(A\ C) (De Morgansche Regeln).
(vi) ANBC AC AUB.

Beweis. Durch logische Deduktion mittels oder mit Venn-Diagrammen. Zum Beispiel

re€AN(BUC)& (re AN(xeBUC)) & (zreAN(xeBVze())
S((xeAnzeB)V(xeAnzel)exe(ANB)UANDO). O
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11.2. Relationen

Definition I1.2.1.

(i) Seien A und B Mengen mit a € A und b € B. Dann heifit (a,b) := {{a}, {a,b}} (geordnetes) Paar
von a und b. Im Gegensatz zur Menge {a, b} gilt (a,b) = (a/,V) & (a=d ANb=1).

(ii) Die Menge
Ax B:={(a,b):a€ ANbE B}

heilst kartesisches Produkt von A und B.

(iii) Induktiv definiert man Tripel (a,b,c) := (a,(b,c)) und allgemeiner n-Tupel (ai,...,a,) =
(a1, (ag,...,ay)) fir n > 2. Analog ist A; x ... x A, = A X (43 X ... x A,) fir Mengen
A1, ..., Ay. Speziell setzt man A" := A x ... x A (n Faktoren).

(iv) Eine Relation auf A ist eine Teilmenge ~ C A x A. Man schreibt dann a ~ b, falls (a,b) € ~.
Man nennt ~

o reflexiv, falls Va € A :a ~ a.
e symmetrisch, falls Va,b€ A: (a ~b= b~ a).
o antisymmetrisch, falls Va,b € A: (a ~b~a = a=0).

e transitiv, falls Va,b,c € A: (a ~b~c=a~c).

total, falls Va,b € A: (a ~bV b~ a).

Aquivalenzrelation, falls ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

o Ordnungsrelation, falls ~ reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

(v) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge A und a € A, so nennt man [a] ;== {b€ A:a ~ b} C A
die Aquivalenzklasse von a.

Beispiel I1.2.2. Sei M eine Menge.
(i) Die Relation M x M ist offensichtlich eine (uninteressante) Aquivalenzrelation auf M.

(ii) Die Gleichheitsrelation ist die ,kleinste” reflexive Relation auf M. Auferdem handelt es sich um
eine Aquivalenzrelation.

(iii) Die Teilmengenrelation C ist eine Ordnungsrelation auf P(M). Im Fall |[M| > 1 ist C nicht total,
denn {a} ¢ {b} ¢ {a} fiir verschiedene a,b € M.

(iv) Ist ~ eine Aquivalenzrelation (bzw. Ordnungsrelation) und A C M, so ist ~ N A x A eine
Aquivalenzrelation (bzw. Ordnungsrelation) auf A.

Lemma I1.2.3. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A, so existiert ein R C A, sodass A die
disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen [r] mit r € R ist.

Beweis. Seien a,b € A und ¢ € [a] N [b]. Dann gilt @ ~ ¢ und b ~ ¢. Da ~ symmetrisch ist, gilt ¢ ~ b.
Da ~ transitiv ist, gilt a ~ b. Fiir jedes d € [b] gilt also a ~ b ~ d und a ~ d. Dies zeigt [b] C [a] und
analog erhilt man [a] C [b]. Es folgt [a] = [b]. Somit sind je zwei Aquivalenzklassen entweder gleich
oder disjunkt. Die Existenz von R folgt nun aus dem Auswahlaxiom. O
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Bemerkung I1.2.4. In der Situation von [Lemma [I.2.3|nennt man R ein Reprdsentantensystem fir
die Aquivalenzklassen.

11.3. Funktionen

Definition I1.3.1.

(i) Seien A und B Mengen. Eine partielle Funktion oder Abbildung von A nach B ist eine Teilmenge
f € A x B, sodass fiir jedes a € A hochstens ein b € B mit (a,b) € f existiert. Man schreibt dann
f(a) =bund

ftA—B, a— f(a)
anstatt (a,b) € f. Man nennt {a € A: 3b: f(a) = b} den Definitionsbereich und B Wertebereich
von f.

(ii) Existiert fiir jedes a genau ein b € B mit (a,b) € f, so nennt man f total und schreibt f: A — B.
Wenn nichts anderes gesagt ist, setzen wir stets voraus, dass Funktionen total sind. Die Menge
aller Funktionen A — B wird mit B bezeichnet.

(iii) Man nennt f(a) das Bild von a € A unter f und f(A) :=={f(a):a € A} C B ist das Bild von f.
Fiir C C Bist f~Y(C):={a € A: f(a) € C} C A das Urbild von C unter f.

(iv) Man nennt f
e injektiv, falls Va,a’' € A: (f(a) = f(d') = a=d).
o surjektiv, falls Vb € B:3a € A: f(a) =b, d.h. f(A) = B.

e bijektiv (oder Bijektion), falls f injektiv und surjektiv ist. Man nennt dann A und B
gleichmdchtig.

e Permutation, falls f bijektiv ist und A = B. Die Menge aller Permutationen auf A wird mit
Sym(A) bezeichnet.

(v) Sind f: A — B und g: B — C Funktionen, so auch go f: A — C mit (go f)(a) := g(f(a)) fiir
a € A. Man nennt g o f die Komposition (oder Hintereinanderausfihrung, Verkettung) von f und
g.

(vi) Ist f: A — B eine Funktion und C' C A, so ist auch die Einschrinkung fic: C — B, ¢ — f(c)

eine Funktion. Jede partielle Funktion wird total, wenn man sie auf ihren Definitionsbereich
einschrankt.

Beispiel I1.3.2.

(i) Fiir jede Menge A und B C A ist f: B — A, b — b eine injektive Funktion, die man Inklusi-
on(sabbildung) oder Finbettung nennt. Im Fall B = A ist f sogar bijektiv und man nennt id4 := f
Identitdit auf A.

(ii) Fiir Mengen A und B ist f: Ax B — B x A, (a,b) — (b, a) sicher eine Bijektion.

(iii) Fiir eine beliebige Indexmenge I und Mengen A; (¢ € I) kann man das kartesische Produkt
X;er Ai als Menge aller Funktionen I — | J;c; A; mit f(i) € A; fiir i € I definieren. Fiir endliches
I ist dies zu unserer urspriinglichen Definition dquivalent. Man schreibt die Elemente in X, ; A;
daher auch in der Form (a;)cr.
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(iv) Zwei endhche Mengen A und B sind offenbar genau dann gleichméchtig, wenn |A| = |B] (siehe

Lemma I1.3.3. Seien f: A— B, g: B— C, h: C — D Funktionen mit A # @. Dann gilt
(i) (hog)of=ho(gof)=:hogo f (Assoziativitit).
(ii) Sind f und g injektiv, so auch go f.
(i5i) Sind f und g surjektiv, so auch go f.
(iv) Ist go f injektiv, so ist f injektiv.
(v) Ist go f surjektiv, so ist g surjektiv.
(vi) Genau dann ist f injektiv, falls eine Funktion g: B — A mit go f =id 4 existiert.
(vii) Genau dann ist f surjektiv, falls eine Funktion g: B — A mit f o g = idp ewistiert.
(viii) Genau dann ist f bijektiv, falls eine Funktion g: B — A mit go f =1id4 und f o g = idp existiert.

Ggf. ist g eindeutig bestimmt und man nennt f~! := g die Umkehrfunktion von f.

Beweis.

(i) Fira € Aist ((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))) =h((ge f)(a)) = (ho(go f))(a)
(ii) Fiir a,a’ € Amit (go f)(a) = (g0 f)(a) gilt g(f(a)) = g(f(a')), also f(a) = f(a’) und a = a'.
(it}) Es gilt (g0 )(A) = g(£(4)) = g(B) = C.

)

(iv) Sei f(a) = f(d') fiir a,a’ € A. Dann ist (g o f)(a) = g(f(a)) = g(f(a')) = (g f)(a'). Dago f
injektiv ist, folgt a = a’. Also ist f injektiv.

(v) Esgilt C = (g0 f)(A) = g(f(4)) C g(B)  C, also g(B) = C.

(vi) Ist go f = ida, so ist f injektiv nach (iv]). Sei umgekehrt f injektiv und ¢ € A fest gewihlt
(beachte: A # @). Wir definieren g: B — A wie folgt: ist b = f(a) fir ein a € A, so sei
g(b) := a und anderenfalls g(b) := c¢. Da f injektiv ist, ist g dadurch wohldefiniert. Auferdem gilt
(go f)la) =9g(f(a)) =afirae A, also go f =1ida.

(vii) Ist fog=idp, so ist f surjektiv nach (v). Sei umgekehrt f surjektiv, d.h. f(A4) = B. Nach dem
Auswahlaxiom existiert eine Funktion g: B — A mit g(b) € f~1(b) fiir alle b € B. Offenbar gilt
(fog)(b) = f(g(b)) =b,d.h. fog=idp.

(viii) Ist go f =id4 und fog =idp, so ist f injektiv und surjektiv nach und , also auch bijektiv.
Sei umgekehrt f bijektiv. Nach und existieren g: B — Aund h: B - A mit go f =idy4
und foh =idp. Dann gilt g =goidg =go(foh) = (go f) o h=1idgoh = h. Dies zeigt auch,
dass g eindeutig bestimmt ist. O

Satz I1.3.4 (CANTOR-BERNSTEIN). Seien A und B Mengen mit injektiven Abbildungen f: A — B
und g: B — A. Dann sind A und B gleichmdchtig.
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Beweis. Wir definieren Cp := A\ g(B) und Cy, := g(f(Cy—1)) fiir n > 1. Weiter sei C := | J;2, Cy, und
h: A — B mit
h(z) = f(zx) falls x € C,
g Yx) fallsx ¢ C.

Im Fall z ¢ C ist # ¢ Cp, d.h. x € g(B). Folglich ist g~!(z) durch die Injektivitit von g eindeutig
bestimmt und h ist wohldefiniert. Seien nun z,y € A mit h(x) = h(y). Nehmen wir z € C und y ¢ C
an. Dann ist f(x) = ¢~ '(y) und g(f(x)) = y. Sei x € C,, fiir ein n > 0. Dann folgt der Widerspruch
y=g(f(z)) € 9g(f(Ch)) = Cpy1 C C. Also gilt z,y € C oder z,y ¢ C und man erhdlt z = y. Somit ist
h injektiv.

Sei nun y € B beliebig. Im Fall g(y) ¢ C ist h(g(y)) = g~ (g9(y)) = y. Sei also g(y) € C,, fiir ein n > 1.

Es existiert dann ein « € Cy,,—1 mit g(f(z)) = g(y). Aus der Injektivitdt von g folgt h(x) = f(z) = y.
Also ist h auch surjektiv und bijektiv. O

Bemerkung I1.3.5. Wir geben eine interessante Anwendung des Auswahlaxioms.

Satz 11.3.6. Gegeben sei eine beliebige Menge von Zwergen mit roten oder grinen Hiten. Die Zwerge
kénnen die Hite der anderen Zwerge sehen, aber nicht den eigenen. Sie kénnen sich nicht untereinander
verstandigen. Dann gilt:

(1) (GABAY-O’CONNOR) FEs gibt eine Strategie, mit der alle, bis auf endlich viele, Zwerge ihre Hutfarbe
korrekt erraten.

(i) (LENSTRA) Es gibt eine Strategie, mit der entweder alle Zwerge ihre Hutfarbe korrekt erraten oder
alle Zwerge thre Hutfarbe falsch erraten.

(iii) Es gibt eine Strategie, mit der mindestens 50% alle Zwerge ihre Hutfarbe korrekt erraten.

Beweis. Sei Z die Menge der Zwerge und F := {Z — {r,g}} die Menge aller Hutverteilungen. Fiir
f.f' € Fsei f~ f falls sich f und f’ nur an endlich vielen Stellen unterscheiden. Offenbar definiert
~ eine Aquivalenzrelation auf F. Nach dem Auswahlaxiom kann man zu jeder Aquivalenzklasse [f]
einen Représentanten fo € F wahlen. Sei nun f die gegebene Hutverteilung. Dann koénnen alle Zwerge
fo bestimmen.

(i) Zwerg z € Z rét fo(z) als seine Hutfarbe. Da sich f nur an endlich vielen Stellen von fy
unterscheidet, erraten alle, bis auf endliche viele, Zwerge ihre Hutfarbe korrekt.

(ii) Jeder Zwerg z € Z kann die endliche Méachtigkeit

n(z) = {7 € Z\{z}: fo(2) # f(2)}]

bestimmen. Ist n(z) eine gerade Zahl, so rit z seine Hutfarbe fy(z) und anderenfalls die von fp(2)
verschiedene Farbe. Unterscheiden sich f und fp an einer geraden Anzahl von Stellen, so erraten
alle Zwerge ihr Hutfarbe korrekt. Anderenfalls erraten alle Zwerge ihre Hutfarbe falsch.

(iii) Wir nehmen an, dass die Hiite gleichverteilt sind. Sei z € Z fest und h € [f]. Sei b/ € [f] mit
h'(z) # h(z) und h/(2") = h(Z') fir alle 2’ € Z \ {z}. Dann ist h — b’ eine Permutation auf [f],
sodass sich die Anzahl der Unterschiede zwischen fy und h sowie zwischen fy und A’ um genau 1
unterscheiden. Daher treten die beiden Fille in (ii) gleich haufig auf. O
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Beispiel I1.3.7. Angenommen es sind nur endlich viele Zwerge. Dann kann man fiir fy die konstante
Funktion mit fo(z) = ¢ fiir alle z € Z wihlen. Sieht ein Zwerg eine gerade Anzahl von roten Hiiten, so
rit er die eigene Hutfarbe als griin und anderenfalls als rot. Gibt es insgesamt eine gerade Anzahl an
roten Hiiten, so erraten alle Zwerge ihre Hutfarbe korrekt.

I1.4. Geordnete Mengen

Definition II.4.1. Sei < eine Ordnungsrelation auf einer Menge A und B C A.

(i) Wie iiblich benutzen wir die Schreibweisen a > a (falls @’ < a), a < o' (falls a < @’ # a) und
a>d (falls o’ <a#d) fir a,a € A.

(ii) Ein a € A heift
e griofites Element, falls Va' € A: d’ < a.
e mazimales Element, falls Vo' € A: (a < d = a=d').
Analog definiert man kleinste und minimale Elemente von A.

(i) Ein a € A heiftt obere Schranke von B, falls Vb € B : b < a. Analog definiert man untere Schranken
von B.

(iv) Man nennt A wohlgeordnet, falls jede nichtleere Teilmenge von A ein kleinstes Element enthalt.

(v) Fiira € Asei A<*:={d € A:d <a}.

Bemerkung 11.4.2.

(i) Im Allgemeinen existieren weder grofste Elemente, noch maximale Elemente, noch obere Schranken.
Ist a € A ein groftes Element, so ist a das einzige grofite und das einzige maximale Element in
A. Man schreibt dann a = max M (analog min M fiir das kleinste Element). In total geordneten
Mengen fallen die Begriffe grofites Element und maximales Element zusammen.

(ii) Wohlgeordnete Mengen sind stets total geordnet. Umgekehrt ist eine total geordnete Menge bereits
dann wohlgeordnet, wenn es keine unendliche Folge der Form ag > a; > ... gibt. Insbesondere ist
jede endliche total geordnete Menge wohlgeordnet.

(iii) Jede Teilmenge einer total (wohl)geordneten Menge ist total (wohl)geordnet.

Beispiel I1.4.3. Sei M eine endliche Menge mit [M| > 1. Sei P := P(M) \ {@} geordnet durch C.
Dann ist jede einelementige Teilmenge von minimales Element von P. Andererseits besitzt P kein
kleinstes Element. Offenbar ist & eine untere Schranke von P in P(M).

Satz II.4.4 (Transfinite Induktion). Sei (A, <) eine wohlgeordnete Menge. Sei P(a) ein Prdidikat,

sodass fir alle a € A gilt:
(Vb e A<®: P(b)) = P(a).

Dann gilt P(a) fir alle a € A.

Beweis. Wére die Menge {a € A : =P(a)} nichtleer, so gibe es ein kleinstes a € A mit —P(a). Fiir
jedes b < a wire aber P(b) wahr. O
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Bemerkung I1.4.5. Man beachte, dass diese Formulierung der Induktion keinen Induktionsanfang
braucht. Ist a das kleinste Element von A, so ist A<® = @ und P(a) folgt aus der Voraussetzung.

Lemma I1.4.6 (ZORN). Sei M eine geordnete Menge. Besitzt jede total geordnete Teilmenge von M
eine obere Schranke, so enthdlt M ein maximales Element.

Beweis. E|Wir nehmen das Gegenteil an. Da @ C M eine obere Schranke besitzt, ist M # @&. Sei A eine
total geordnete Teilmenge von M und x € M eine obere Schranke von A. Dann ist x nicht maximal.
Daher existiert ein y € M mit z < y. Insbesondere ist a < y fir alle a € A. Wir nennen y eine echte
obere Schranke von A. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Funktion f, die jeder total geordneten
Teilmenge A C M eine echte obere Schranke f(A) zuordnet. Fiir a € A ist auch A< total geordnet.
Wir nennen A zuldssig, falls A wohlgeordnet und f(A<%) = a fiir jedes a € A ist. Offenbar ist & zuléssig.
Fiir jede zuléssige Teilmenge A C M ist auch AU {f(A)} zuléssig, denn

A< fallsa € A,

Au{fAHhH<*=

( Uy {A falls a = f(A).

Seien A, B C M zuldssig mit A # B, 0.B.d.A. B ¢ A. Da B wohlgeordnet ist, existiert ein kleinstes
Element b in B\ A. Dann ist B<V C A.

Annahme: B<b # A.

Da A wohlgeordnet ist, existiert ein kleinstes Element a von A\ B<’. Dann ist A<® C B<?. Wegen
B ¢ A<® existiert ein kleinstes Element ¢ von B\ A<%. Daher ist B<¢ C A< C B<V C A. Im Fall
b < ¢ wiare b € B<¢ C A im Widerspruch zur Wahl von b. Also ist ¢ < b. Im Fall ¢ = b ist A<* = B<¢,
Im Fall ¢ < bist c € B C A. Wegen ¢ ¢ A<%ist ¢ > a, d.h. A<* C A<°N B C B<¢ C A<®. Daher
ist in jedem Fall A<* = B<¢. Da A und B zuléssig sind, folgt a = f(A<*) = f(B<°) = ¢ < b. Im Fall
c="bwire b=c=a € A im Widerspruch zur Wahl von b. Also ist a = ¢ < b und wir haben den
Widerspruch a = ¢ € B<?.

Also gilt A = B<? C B. Insbesondere ist die Menge M aller zulissigen Teilmengen von M total geordnet
bzgl. C. Wir zeigen, dass Z := J e A € M total geordnet bzgl. < ist. Dazu seien a,b € Z. Dann
existieren A, B € M mit a € A und b € B. Da M bzgl. C total geordnet ist, gilt 0.B.d.A. AC B
und a,b € B. Da B total geordnet ist, gilt a < b oder b < a. Sei nun a € A € M. Wegen A C 7 ist
A<® C Z<% Zum Beweis der umgekehrten Inklusion sei b € Z<%, d. h. insbesondere b < a.

Annahme: b ¢ A.
Seibe Be M. Dannist B¢ A, d.h. A= B<° fiir ein ¢ € B nach dem ersten Teil des Beweises. Dann
hat man den Widerspruch b > ¢ > a.

Also ist A<% = Z<% Wir zeigen nun, dass Z wohlgeordnet ist. Sei dafiir @ # X C Z. Dann existiert ein
A e M mit X N A # @ und ein kleinstes Element x in X N A. Also enthélt Z* = A” keine Elemente
aus X, d.h. x ist das kleinste Element in X. Schlieflich zeigen wir Z € M. Dazu sei a € A € M. Dann
ist Z<% = A<® und a = f(A<?) = f(Z<%). Also ist Z zuléssig. Dann ist aber auch Z U {f(Z)} zuléssig
im Widerspruch zu f(Z) ¢ Z. O

Bemerkung I1.4.7. gilt auch in der dualen Version fiir untere Schranken und minimale

Elemente, indem man < durch > ersetzt.

Satz I1.4.8 (Wohlordnungssatz). Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

'Ein etwas kiirzerer Beweis steht in meinem Algebra-Skript.
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Beweis. Sei M eine Menge und M die Menge aller Paare (N, <p), wobei N C M durch <y wohlge-
ordnet ist. Da die leere Menge wohlgeordnet ist, ist M # &. Durch

(N1,<1) < (N2, <g9) <= N1 C Ny, <1 C <y, VzeN,ye Nog\ N1z <y

ist M geordnet. Sei @ # N C M total geordnet und S := U(N,SN)GNN C M. Fir z,y € S existieren
(N1,<1), (N2, <9) € N mit z € Ny und y € No. Da N total geordnet ist, gilt 0. B.d. A. N3 C Ny. Wir
definieren

r<gyi—=uw<2y.

Ist auch (N3, <3) € N mit 2,y € N3, so gilt (Na, <3) < (N3, <3) oder (N3, <3) < (N2, <), da N total
geordnet ist. Wegen <o C <3 oder <3 C <5 gilt dann x <9 y & x <3 y. Daher hingt <g nicht von
der Wahl von Ny ab. Man zeigt leicht, dass (S, <g) eine geordnete Menge ist. Sei @ # T C S und
(N,<n) € N mit TN N # &. Sei x das kleinste Element von T'N N bzgl. <y. Sei y € T beliebig.
Dann existiert (N1, <1) € N mit y € Ni. Im Fall y € N ist x <y y und = <g y. Anderenfalls ist
(N, <) < (N1,<1) und z <g y nach Definition von < auf M. Daher ist z das kleinste Element von T'
und S ist wohlgeordnet. Insgesamt ist (S, <g) € M eine obere Schranke von A. Nach Zorns Lemma
existiert ein maximales Element (A, <4) € M. Im Fall A # M existiert b € M \ A. Dann ist AU {b}
wohlgeordnet, indem man a < b fiir alle a € A definiert. Dies widerspricht der Maximalitit von (A, <j4).
Also ist M = A wohlgeordnet. O

Bemerkung I1.4.9. Ist (A;);cs eine Familie von nichtleeren Mengen, so lésst sich | J;.; A; wohlordnen.
Man kann dann fiir jedes A; das kleinste Element von A; auswéhlen. Auf diese Weise folgt das
Auswahlaxiom aus dem Wohlordnungssatz. Daher sind das Auswahlaxiom, Zorns Lemma und der
Wohlordnungssatz zueinander &dquivalent.

11.5. Ordinalzahlen

Definition I1.5.1. Eine Bijektion f: A — B zwischen geordneten Mengen (A, <4) und (B, <p) heilt
Isomorphismus, falls a <4 o' < f(a) <p f(d’) fir alle a,a’ € A gilt. Man nennt A und B dann
isomorph und schreibt A = B.

Bemerkung I1.5.2. Isomorphe geordnete Mengen haben sicher die gleichen Eigenschaften (total,
wohlgeordnet, . .. ). Jede geordnete Menge ist durch die Identitét zu sich selbst isomorph. Auferdem sind
Kompositionen und Umkehrabbildungen von Isomorphismen wieder Isomorphismen. Die Isomorphie
von geordneten Mengen ist daher eine Aquivalenzrelation. Wir bestimmen im Folgenden ein kanonisches
Reprisentantensystem fiir die entsprechenden Aquivalenzklassen.

Lemma I1.5.3. Zwischen wohlgeordneten Mengen A und B existiert hochstens ein Isomorphismus
A— B.

Beweis. Seien f,g: A — B Isomorphismen und h := g~ o f.Ist {a € A : h(a) < a} nichtleer, so existiert
ein kleinstes Element a € A mit h(a) < a. Da h ein Isomorphismus ist, gilt auch h(h(a)) < h(a) < a im

Widerspruch zur Wahl von a. Daher ist h(a) > a fiir alle a € A. Wiederholt man das Argument mit
h=' = f~1og, so erhilt man h='(a) > a also a > h(a) > a fiir alle a € A. Dies zeigt f = g. O

Definition I1.5.4. Eine wohlgeordnete Menge o heifst Ordinalzahl, falls a~% = z fiir alle x € « gilt.
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Bemerkung I1.5.5. Sei a eine Ordinalzahl mit Ordnungsrelation < und z,y € «. Dann gilt
r<y <= a~* Ca“¥ <= zCy,

d. h. die Relationen < und C sind identisch. Eine Ordinalzahl ist also bereits durch die Angabe einer
Menge eindeutig bestimmt. Auferdem gilt

<y

1<y & z€a &< xey.

Lemma I1.5.6. Fiir Ordinalzahlen o und B gilt:
(1) Jedes x € « ist eine Ordinalzahl.

(ii)) B €a<—= B C a.

(i1i) o C B oder 5 C .

() a = = a=p0.

Beweis.
(i) Wegen x = a~* C « ist 2 wohlgeordnet. Fiir y € x gilt <Y = (a<*)<Y = a<¥ = y.

(ii) Fiir B € a gilt = a<P C a\ {8} C a. Sei nun umgekehrt 3 < a. Sei x das kleinste Element von
a\ B. Dann gilt = o<* C 3. Fiir y € 3 gilt umgekehrt <Y = y = o<Y. Im Fall y > x wire
xea~¥ C B Alsoist y <z und y < x wegen = ¢ 3. Dies zeigt § C a~* =z. Also ist =z € a.

(iii) O.B.d.A. sei a € 8. Sei x das kleinste Element von o \ 8. Dann ist x = a~* C 8. Im Fall z C 3
folgt der Widerspruch x € £ aus (i) und . Also ist B = a~* C a.

(iv) Sei f: a — [ ein Isomorphismus und A := {z € a : f(x) # x}. Angenommen A besitzt ein
kleinstes Element x. Dann ergibt sich der Widerspruch

f(x):f(a<”):{f(x’):x’<x}:{x/;x’<$}:a<x:$'
Also ist M = @. .

Lemma I1.5.7. Sei A eine wohlgeordnete Menge, sodass A<* fiir alle x € A zu einer Ordinalzahl
isomorph ist. Dann ist A selbst zu einer Ordinalzahl isomorph.

Beweis. Fiir x € A sei «a, die nach [Lemma I1.5.6| eindeutig bestimmte Ordinalzahl mit A<* = . Nach
Lemma I1.5.3| existiert genau ein Isomorphismus f, : A<* — ay. Wir zeigen, dass

fiA={a,x e Ay = M,

T oy

ein Isomorphismus ist, wobei M durch C geordnet ist. Fiir y < x gilt A<Y C A<?. Einschrénken von f,
liefert einen Isomorphismus

A S £ (AY) = a;fm(y) = f2(y) € .

Nach [Lemma I1.5.6|ist f,(y) eine Ordinalzahl und es folgt f.(y) = ay. Dies zeigt ay C . Also ist f
ein Isomorphismus. Mit A ist auch M wohlgeordnet. Fiir o, € M gilt

M = {ay POy g ax} = {fx(y) ‘y e A<x} = fx(A<x) = Q.
Also ist M eine Ordinalzahl. O

66



Satz I1.5.8. Jede wohlgeordnete Menge ist zu genau einer Ordinalzahl isomorph.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus [Lemma [I.5.6] Nach [Lemma I1.5.7] geniigt es zu zeigen, dass alle
A<* (z € A) zu Ordinalzahlen isomorph sind. Sei € A minimal, sodass A<* zu keiner Ordinalzahl
isomorph ist. Fiir alle y € A<Y ist (A<%)<Y = A<Y zu einer Ordinalzahl isomorph. Nach
wire dann aber A<% selbst zu einer Ordinalzahl isomorph. O

Bemerkung I1.5.9. Man kann Ordinalzahlen daher als Repréasentanten fiir die Isomorphieklassen von
wohlgeordneten Mengen ansehen.

Lemma I1.5.10. Fir jede Ordinalzahl o ist auch der Nachfolger a := a U {a} eine Ordinalzahl.

Beweis. Wie iiblich ist o™ durch C geordnet. Sei @ # A C o/. Im Fall A = {a} ist a das kleinste
Element von A. Anderenfalls ist das kleinste Element von A N« auch das kleinste Element von A. Also
ist o/ wohlgeordnet. Fiir z € a ist (at)<* = a~% = x. Fiir z = a ist (a1)<¥ = a = z. Somit ist a™
eine Ordinalzahl. O

Beispiel I1.5.11. Die einzigen endlichen Ordinalzahlen sind die natdirlichen Zahlen
0:=0a, 1:=0" = {2}, 2:=1" = {2,{2}},

Diese Zahlen stimmen mit ihrer (gewohnten) Méchtigkeit tiberein. Die kleinste unendliche Ordinalzahl
ist die Menge der natiirlichen Zahlen N := {0, 1, ...} (Unendlichkeitsaxiom). Die transfinite Induktion
wird fir N zur vollstindigen Induktion. Wir setzen Ny := N\ {0}.

11.6. Kardinalzahlen

Satz I11.6.1. Jede Menge von Ordinalzahlen ist wohlgeordnet bzgl. C.

Beweis. Eine Menge M von Ordinalzahlen ist nach total geordnet bzgl. C. Angenommen
M enthélt Elemente ag 2 o 2 ... Aus folgt g, a2, ... € aq. Dann kann «; aber nicht
wohlgeordnet (bzgl. C) sein. O

Bemerkung II.6.2 (BURALI-FORTI-Paradoxon). Die Gesamtheit M aller Ordinalzahlen ist keine
Menge: Anderenfalls wire M nach wohlgeordnet. Fiir « € M gilt dann

Me={BeM:BCa) B3 M:Bea)=a,

d.h. M ist selbst eine Ordinalzahl. Damit hat man den Widerspruch M € M, d.h. M C M.

Definition I1.6.3. Jede Menge M kann nach dem Wohlordnungssatz wohlgeordnet werden. Nach
satz [1.5.8]ist M mit dieser Wohlordnung zu einer Ordinalzahl isomorph. Sei M die Menge aller Ordi-
nalzahlen, die bzgl. irgendeiner Ordnung zu M isomorph sind. Nach besitzt M ein kleinstes
Element, welches man als Kardinalzahl |M| von M bezeichnet. Wir verwenden Frakturbuchstaben wie
a fiir Kardinalzahlen, um sie von Ordinalzahlen zu unterscheiden.
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Bemerkung I1.6.4.

(i) Als Ordinalzahlen lassen sich Kardinalzahlen a und b stets vergleichen, d. h. es gilt a C b oder b C a.
Wir schreiben dann a < b bzw. b < a. Fiir beliebige Mengen A und B ist die Ungleichung |A| < |B|
dquivalent zur Existenz einer injektiven Abbildung A — B. Der Satz von Cantor-Bernstein ist
daher nichts weiter als die Antisymmetrie von <.

(ii) Fiir jede Kardinalzahl a gilt |a| = a.
(iii) Alle natiirlichen Zahlen und N selbst sind Kardinalzahlen.

(iv) Eine Menge M heilt abzahlbar (bzw. iberabzdhlbar), falls |[M| = N (bzw. |[M| > N). Im ersten
Fall lassen sich die Elemente von M mit N indizieren, d.h. M = {ag, a1, ...}.

Beispiel 11.6.5. Die Abbildung f: N* — N mit f(N) := 0 und f(n) := n* fiir n € N ist eine Bijektion.
Dies zeigt [NT| = N. Insbesondere ist N eine Ordinalzahl, aber keine Kardinalzahl. Die Menge N x N
ldsst sich ,diagonal aufzéhlen, indem man Paare mit konstanter Summe nummeriert:

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)

S S

(1,0) (1,1) (1,2

e

(2,0)  (2,1)
(3,0)
Die zugrunde liegende Bijektion
n+m
1
N? - N, (n,m)»—)m+Zk:m+(n+m)<n+m+ )
2
k=0
nennt man Cantorsche Paarungsfunktion. Eine andere Bijektion findet man in[Aufgabe TI.5] Insbesondere

ist [N x N| =N.
Satz I1.6.6. Zwei Mengen sind genau dann gleichmdchtig, wenn sie die gleiche Kardinalzahl besitzen.

Beweis. Seien A und B Mengen. Gilt |A| = |B], so sind A und B gleichméchtig. Sind umgekehrt A
und B gleichméchtig, so sind auch |A| und |B| gleichméchtig. Sei f: |A| — |B| eine Bijektion. Fiir
x,y € |A| gilt dann

r<y = rCy < [f(2) Cfly) < [x) <[(y)

Dabher ist f ein Isomorphismus. Aus [Lemma II.5.6[folgt |A| = |B]. O
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11.7. Arithmetik von Kardinalzahlen

Definition I1.7.1. Fir Kardinalzahlen a und b definieren wir

a+b:=laU(lxb), a-b:=laxbl,
a®:= [{b = a}|, al := | Sym(a)|.

Man sagt: a plus b, a mal b, a hoch b und a Fakultdt.

Bemerkung I1.7.2.

(i) Die Konstruktion 1 x b bewirkt, dass a und 1 x b stets disjunkt sind (beachte: a C b oder b C a).
Die Notation a® ist doppeldeutig, denn sie bezeichnet sowohl die Menge aller Abbildungen b — a
als auch deren Kardinalzahl.

(ii) Fiir eine beliebige Familie von Kardinalzahlen (a;);c; definiert man allgemeiner

Za¢::’U{z’}xai, Hai::‘Xai

el iel icl i€l

Sind alle a; # 0, so zeigt das Auswahlaxiom [[;.;a; # 0. Fiir Kardinalzahlen a und b gilt

Yowcad = a-bund [ ., b = b (Beispiel 11.3.2). Nach [Beispiel IL.6.5| ist eine abzdhlbare

Vereinigung abzéhlbarer Mengen abzéhlbar.
(iii) Um Klammern zu sparen, verabreden wir im Folgenden Punkt- vor Strichrechnung, d.h. a-b+c¢:=
(a-b)+c.
Satz I1.7.3. Fir Mengen A und B gilt
(i) [AUB|+|AN B[ =[A] +|B],
(ii) [Ax B| = [A]-|B],
(iii) |AP| = |A[P,
(iv) [P(4)] =21,
(v) [Sym(A)| = [A]".
Beweis. Fiir die Konstruktion geeigneter Bijektionen kann man annehmen, dass A und

B Kardinalzahlen sind. Dann sind , und erledigt. Fiir benutzt man die Bijektion
[ (AUB)U(1x (ANB)) — AU (1 x B) mit

J@) = (0,z) falls z € B,
f(0,z) == (x € AN B).

{x falls z € A\ B,

Fiir benutzt man die Bijektion f: P(A) — 24, B+ fp mit

1 fallsz € B,
fB(x) = m
0 fallsxz ¢ B.
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Satz 11.7.4. Fir Kardinalzahlen a,b, ¢ gelten folgende Rechenregeln:

a+0=0, a+b=0b+a, (a+b)+c=a+(b+c),
a-1=a, a-b=">0-aq, (a-b)-c=a-(b-0),
W =1, al = q, 1" =1,
a’Tt =q’ - af, (a-b)"=a"-b", (a®)° = a®*,
a-(b+c¢)=a-b+a-c, ol =1, (a+D!=al-(a+1).

Beweis. Die meisten Behauptungen sind offensichtlich. Wir zeigen nur die Folgenden:
e " =|{z —a}|={0} =1
Die Abbildung a® - a® — a®*¢, (f,g) — h mit

h(z) = {f(x) falls x € b,
g(z) fallszec

ist eine Bijektion.

e Die Abbildung a- b* — (a-b)¢, (f,g) — h mit

flir z € ¢ ist eine Bijektion.

e Die Abbildung (a®)¢ — a®¢, f + ¢ mit

ist eine Bijektion.
e 0! =|Sym(@)| = |{g — o} =0°=1.
e Sei A:=aU{x} mit |[A] = a+ 1. Dann ist die Abbildung A x Sym(a) — Sym(A), (a, f) — g mit

_Ja falls y = =,
9(y) == {f(y) falls y % o (y € A)

eine Bijektion. O
Bemerkung I1.7.5. Fiir a > 0 gilt 0° = [{a — @}| = |@| = 0.

Satz 11.7.6. Fir Kardinalzahlen a < b und ¢ <0 gilt:
(1) a <29,

(1)) a+c¢<b+0,

(111) a-c<b-D,

(iv) a® < 6° falls a+c¢ > 0.
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Beweis.

(i) Die injektive Abbildung a — P(a), x — {z} zeigt a < [P(a)| = 2*. Nehmen wir nun an, dass eine
Bijektion f: a — P(a) existiert. Sei A:={z €a:x ¢ f(x)} € P(a). Dann existiert ein = € a mit
f(z) = A. Es folgt der Widerspruch z € A = f(z) & x ¢ f(x).

(ii) Esgilt aU (1 x¢) Cbx (1x0).
(iii) Es gilt ax ¢ C b x .

(iv) Im Fall a = 0 ist ¢ > 0 und a‘ = 0 < b° nach [Bemerkung I1.7.5, Sei also a > 0 und = € a. Dann
lisst sich jede Abbildung f: ¢ — azu f: 0 — b fortsetzen, indem man f(y) = x fiir y € 9\ ¢ setzt.
Dies liefert eine injektive Abbildung a® — b°, f — f. O

Bemerkung II1.7.7.

(i) (Cantors erste Antinomie) Die Gesamtheit M aller Kardinalzahlen ist keine Menge: Anderenfalls
wiire auch M’ == J,c 1q @ eine Menge und 21 € M’ in Widerspruch zu [M'| < 2M1,

(ii) (Cantors zweite Antinomie) Die Gesamtheit M aller Mengen ist keine Menge (gleiches Argument).

(iii) Jede Kardinalzahl a besitzt genau einen Nachfolger, ndmlich das kleinste Element aus {|A] :
A C 2% |A| > a}. Wir vermeiden die Bezeichnung at, um Verwechselungen mit der Nachfolger-
Ordinalzahl auszuschliefen (beachte |[N*| = N).

(iv) Traditionell bezeichnet man die unendlichen Kardinalzahlen mit dem hebréischen Buchstaben
N (Aleph), d.h. N =:Rg < 8y < ... <Ny < .... Den zweiten hebréischen Buchstaben 1 (Beth)
benutzt man fiir die Reihe Jgp := N, J; := 2N, .. ..

(v) Die Kontinuumshypothese besagt, dass keine Kardinalzahl echt zwischen N und 2" liegt, d.h.
Ny = ;. Dies lasst sich in ZF weder beweisen noch widerlegen. Die verallgemeinerte Kontinu-
umshypothese besagt allgemeiner R, = 3, fiir alle Ordinalzahlen «.

(vi) In ZF kann man weder beweisen noch widerlegen, dass es sogenannte unerreichbare Kardinalzahlen
a mit folgenden Eigenschaften gibt:

e a>N.
e a hat keinen Vorgénger wie in .

e Fiir eine Indexmenge I mit |I| < a und Kardinalzahlen a; < a ist )., a; < a.

Satz I1.7.8 (CANTOR). Seien a und b Kardinalzahlen mit a < b > N. Dann gilt
(i) a+b=0b,

(ii) a-b =" falls a >0,

(iii) a® = 2° falls a > 1,

(iv) b = 2°
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Beweis.

(i)

(i)

(iii)
(iv)

Ist a endlich, so liefert f: aU (1 x b) — b mit

r+a fallsx e N\ aq,
flw) = { \
x sonst

die gewiinschte Bijektion (beachte: a C N C b). Sei nun a unendlich. Wegen b < a+b<b+b
konnen wir a = b annehmen. Es geniigt, eine Bijektion 2 x b — b zu konstruieren. Im
Fall b = N betrachte man (0,n) — 2-n und (1,n) — 2-n+ 1 fir n € N. Sei nun b tiberabzahlbar
und M die Menge aller Paare (B, «), wobei B C b und a: 2 X B — B eine Bijektion ist. Wegen
N C b ist M nichtleer und durch

(B,a) < (B',d) <= BCBH, 0‘|,2XB =«

geordnet. Sei @ # N C M total geordnet. Dann ist C := U(B,a)eNB C b. Wir definieren
B:2xC — C durch f(z) = a(x) falls x € 2 x B und (B,«) € N. Offenbar ist § wohldefiniert
und bijektiv. Daher ist (C, 3) € M eine obere Schranke von A. Nach Zorns Lemma besitzt M
ein maximales Element (B, ). Enthélt b\ B eine abziahlbare Teilmenge C, so existiert wie oben
eine Bijektion 2 x C' — C' und wir kénnen « nach 2 x (B U C) fortsetzen. Dies widerspricht der
Maximalitét von (B, a). Also ist b\ B endlich. Wie oben ist dann b = |B| + |b\ B| = B und wir
sind fertig.

Wegen b =1xb <axb<bxbkonnen wir a = b annehmen. Es geniigt, eine Bijektion b x b — b
zu konstruieren. Der Fall b = N wurde in erledigt. Sei nun b iiberabzihlbar und M
die Menge aller Paare (B, «), wobei B C b und a: B x B — B eine Bijektion ist. Wegen N C b
ist M nichtleer und durch

(B,a) < (B',d/) &= BCDB, agz=a

geordnet. Sei @ # N C M total geordnet. Dann ist C := U(B,a)e/\/B C b. Wir definieren
p:C x C — C durch B(z) = a(x) falls z € B x B und (B, a) € N. Offenbar ist § wohldefiniert
und bijektiv. Daher ist (C, 3) € M eine obere Schranke von A. Nach Zorns Lemma besitzt M
ein maximales Element (B, ). Im Fall B < b ist b = |B|+|b\ B| = |b\ B| nach (). Insbesondere
existiert C' C b\ B mit |C| = |B|. Wegen |C x C| = |B-B|=|B|=|C|=|BxC|=|C x B| und

|[BUC| = |B|+ |C| =|C|+ |C| = |C| existiert eine Bijektion
(BxC)U(CxB)U((CxC)—C.
Also lasst sich a zu
(BUC)x (BUC)=(BxB)U(BxC)U(CxB)U(CxC)
fortsetzen. Dies widerspricht der Maximalitét von (B, «). Also ist b = B und wir sind fertig.
Nach (i) gilt 2° < a® < b® < (20)b =200 = 2,

Wegen b! = | Sym(b)| < |P(b x b)| = |P(b)| = 2° geniigt es eine injektive Abbildung f: P(b) —
Sym(2 x b), B — fp zu konstruieren. Dies ist durch

(1,z) fallsi=0,z € B,
fB(i,x) =14 (0,z) fallsi=1,z € B,
(i,z) fallsz ¢ B

getan. 0
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Bemerkung I1.7.9. Die Potenzierung beliebiger Kardinalzahlen lésst sich nicht immer vereinfachen.

Satz I1.7.10 (KONIG). Seien (a;)ier und (b;)ic; Familien von Kardinalzahlen mit a; < b; fir alle

it € I. Dann gilt
§:C%<iIIb@

iel iel
Beweis. Nach dem Auswahlaxiom existieren y; € b; \ a; fiir alle ¢ € I. Dann ist die Abbildung

Uier{i} x @i = X, bi, (4, ) — f mit

£i) = {CL’ falls i = j,

y; fallsi#j

injektiv. Dies zeigt ) ;.;a; < [[;c; bi- Nehmen wir an, es existiert eine Bijektion

a: | J{i} x a4 = X by,
iel el
(i,2) = ay.

Fiir i € T ist [{ag(i) : ¢ € a;}] < a; < b;. Daher existieren f(i) € b; \ {a, (i) : € a;} fur alle i € I.
Dann wire aber f € X,; b; nicht im Bild von a. Ul

Definition II1.7.11. Fiir eine Menge A und o € Sym(A) sei suppo :={a € A:0(a) # a} C A der
Triger von o.

Satz I1.7.12. Fiir jede unendliche Menge A gilt

{B C A:[B| <oo}f = |4],
[{o € Sym(A) : [suppo| < oo}| = |A].

Beweis. Es gilt

[Al = [{{a} :a e A} < {BC A:|B| < oo} <

U4

neN

<D AP =) 1Al =N |4] = 4]

neN neN
Daraus folgt
2
{o € Sym(A) : [suppo] <ol < > HB-CH< (Y 1BR) <(Al-INP?= 4] O

B,CCA, BCA,
|B|=|C|<o0 |B|<oo

Bemerkung I1.7.13.

(i) Man kann auch auf Ordinalzahlen Arithmetik betreiben, indem man geeignete Ordnungsrelationen
definiert. Fir Ordinalzahlen o und g ist a + 8 = a U (1 x ) eine Ordinalzahl mit (1,b) <
(1,V) < b< b und a < (1,b) fir alle a € @ und b,V € 5. Analog wird a- 8 = a X 8 mit der
anti-lexikografischen Ordnung

(a,b) < (a/,b) = b<b V(b=bNa<d) (a,a’ € A, b,V € B)
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zu einer Ordinalzahl. Schlieflich sei o die Menge aller Funktionen f: 8 — a mit [{b € 5 : f(b) #
0} < oo. Fiir f,g € of sei

f<g = FbepB(f(b) <g(b)AVc>bf(c)=glc)).

Dadurch entsteht in der Regel eine kleinere Ordinalzahl als die entsprechende Potenzierung der
Kardinalzahlen (Aufgabe I1.6)). [Satz I1.7.4|gilt in dieser Allgemeinheit nicht mehr: 14+N = N 22 N+1
und 2-N=ZNZN-2=2N+N.

(ii) Mit den Bezeichnungen aus (i) ldsst sich jede Ordinalzahl o > 0 in die Cantorsche Normalform
a 2N .qo+N".q+...+ N .q,

bringen, wobei ag,...,ay, € Ny und ag < ... < ap, < a eindeutig bestimmte Ordinalzahlen sind
(ohne Beweis). Man kann N in der Normalform durch eine beliebige Ordinalzahl 5 > 1 ersetzen,
wenn man ag,...,a, < £ fordert. Im Fall § = b € N erhélt man eine Verallgemeinerung der
b-adischen Darstellung von natiirlichen Zahlen (dann darf man die a; wie gewohnt auf der linken
Seite der b-Potenzen schreiben)ﬂ

11.8. Konstruktion von Z, Q, R und C

Bemerkung I1.8.1. Bisher kénnen wir natiirliche Zahlen nur addieren, multiplizieren und potenzieren.
Um entsprechende Umkehroperationen zu definieren, miissen wir N durch grofere Mengen ersetzen. Im
Folgenden werden wir das Multiplikationssymbol - der Ubersicht halber oft einsparen.

Definition I1.8.2.

(i) Offenbar definiert
(a,b) ~ (¢,d) = a+d=b+c

eine Aquivalenzrelation auf N x N. Die Aquivalenzklassen [a, b] bilden die Menge Z der ganzen
Zahlen. Fiir [a,b], [c,d] € Z definieren wir

[a,0] + [¢,d] := [a + ¢, b+ d],
[a,6] = [e,d] :=[a+d, b+ ]
[a,b] - [¢,d] := [ac + bd, ad + bc],
[a,b] < [c,d] & a+d<b+ec,

Man nennt z € Z gerade (bzw. ungerade), falls (k)ein w € Z mit z = w + w existiert.

(ii) Offenbar definiert
(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc

eine Aquivalenzrelation auf Z x (Z \ {0}). Die Aquivalenzklassen [a, b] bilden die Menge Q der
rationalen Zahlen. Fir [a,b], [c,d] € Q definieren wir
[a,b] + [c,d] := [ad + bc, bd],
[a,b] — [c,d] := [ad — bc, bd]
[a,b] - [¢,d] := [ac, bd],
[a,b] : [e,d] := [ad, bc] falls ¢ # 0,
[a,b] < [e,d] = ad < be

2Siehe |Zahlentheorie-Skript
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Bemerkung I1.8.3.

(i) Durch n + [n,0] kann man N als Teilmenge von Z auffassen. Jedes weitere Element aus Z hat die
Form —n :=[0,n] fiir ein n € N. Es gilt dann Z = {...,—1,0,1,...} und m —n =m+ (—n) fir
m,n € Z. Insbesondere ist m —m = 0.

(ii) Durch z — [z,1] kann man Z in Q einbetten. Allgemeiner schreibt man [a,b] € Q in der Form a/b
oder 7. Es gilt dann a : b= ¥ fiir a,b € Z. Fiir ¢ € Q \ {0} ist aukerdem ¢ : ¢ = 1.

(iii) Man zeigt leicht, dass die angegebenen Rechenoperationen wohldefiniert sind und die entsprechen-
den Operationen auf N fortsetzen. Fiir ¢ € Q und z € Z setzt man zusétzlich

, {erza falls z > 0,
a® =
er—z% falls z < 0.

Es gelten dann die in [Satz 11.7.4| formulierten Regeln auch in Q (sofern definiert). Die Ordnungsre-
lation auf Q ist total und ebenfalls mit der Ordnung auf N kompatibel.

Satz I1.8.4 (CANTORs erste DiagonalisierungEI). Die Mengen Z und Q sind abzdhlbar.

Beweis. Nach Konstruktion ist Z eine Menge von Aquivalenzklassen auf N x N. Durch Wahl eines

Reprisentantensystems kann man Z als Teilmenge von N x N auffassen. Nach ist
N < |Z] < |N x N| = N. Analog kann man Q als Teilmenge von Z x (Z \ {0}) auffassen und es folgt
N<|Q <|ZxZ| =N. O

Bemerkung I1.8.5.

(i) Die Abbildung
falls n gerade,

"Tl falls n ungerade

ist eine explizite Bijektion. Dennoch sind (N, <) und (Z, <) nicht isomorph, denn N besitzt ein
kleinstes Element, aber Z nicht.

(ii) Die CALKIN-WILF-Folge Q = {qo0,q1, —q1, 492, —q2, - - .} mit go := 0 und

1
q =
e QLQTZJ +1—-qn

fiir n € N liefert eine explizite Bijektion Z — Q (ohne Beweis). Dabei ist |¢| die grofste ganze Zahl
z mit z < ¢g. Dennoch ist (Q, <) weder zu (N, <) noch zu (Z, <) isomorph, denn ist f: Q — Z ein
Isomorphismus, so wére

HeeQ:0<g<1}={z€Z: f(0) <z< f(1)}] < oo

Definition I1.8.6. Ein Dedekind-Schnitt ist eine Teilmenge D C Q mit den Eigenschaften:

«2£D#Q,
e D besitzt kein grofstes Element,

eVdeD:Q<¢CD.

3Der Name ergibt sich aus [Beispiel 11.6.5
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Die Dedekind-Schnitte bilden die Menge R C P(Q) der reellen Zahlen. Durch g — Q<7 lassen sich die
rationalen Zahlen in R einbetten. Insbesondere ist 0 € R. Fiir Dedekind-Schnitte D und E definieren
wir

D<E:=DCE,

D+E:={d+e:deD, ec E},
—D:={zxecQ:¥YdeD:x<—d},

D-E:=D+(-E),

({re€Q:3deD,ecE:d>0,e>0,z<de} fals D E>O0,
—((=D) - E) falls D < 0, E > 0,
D-E:=4¢—(D-(-F)) falls D > 0, F < 0,
(=D)-(—F) falls D, E <0,
0 falls D=0V E =0,
1, J{reQ:3deD:d>0,z <3} falls D >0,
D"\ -2 falls D < 0,
1
D:E::D-E falls £ # 0.

—

Man nennt r € R positiv (bzw. negativ), falls r > 0 (bzw. r < 0).

Bemerkung I1.8.7. Die Operationen auf R setzen die Operationen auf Q fort und es gelten die in

Satz 11.7.4] formulierten Rechenregeln (soweit definiert). Die Ordnung auf R ist total und setzt die
Ordnung auf Q fort. Aufserdem gilt

a<b = a+c<b+c,

(I1.8.1)
a,b>0 = ab>0

fiir alle a, b, c € R. Damit wird R ein angeordneter Kérper.

Lemma II1.8.8. Besitzt @ # M C R eine obere Schranke, so ist

sup M = U relR
reM

die kleinste obere Schranke von M. Man nennt sup M das Supremum von M.

Beweis. Ist s € R eine obere Schranke von M, so ist s auch eine obere Schranke von D = J,c;, 7 € Q,
d.h. D C s. Insbesondere ist D # Q. Existiert ein grofstes Element z in D, so wire x auch ein grofites
Element von einem r € M. Dies widerspricht der Eigenschaften von Dedekind-Schnitten. Also besitzt
D kein groftes Element. Fiir alle d € D ist Q<¢ C D. Daher ist D € R die kleinste obere Schranke von
M. O

Lemma I1.8.9. Jede reelle Zahl ist das Supremum rationaler Zahlen, d. h. Q liegt dicht in R.

Beweis. Sei r € R. Fiir n € N wéhlen wir ¢, € Q maximal mit den Eigenschaften n!-¢q, € Z und g, € r.
Sicher ist dann sup{q, : n € N} < r. Sei x € r beliebig. Da r kein groftes Element besitzt, existiert ein
y € r mit x < y. Wir schreiben r = % mit k,m € Z und m > 0. Die Maximalitdt von ¢,, zeigt y < ¢,
und z € Q<% Dies zeigt r = sup{q, : n € N}. O
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Satz I1.8.10 (CANTORs zweite Diagonalisierung). Es gilt |R| = 2V, Insbesondere ist R iiberabzihlbar.

Beweis. Wegen |R| < [P(Q)| = 219 = 2N geniigt es eine injektive Abbildung 2N — R zu konstruieren.
Fiir f € 2¥ und n € N betrachten wir f,, := > o % € Q. Durch Induktion nach n zeigt man

" gntl _q

1 3
hEd =g =3

Daher ist % eine obere Schranke von {f, : n € N} und nach [Lemma I1.8.8| existiert
S :=sup{f,:neN}eR.

Sei nun g € 2N mit S; = Sy. Im Fall f # g existiert ein kleinstes n € N mit f(n) # g(n). O.B.d. A. sei
f(n) =0 und g(n) = 1. Fir alle m > n gilt dann

1 3mn 41
fm+ 50 S+ — o

1 1 g(k)
2.3n — 2.3m :fm+37_ Z 3% S P S 9m < Sy =5f.

Wegen fo < fi < ... < f, wire dann auch Sy — 2%5" eine obere Schranke von {f; : k& € N} im
Widerspruch zur Minimalitdt von Sy. Also ist die Abbildung N SR, f— S + injektiv. O

Bemerkung I1.8.11.

(i) In der Analysis schreibt man

Z f(f) = kli)n;o fr:=Sy
k=0

in der Situation des obigen Beweises. Die konstruierte Abbildung f + S bildet nur in die Menge
{r e R:0<r <3} ab. Durch Skalierung ist daher bereits jedes Intervall {r € R:a < r < b} mit
a < b iberabzéahlbar.

(ii) Hat man bereits bewiesen, dass sich reelle Zahlen durch unendliche Dezimalentwicklungen schreiben
lassen (oder definiert man R auf diese Weise), so gibt es ein anschauliches Argument fiir |R| > |NJ:
Angenommen R = {ry,79,...}. Konstruiere z = x1,x923. .., sodass x; — 1 die i-te Dezimalziffer
von r; ist (fiir x; = 0 sei x; — 1 = 9). Beispiel:

r = 1,0000...,
ro = 0,0234...,
rq = 11,4902. ..
ry = 3,1415...
z= 2,102...

Wegen x € R existiert ein n € N mit x = r,. Andererseits unterscheiden sich x und r,, an der
n-ten Dezimalziffer. Widerspruch. [

(iii) Die Zahlen in R\ Q nennt man irrational. Wegen |R| = |Q| + |R\ Q] = |R \ Q| gibt es ,mehr*
irrationale Zahlen als rationale. Wir konstruieren ein Beispiel.

4Man vergleiche dieses Argument mit dem Beweis von Gddels ersten Unvollsténdigkeitssatz oder dem Haltepro-

blem [Satz [.8.15)
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Lemma II.8.12. Fiir allen € Ny und r € R mit r > 0 ezistiert genau ein s € R mit s > 0 und s" =r.

Beweis. Hat man s konstruiert, so gilt 1/s > 0 und (1/s)"™ = 1/r. Wir konnen also > 1 annehmen,
indem man notfalls r durch 1/r ersetzt. Fiir = 1 wihlt man s = 1. Sei also r > 1. Fiir jedes t > r ist
dann ¢" > r". Daher existiert s := sup{q € Q : ¢" < r}. Nehmen wir zunéchst s” < r an. Fiir jedes

k € N existieren nach |[Lemma I1.8.9/a,b € Q mit 0 <a < b, b—a < % und b" < r. Es gilt dann

1
' —a"=b-—a) "+ a4 ... +ba" 2+ a"Y) < Enb"_1 < %

Daher gibt es a,b € N mit s < ‘;—: < 7. Dann ist s < { im Widerspruch zur Wahl von s. Im Fall
r < s" findet man analog a,b € N mit r < ‘;—: < s". Dann wire auch § < s eine obere Schranke von
{g€Q:q" <r}. Also ist s" =r.

Sei auch ¢ > 0 mit t™ = r. Dann ist
(s —t)(s" P4 5" 2t 4 4 st ) =50 — 7 = 0.

Wegen s" 1+ s" 2t 4+ ...+ st" 2 +t""1 > 0 folgt s = t. O

Bemerkung II1.8.13. In der Situation von |[Lemma II1.8.12{ nennt man {/r := s die n-te Wurzel von r.
Fiir n = 2 nennt man /r := ¥r die Quadratwurzel von r.

Satz I1.8.14. Die Quadratwurzel von 2 ist irrational.

Beweis. Tm Fall w := v/2 € Q existieren a,b € Z mit w = 7. Dabei konnen wir annehmen, dass b € N
so klein wie mdoglich ist. Es folgt 2b°> = a?. Insbesondere ist a? gerade. Wire a ungerade, sagen wir
a = 2k + 1, so wére auch

a? = (2k +1)(2k + 1) = 4k® + 4k + 1% = 2(2k* + 2k) + 1

ungerade. Daher ist a gerade, sagen wir a = 2¢. Dann ist 2b% = 4¢? und b? = 2¢2. Also ist auch b gerade,
a 2c c

sagen wir b = 2d. SchlieRlich ist w = 7 = 57 = 5 im Widerspruch zur Wahl von b. O

Bemerkung I1.8.15. Fiir alle r € R gilt 72 > 0. Daher existiert kein 7 € R mit r? = —1. Wir erweitern
daher R, um auch Wurzeln negativer Zahlen ziehen zu konnen.

Definition I1.8.16. Wir definieren die Menge der komplexen Zahlen durch C := RxR. Fiir (a,b), (¢, d) €
C definieren wir:

(a,b) + (¢,d) :== (a+ ¢,b+d),

(a,b) — (¢,d) := (a — ¢,b— d),

(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ab + bc),
(e, d)

bd ab+b
et “+C) (falls (¢, d) # 0).

2 4+d? 2+ d?

Bemerkung I1.8.17.

(i) In der Algebra und Analysis schreibt man komplexe Zahlen z := (a,b) € C in der Form = = a + bi.
Dabei heiflt a Realteil und b Imagindrteil von x.
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(ii) Durch a + (a,0) kann man R in C einbetten. Wie iiblich ist dies mit den Rechenoperationen
vertraglich.

(iii) Mit Hilfe der Ezponentialfunktion exp: C — C, x> %7,1 und dem Hauptzweig des natirlichen
Logarithmus log: C\ {0} — C, lisst sich a® := exp(blog(a)) fiir beliebige komplexe Zahlen a, b
mit a # 0 definieren.

(iv) Im Gegensatz zu R gibt es auf C keine Ordnungsrelation, die mit den Rechenoperationen vertraglich
ist: Angenommen es gilt i > 0. Dann ist —1 =i? > 0 und 1 = (—1)? > 0. Nun erhilt man den
Widerspruch 0 = 1 —1 > 0+0 = 0. Ist hingegen i < 0, so wiire 0 =i—i < —i und —1 = (—i)? > 0.
Dies fiihrt zum selben Widerspruch.

(v) (Fundamentalsatz der Algebra) Sind n € N\ {0} und ao, . ..,a, € C beliebig, so existiert stets ein
(oder mehrere) z € C mit

anz” + ap_12" '+ .. +ax+ay=0

(siehe Algebra-Skript). Beispielsweise ist i2 = —1. Dies verallgemeinert [Lemma I1.8.12|

(vi) Sind ag,...,a, in rational, so nennt man x algebraisch. Die Menge Q der algebraischen Zahlen
ist abzihlbar. Die Elemente der iiberabziihlbaren Menge C \ Q heifien transzendente Zahlen. Zum
Beispiel ist die LIOUVILLE-Konstante

1
5 = Z 10n! €R
neN

transzendent (siehe Algebra-Skript).

(vii) Neben den komplexen Zahlen gibt es mindestens zwei alternative Erweiterungen der reellen Zahlen,

die wir im [Abschnitt II.11] kennen lernen.

11.9. Endliche Mengen

Definition I1.9.1. e Fiir eine Menge M und k € N sei

(]‘:) = {AC M :|A| = k}.

e Fiir k,n € N mit £ < n nennt man

ny\ . n! ~nn—-1)...(n—k+1)
(k) T Hm—k) ! €Q

den Binomialkoeffizienten von n iiber k. Der folgende Satz zeigt (Z) eN.

Satz 11.9.2. Sei M eine Menge mit n € N Elementen. Fiir alle k < n gilt dann

1= G)

Beweis. Es gibt |Sym(A)| = k! Moglichkeiten, die Elemente einer k-elementigen Teilmenge A =

{b1,...,bx} € M aufzulisten. Fiir die Wahl von b; gibt es n Moglichkeiten. Danach bleiben noch

|M \ {b1}| = n — 1 Moglichkeiten fiir die Wahl von by usw. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen

ist daher 2n—l-(n=k+l) O
k!
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Bemerkung I1.9.3.
(i) Fir 0 < k < n gilt

n n\ n! n! ~nlk+nl(n—k+1)
<k;—1> +<k:> T =Dl —k+ D) K=k K-kt

Induktiv folgt

1= (o) < (1) << () = (i) 7> () =2

wobei [n/2] das kleinste z € Z mit n/2 < z bezeichnet (PAscALsches Dreieck).

(ii) In der Situation von [Satz I1.9.2| gilt

<= pon =512 - 2).

Dies ist ein Spezialfall der binomischen Formel

(a+b)" = zn: (Z) a"b"F (a,b€ C),

k=0

die man mit vollstandiger Induktion und ([if) beweisen kann.

Satz I1.9.4 (Inklusions-Exklusions-Prinzip). Fir endliche Mengen Ay, ..., A, gilt

n

[ATU. L UAR =D (DR 3" 4 N 04l

k=1 1<y <...<ip<n

Beweis. Wir zahlen, wie oft ein Element ¢ € A; U...U A, auf der rechten Seite beriicksichtigt wird.
Dafiir sei 0.B.d.A. a € A1 N...NA; und a ¢ A; fiir i > [. Dann wird a genau dann gezihlt, wenn

{i1, ... ix} € {1,...,1} gilt. Im k-ten Summanden wird a also (—1)**! (,i)—mal gezahlt nach [Satz 11.9.2]

Insgesamt wird a auf der rechten Seite genau

Sy (fg) . glx—m@ TE3 ) (g oy

k=1 k=0

Mal gezéhlt. Dies zeigt die Behauptung. O

Satz I1.9.5 (HALLs Heiratssatz). Sei (M;);e; eine Familie von Teilmengen einer Menge M mit

|I| < oo oder Vi e I:|M;| < oco. Genau dann existieren paarweise verschiedene x; € M; firi € I, wenn
| Uies Mi| > |J| fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt.

Beweis. Fiir J C I schreiben wir M := J;c ; M;. Nehmen wir an, dass paarweise verschiedene x; € M;

existieren (man nennt (x;);cs ein Vertretersystem). Offenbar ist dann |[M;| > |{x; :i € J}| = |J| fur
jede endliche Teilmenge J C I. Sei umgekehrt die Bedingung

M| > |J| (JCI, |J] <) (1L9.1)
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erfillt. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: |I] < oc.

Induktion nach n := |I]: Der Fall n <1 ist offensichtlich. Sei also n > 1 und 0.B.d.A. I ={1,...,n}.
Eine Teilmenge J C I heifst kritisch, falls 1 < |[M;| = |J| < n gilt.

Nehmen wir zunéichst an, dass keine kritischen Teilmengen existieren. Wegen |Mi| = M| > 1
existiert ein x; € My. Firi € J :={2,...,n} sei N; :== M; \ {z1}. Fiir jede Teilmenge K C J gilt dann
INk| > |[Mg| —1> |K|, denn K ist nicht kritisch. Also erfiillt (N;);c; Bedingung und nach

Induktion existiert ein Vertretersystem (z;);es von (IV;);es. Sicher ist dann (z;);er ein Vertretersystem
fiir (M;)ier-

Nehmen wir schlieklich an, dass eine kritische Teilmenge J C I existiert. Dann gilt 1 < m = |J| =
|M ;| < n. Nach Induktion besitzt (M;);cs ein Vertretersystem (z;);cs. Fur i € I'\ J sei N; := M; \ M.
Fiir jede Teilmenge K C I\ J gilt dann

INk| = Mg\ My| = |Mgus| — [My| 2 |[KUJ|—m=[K|+|J|-m=|K]|,
d. h. (Ny)iep s erfiillt (IL9.1). Nach Induktion existiert ein Vertretersystem (z;);cy\ ;. Nach Konstruktion
ist dann (z;);es ein Vertretersystem fir (M;)cr.

Fall 2: Vi € I : |M;| < .
Sei M die Menge aller Familien (N;);e; mit N; C M; (fir alle ¢ € I), fir die (I1.9.1) gilt. Wegen
(M;)icr € M ist M nichtleer und durch

(Ni)ier < (N))ier <= VieI:N; C N/

geordnet. Sei @ # N C M eine total geordnete Teilmenge und K; := m(Ni)iGIEN Nj fiir j € I. Dann ist
(Ky)ier < (Nji)ier fur alle (N;)ier € N. Sei J C I eine endliche Teilmenge und j € J. Wegen |M;| < oo
existiert eine endliche Teilmenge N7 C N mit

Ki= (] N
(Ni)ier€M

fiir alle j € J. Da N total geordnet ist, besitzt A7 ein kleinstes Element (N;);c;. Offenbar ist dann
(Kj)jes = (Nj)jes. Insbesondere ist |K ;| = |Ny| > |J|. Dies zeigt, dass (K;)ier Bedingung (I1.9.1)
erfiillt und somit eine untere Schranke von N in M ist. Nach Zorns Lemma existiert ein minimales
Element (N;);er € M. Da jedes Vertretersystem von (NN;);er auch ein Vertretersystem von (M;);er ist,
konnen wir (M;);cr durch (N;);er ersetzen und M = {(M;);cr} annehmen.

Sei x € My und N; := M; \ {z} fir i € I. Wegen (N;);cr ¢ M existiert eine endliche Teilmenge J C I
mit [M;| —1 < |Ny| < |J| < |My|. Es folgt |[M;| = |J| und z € M ;. Wir definieren nun

M, falls i € J,
‘ M;\ M; fallsiel\J.
Sei K C I endlich. Dann gilt

INk| = |[Nkns U Ng\g| = [Mkng| + [ Mg\ Myl
= |Mgnj| + |Mgug| = [My| > |[KOJ]+ [KUJ| = |J| = |K].

Dies zeigt (N;)ier € M = {(M;)ier} und M; N M; = @ fiiri € I'\ J. Es folgt My ;N M; = @. Nach
Fall 1 existieren paarweise verschiedene z; € M; fiir ¢ € J. Setzt man nun

N e {z;} fallsieJ,
UMy fallsie I\
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so erfiillt (IV;);er wieder (I1.9.1)). Also gilt M; = {x;} fiir i € J. Da z beliebig gewéhlt war, gilt sogar
|M;| =1 fiir alle i € I. Offenbar sind die M; auch paarweise disjunkt und die Behauptung folgt. [

Bemerkung I1.9.6. gilt nicht fiir I = N, wenn nicht alle M; endlich sind: Wahle My := N
und M; = {i — 1} fur i > 1.

Definition I1.9.7. Jede total geordnete Teilmenge K einer endlichen geordneten Menge M hat die
Form K = {z1,...,2,} mit 1 < 29 < ... < x,. Man nennt K daher auch Kette. Eine Kette von M
heifst mazimal, wenn sie in keiner groferen Kette von M enthalten ist. Eine Teilmenge A C M heifst
Antikette von M, falls z <y = x =y fiir alle z,y € A gilt.

Satz I1.9.8 (SPERNER). Sei M eine n-elementige Menge und A eine grofstmaogliche Antikette von
(P(M),C). Dann gilt A = (A,:[) mit k € {|n/2],[n/2]}. Insbesondere ist |A| = (Ln%J)'

Beweis (LUBELL). Offenbar hat jede maximale Kette in P(M) die Form My C ... C M, mit |My| =k
fir k =0,...,n. Es gibt n Mdglichkeiten fiir M. Ist M fest, so verbleiben noch n — 1 Méglichkeiten
fiir My usw. Also gibt es genau n! maximale Ketten in P(M). Sei nun N C M fest mit |N| = k. Dann
gibt es genau k!(n — k)! maximale Ketten, die N enthalten (fiir M, gibt es k Moglichkeiten, fiir My gibt
es k — 1 Moglichkeiten, ..., fiir My = N gibt es eine Moglichkeit, fiir My, gibt es n — k Moglichkeiten
usw.). Fir x € A sei K, die Menge aller maximalen Ketten, die = enthalten. Enthélt eine (maximale)
Kette sowohl x als auch y, so gilt < y oder y < z. Daher sind die Mengen K, mit x € A paarweise

disjunkt. Dies zeigt
> lalin = Je)t = > 1Kl = || Ko
€A €A z€A

< nl (I1.9.2)

Division durch n! liefert 1 I3 1
’A‘W <> (@) <1
ln/2] z€A \|z]

Also ist |A] < ( /2 J)' Umgekehrt ist (L 7?;[2 J) sicher eine Antikette mit (U:;? J) Elementen (Satz 11.9.2)).

Es folgt |A| = (LH%J) und (|;L|) = (LnT/LZJ) fiir alle z € A. Daher besteht A nur aus Teilmengen N C M

mit |n/2| <|N|[n/2]. Ist n gerade, so sind wir fertig.

Sei nun n = 2m + 1 ungerade. Aus folgt > c 4 |K:| = n!, das heift, alle maximalen Ketten
enthalten (genau) ein Element aus A. Nehmen wir nun indirekt an, dass S, 7 C M mit |S| =
IT| =m+1,S € Aund T ¢ A existieren. Bei geeigneter Nummerierung gilt S = {z1,..., %41}
und T = {xj,...,Tmyi}. Wegen T ¢ A existiert ein j > 1 mit S’ := {zj,...,Tmy;} € A und
T :={zjt1,.. ., Tmyjr1} ¢ A Esgilt | NT'| =m. Wegen S'NT" C S € Aist S'NT’ ¢ A. Sicher
existiert eine Kette, die S"NT”" und 7" enthdlt. Wegen A C {N C M : |N| € {m, m + 1}} miisste eine
dieser Mengen in A liegen. Dies widerspricht aber 7" ¢ A. O

Satz I1.9.9 (MIRSKY). Sei M eine endliche geordnete Menge und m die grofste Mdachtigkeit einer
Kette in M. Dann ist M eine Vereinigung von m Antiketten, aber nicht die Vereinigung von weniger
Antiketten.

Beweis. Fiir x € M sei f(x) > 1 die grofite Méachtigkeit einer Kette, die bei x endet. Seien =,y € M
mit z # y und f(z) = f(y). Im Fall x < y konnte man jede Kette, die bei x endet, um y verlangern.
Dann wire aber f(y) > f(x). Daher ist z £ y £ 2. Also sind die Urbilder 4, := f~!(n) fir n € N
Antiketten. Nach Voraussetzung ist f(x) < m fiir alle z € M. Dies zeigt M = A U...U A,,.
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Sei umgekehrt M = A; U...U Ay fiir Antiketten Aq,..., Ag. Sei K C M eine Kette mit |K| = m.
Dann gilt |[K N A;| <1 firi=1,...,k. Dies zeigt k > |K| = m. O

Satz 11.9.10 (DILWORTH). Sei M eine endliche geordnete Menge und m die gréfite Mdachtigkeit einer
Antikette in M. Dann ist M eine Vereinigung von m Ketten, aber nicht die Vereinigung von weniger
Ketten.

Beweis (GALVIN). Ist M die Vereinigung der Ketten K1, ..., Kj, so gilt |ANK;| <1 fiir jede Antikette
A. Dies zeigt s > m. Fiir die umgekehrte Ungleichung argumentieren wir durch Induktion nach |M]|.
Fir M = & ist die Behauptung klar. Sei also M # @ und sei x € M ein maximales Element. Besitzt
M’ := M \ {z} keine Antikette mit m Elementen, so ist M’ nach Induktion eine Vereinigung von m — 1
Ketten. Sicher ist dann M eine Vereinigung von m Ketten. Sei nun A C M’ eine Antikette mit |[A| = m.
Nach Induktion existieren o. B.d. A. disjunkte Ketten K1, ..., K,, mit M’ = K; U...U K,,. Dabei gilt
|JANK;|=1firi=1,...,m. Sei

T; ‘= max U K,NnNA

ACM’ Antikette
|Al=m

fir i = 1,...,m. Angenommen es gilt z; < x;. Sei A C M’ eine Antikette mit z; € A und |A| = m. Sei
z; € AN K;. Dann gilt o} < x; < x;. Wegen 2}, 2; € Afolgt ) =2; =z; und i = j, da K;NK; = @.
Daher ist A := {x1,..., 2y} eine m-elementige Antikette von M’. Nach Voraussetzung ist A U {z}
keine Antikette. Da x maximal in M ist, gilt 2; < z fir ein i € {1,...,m}. Also ist K] := K; U {z}
eine Kette und M ist die Vereinigung der Ketten K1,..., Ki—1, K, Kit1,. .., Kpn. O

Satz I1.9.11 (RAMSEY, unendliche Version). Seien n,k € Ny und M eine unendliche Menge mit
(]\,f) = My U...UM,. Dann ezistiert eine unendliche Teilmenge A C M mit (’2) C M; fiir ein
ie{l,...,n}.

Beweis. Induktion nach k: Der Fall k = 1 ist das (unendliche) Schubfachprinzip. Sei also k& > 2. Eine
vorgegebene Partition von (]\,f ) interpretieren wir als Abbildung f: (A]:[ ) —{1,...,n}. Wir definieren
induktiv unendliche Mengen Ag 2 A; O ... und Elemente a; € A; \ 4;41 fiir ¢ > 0, sodass

A;
fur = F(BU{a}) = ((CU{w})  VB,C e (k _“1). (11.9.3)
Sei Ag := M und ag € Ag beliebig. Seien bereits a; € A; definiert. Sei g: (Aik\j‘fi}) — {1,...,n},
B+ f(BU{a;}). Nach Induktion existiert eine unendliche Menge A;11 C A; \ {a;} mit | g((‘zfll)ﬂ =1
Somit gilt (I1.9.3)) fir A;11. Wir wihlen a;11 € A; 11 beliebig.

Nach dem Schubfachprinzip existiert eine unendliche Menge A C {ay,as2,...} mit f, = f, fir alle
a,b € A. Damit gilt die Behauptung fiir A. O

Satz 11.9.12 (RAMSEY, endliche Version). Fir r,s,t € Ny existiert ein n € Ny mit folgender
Eigenschaft: Fir jede n-elementige Menge M und jede Partition (A;I) = My U...UMs existiert eine

t-elementige Teilmenge A C M mit (‘:}) C M, firemnie{l,..., s}

83



Beweis. Nehmen wir indirekt an, dass die Behauptung fiir r, s, ¢ falsch ist. Fiir jedes n € N, existiert
eine n-elementige Menge, 0. B.d. A. M := {1,...,n} und eine Abbildung f: (J‘T/I) — {1,...,s} ohne
die gewiinschte Eigenschaft. Wir sagen dann: f ist schlecht und schreiben M, := (J‘f ) Nach dem
Schubfachprinzip gibt es unendlich viele schlechte Abbildungen (auf beliebigen M,,), die auf M;
ibereinstimmen. Sei F} eine solche Menge von schlechten Abbildungen und sei f; : My — {1,...,s}
die gemeinsame Einschriankung. In F} gibt es unendlich viele Abbildungen, die auf Ms iibereinstimmen.
Sei Fy C F) eine solche Menge und fo : My — {1,...,s} die gemeinsame Einschrankung. Auf diese
Weise erhalten wir schlechte Abbildungen fi, fa, ... mit (fn41)jar, = fu fiir n € Ny, Wir definieren
nun f: (Nj) — {1,...,s} durch f(B) := fp(B) fir B C {1,...,n}. Nachexistiert eine
t-elementige Teilmenge A C N mit |f((f))] <1 (im Fall ¢ < r ist (f) = o). Nun gilt aber A C M, fiir
ein n und f, ist doch nicht schlecht. Widerspruch. O

Bemerkung I1.9.13. Der Fall » = 2 lasst sich graphentheoretisch interpretieren: (1\2/[ ) ist die Menge der
Kanten des vollstdndigen Graphen mit Eckenmenge M. Die Kanten in M; werden mit ,,Farbe* i gefarbt.
sagt aus, dass es stets eine einfarbige Clique mit ¢ Ecken gibt, sofern M nur grof genug ist.
Im Fall s = 2 erhélt man eine Aussage iiber beliebige (nicht unbedingt vollstdndige) Graphen: Jeder
Graph mit hinreichend vielen Ecken besitzt einen vollstdndigen Teilgraphen mit ¢ FEcken oder einen
trivialen Teilgraphen mit ¢t Ecken. Um die genaue Anzahl der benétigten Ecken zu bestimmen, fiihrt
man eine asymmetrische Variante ein: Die Ramsey-Zahl R(k,[) ist die kleinste natiirliche Zahl, sodass
jeder Graph mit mindestens R(k,[l) Ecken einen vollstindigen Teilgraphen mit k Ecken oder einen
trivialen Teilgraphen mit | Ecken besitzt. Offensichtlich ist R(k,l) = R(l, k) (betrachte komplementiren
Graphen) und R(1,7) = 1. Jeder Graph mit [ Ecken ist entweder vollstindig oder besitzt einen trivialen
Teilgraphen mit zwei Kanten. Dies zeigt R(2,1) = .

Lemma 11.9.14. Fir k,l > 2 gilt

R(k,1) < R(k — 1,1) + R(k,1 — 1) < <k+l_2>.

k—1

Sind R(k — 1,1) und R(k,l — 1) beide gerade, so ist R(k,l) < R(k —1,1) + R(k,l —1).

Beweis. Wir zeigen zunéchst R(k,l) < R(k—1,1) 4+ R(k,l — 1) =: n. Sei G ein Graph mit n Ecken und
sei g € G eine beliebige Ecke. Sei G (bzw. G1) die Menge aller zu g (nicht) benachbarten Ecken. Dann
ist

Gol + 1G4 = |Go UG =n—1=R(k —1,) + R(k,1 — 1) — 1.

Es folgt |Go| > R(k — 1,1) oder |G1| > R(k,l —1). O.B.d. A. sei |Go| > R(k — 1,1). Besitzt Gy einen
vollstandigen Teilgraphen mit k£ — 1 Ecken, so ist Gy U {g} ein vollstidndiger Teilgraph von G mit k
Ecken. Anderenfalls besitzt Gy (und damit auch G) einen trivialen Teilgraphen mit [ Ecken. Dies zeigt
die erste Behauptung. Die zweite Ungleichung folgt induktiv aus [Bemerkung 11.9.3] Nehmen wir nun
an, dass R(k —1,1) und R(k,l — 1) gerade sind. Sei G ein Graph mit n — 1 Ecken. Das obige Argument
funktioniert nur dann nicht, wenn |Go| = R(k — 1,1) — 1 und |G| = R(k,l — 1) — 1 fiir jede Ecke g gilt.
In diesem Fall besitzt jede Ecke von G die gleiche Anzahl R(k — 1,1) an Nachbarn. Die Anzahl aller
Kanten in G ist somit &(n — 1)(|R(k — 1,1)| — 1). Nach Voraussetzung ist dies aber keine ganze Zahl.
Daher ist R(k,l) <n —1. O

Beispiel 11.9.15. Aus|Lemma 11.9.14] folgt R(3,3) < 6. Ein 5-Eck (als Graph) zeigt R(3,3) > 5 und
damit R(3,3) = 6. Interpretation: Unter sechs Personen gibt es drei, die sich alle kennen oder alle nicht
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kennen. Da R(3,3) und R(2,4) = 4 gerade sind, folgt R(3,4) < 9 aus [Lemma I1.9.14] Der folgende
Graph zeigt umgekehrt R(3,4) > 9:

Weitere bekannte Werte sind (ohne Beweis):

R(3,5) = 14, R(3,6) = 18, R(3,7) = 23, R(3,8) = 28,
R(3,9) = 36, R(4,4) = 18, R(4,5) = 25.

Satz I1.9.16 (DE BRUILIN-ERDOS). Sei A eine endliche Menge und A C P(A) mit 2 < |B| < |A4|
fiir alle B € A. Fir je zwei verschiedene x,y € A existiere genau ein B € A mit x,y € B. Dann gilt
|A] > |A].

Beweis (IVANOV). Fiir a € A sei f(a) :== |{B € B:a € B}|. Dann gilt
> fla)=[(a,B)e Ax A:a€B}|= > |B.
acA BeA

Fir a ¢ B € Aund b € B existiert genau ein Cj, € A\ {B} mit a,b € Cy,. Fiir b # ' ist dabei Cp # Cy,
denn anderenfalls wéren b, b’ sowohl in B als auch in C, = Cy enthalten. Dies zeigt |B| < f(a).

Nehmen wir nun |A| < |A| an. Fir By,...,B, € Agilt |A\ Bi| > 1 und |B; N By| < 1. Dies zeigt
|Ury A\ Bi| > |A] =1 > |A| > n fiir n > 2. Nach Halls Heiratssatz existieren paarweise verschiedene
Vertreter a(B) € A\ B fiir B € A. Dies liefert den Widerspruch

ST @)= 1B1< > faB) < Y fla). O

acA BeA BeA acA

11.10. Topologie

Definition I1.10.1. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Familie von Teilmengen F C P(M) heift Filter
von M, falls gilt:

o O+ F £P(M).
e ABeF= ANBeF.
e ADBe F= AeF.

Ist F maximal bzgl. Inklusion, so nennt man F einen Ultrafilter.

Bemerkung I1.10.2. Die erste Bedingung in [Definition II.10.1|ist dquivalent zu @ ¢ F und M € F.
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Beispiel I1.10.3.

(i)

(i)

Fiir jede Teilmenge @ # A C M ist
F(A)={BCM:ACB}

ein Filter. Filter dieser Art heifken Hauptfilter. Insbesondere ist {M} ein Filter von M.

Sei F ein Filter einer endlichen Menge M. Dann existiert ein minimales Element A € F. Es folgt
F(A) C F. Gédbe es ein B € F \ F(A), so ware AN B € F im Widerspruch zur Wahl von A.
Daher ist jeder Filter von M ein Hauptfilter. Die Ultrafilter von M haben offenbar die Form
F(x) = F({z}) fur ein z € M.

Sei nun M eine unendliche Menge und F die Menge aller koendlichen Teilmengen A C M (d. h.
|M\ A| < 00). Offenbar ist F ein Filter, aber kein Hauptfilter. Man nennt F den Fréchet-Filter
auf M.

Die Menge 2 aller Filter, die einen gegebenen Filter F enthalten, ist durch C geordnet. Man sieht
leicht, dass die Vereinigung einer total geordneten Teilmenge von ) wieder ein Filter ist. Nach
Zorns Lemma existiert also stets ein Ultrafilter, der F enthélt.

Lemma 11.10.4. Fiir jeden Filter F von M # @ sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) F ist ein Ultrafilter.
(2) Fir alle A C M gilt entweder A € F oder M \ A € F.

(3) Fiir alle Ay, ..., A, C M mit AyU...UA, € F existiert ein i mit A; € F.

Beweis.

(1)=(2):

(3)=(1):

Sei
G:={BCM:3FeF:ANFCB}.

Ist @ € G, so existiert ein F' € F mit FF C M \ A. Dann gilt auch M \ A € F. Anderenfalls ist G
ein Filter, der F enthilt. Da F ein Ultrafilter ist, gilt A=ANM € G=F.

: Nehmen wir 4; ¢ F fir i = 1,...,n an. Nach (2) gilt M \ 4, € F firi =1,...,n. Da F ein

Filter ist, folgt der Widerspruch

o= (Ja)n(anJa) = (Ua)nonae

=1

Angenommen F ist kein Ultrafilter. Dann existiert ein Filter G 2 F und ein A € G\ F. Wegen
AU(M\ A) e Ffolgt M\ Ae FCG aus (3). Nun wire aber @ = AN(M\ A) € G. O

Definition I1.10.5. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Familie von Teilmengen 7 C P(M) heiftt
Topologie auf M, falls gilt:

o, MeT.

¢ SCT =UgesS€T.

UVeT=UNVeT.
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Die Mengen in 7 nennt man offen. Man nennt A C M abgeschlossen, falls M \ A offen ist. Das Paar
(M, T) heilt topologischer Raum. Sind S C T Topologien, so nennt man S (bzw. T) grober (bzw.
feiner) als T (bzw. S).

Bemerkung I1.10.6. Aus der De Morganschen Regel folgt, dass beliebige Durchschnitte und endliche
Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen sind.

Beispiel I1.10.7.
(i) Man nennt 7 = {@, M} die triviale Topologie und T = P(M) die diskrete Topologie auf M.

(i) Ist (M,T) ein topologischer Raum und @ # N C M, so definiert {NNU : U € T} eine Topologie
auf N, die man Relativtopologie nennt. Achtung: Offene Mengen in N bzgl. der Relativtopologie
miissen nicht offen in M sein (zum Beispiel wenn N selbst nicht offen in M ist).

(iii) Der Durchschnitt von beliebig vielen Topologien auf M ist wieder eine Topologie. Ist S C P(M),

SO ist
Sy= (N 7T

T Topologie
SCT

die ,kleinste” Topologie, die & umfasst. Offenbar besteht (S) aus beliebigen (auch leeren) Verei-
nigungen von endlichen Durchschnitten von Elementen aus S. Ist S ein Filter, so gilt offenbar

(S§) =Su{z}.
(iv) Ist (M;, T;)icr eine Familie disjunkter topologischer Raume, so ist auch M := J,.; M; mit
T = {UTz :T; € 72}
el
ein topologischer Raum.
(v) Eine Abbildung d: M x M — R heifst Metrik, falls fir alle z,y, z € M gilt:
e d(x,y) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn = = y (positiv definit).
e d(z,y) = d(y,z) (symmetrisch).
e d(z,z) <d(z,y) + d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Man nennt (M, d) einen metrischen Raum. Fir x € M und € > 0 definiert man die e-Kugel um z
durch
Bi(x) = {y € M : d(z,y) < e

Eine Teilmenge U C M heifst offen bzgl. d, falls fiir alle 2 € U ein € > 0 mit B.(z) C U existiert.
Man zeigt leicht, dass diese offenen Mengen eine Topologie bilden. Topologische Rdume, die durch
eine Metrik entstehen, nennt man metrisierbar. Die diskrete Metrik mit d(z,y) = 1 fiir = # y fihrt
zur diskreten Topologie (wihle € = 7). Nicht jeder metrische Raum ist metrisierbar. Betrachte
zum Beispiel M = {x,y} mit der trivialen Topologie. Gébe es eine entsprechende Metrik d, so

. . d(z,
wére {z} stets offen (wihle € = %)

(vi) Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung V' — R, v + |v| heifst Norm auf V| falls fiir alle v,w € V
gilt:

e |v] > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0 (positiv definit).

e |\v| = |A||v] fiir alle A € R (homogen).
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o |v+w| < |v|+ |w| (Dreiecksungleichung).

Man nennt (V,[.|) einen normierten Raum. Man zeigt leicht, dass d(v,w) := |v — w| eine Metrik
auf V definiert. Bekanntlich definiert |v| := \/v? + ...+ v2 die euklidische Norm auf R"™. In
der Analysis zeigt man, dass alle Normen auf R™ zur gleichen Topologie fiihren. Dies ist fiir
unendlich-dimensionale Rdume falsch.

(vii) Die Menge der koendlichen Teilmengen zusammen mit der leeren Menge bildet die koendliche
Topologie auf jeder unendlichen Menge. Sie hat die besondere Eigenschaft, dass der Durchschnitt
von zwei nichtleeren offenen Mengen niemals leer ist.

Definition I1.10.8. Sei (M, T) ein topologischer Raum, A C M und x € M. Man nennt A eine
Umgebung von x, falls eine offene Menge U mit « € U C A existiert. Man nennt x einen

e inneren Punkt von A, falls A Umgebung von z ist.
e Randpunkt von A, falls weder A noch M \ A Umgebungen von x sind.

Die Menge der inneren Punkte (bzw. Randpunkte) von A nennt man das Innere A (bzw. den Rand
OA) von A. Schlieflich nennt man A := AU A die abgeschlossene Hiille von A.

Lemma I1.10.9. Sei (M,T) ein topologischer Raum und A C M. Dann gilt:
(i) A ist die Vereinigung aller offenen Mengen in A.
(i) A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Insbesondere ist A CACA.

Beweis.

(i) Nach Definition liegt jedes x € A in einer offenen Menge U C A. Sei umgekehrt U C A offen.
Dann ist A eine Umgebung fiir alle x € U. Dies zeigt U C A.

(ii) Offensichtlich liegt A in jeder abgeschlossenen Menge, die A enthilt. Sei € A4 und B eine
abgeschlossene Menge, die A enthélt. Ware 2 € M \ B, so wire M \ B eine Umgebung von x und
x kein Randpunkt. Also ist z € B und A liegt im Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die
A enthalten. Sei umgekehrt € M \ A. Dann ist M \ A eine Umgebung von x, das heifit es gibt
eine offene Menge U C M \ A mit = € U. Nun ist x nicht in der abgeschlossenen Menge M \ U,
die A enthélt. Dies zeigt die Behauptung. O

Folgerung I1.10.10. Fine Teilmenge A eines topologischen Raums ist genau dann offen (bzw. abge-
schlossen), wenn A = A (bzw. A = A) gilt.

Beispiel I11.10.11. Sei A = (0,1] € R das halboffene Intervall im euklidischen Raum R. Dann ist
A = (0,1) das offene Intervall, 9A = {0,1} und A = [0, 1]. Randpunkte kénnen also sowohl innerhalb
als auch auflerhalb von A liegen.

Definition I1.10.12. Eine Teilmenge K eines topologischen Raums M heifst kompakt, wenn fiir jede
Familie offener Mengen (Uj;)icr n}it K C Uz’e ; Ui eine endliche Teilmenge J C I mit K C Uje g Uj
existiert (man sagt: jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teiliiberdeckung). Ist M selbst
kompakt, so spricht man von einem kompakten topologischen Raum.
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Bemerkung I1.10.13.
(i) Besitzt M nur endlich viele offene Mengen, so ist offenbar jede Teilmenge kompakt.

(ii) Jede endliche Teilmenge eines topologischen Raums ist kompakt. In der diskreten Topologie gilt
auch die Umkehrung.

(iii) In der koendlichen Topologie auf N ist jede offene Menge kompakt.

(iv) Ist K C M kompakt und A C K abgeschlossen, so ist auch A kompakt, denn ist A C | J;o; U; eine
offene Uberdeckung, so ist K C M\ AU J,c; U; eine offene Uberdeckung.

Definition I1.10.14. Ein Filter F eines topologischen Raums (M, T) konvergiert gegen x € M, falls
Flx)nT C F gilt.

Lemma I1.10.15. FEin topologischer Raum M ist genau dann kompakt, wenn jeder Ultrafilter von M
gegen einen Punkt konvergiert.

Beweis. Sei M kompakt. Angenommen ein Ultrafilter F von M konvergiert gegen keinen Punkt. Fiir
alle © € M existieren dann U, € T \ F mit « € U,. Da M kompakt ist, existiert eine endliche Menge

X € M mit M = |J,cx Us. Dies widerspricht [Lemma 11.10.4

Nehmen wir nun an, dass M nicht kompakt ist. Dann existiert eine offene Uberdeckung M = Uier Us
ohne endliche Teiliiberdeckung. Folglich ist

{ACM:3i,....in€el: M\ACU;, U...UU,,}

ein Filter, der in einem Ultrafilter F liegt. Angenommen F konvergiert gegen x. Sei ¢ € I mit x € U;.
Dann wire @ =U; N (M \ U;) € F. O

Definition I1.10.16. Sei (M;, T;);cs eine Familie von topologischen Radumen und M := X._; M;. Seien

i€l
mi: M — M;, (x5); — z; die Projektionsabbildungen fiir ¢ € I. Man nennt

(r7WU) i e LU €7T;)

7

die Produkt-Topologie auf M.

Satz I1.10.17 (TYCHONOFF). Fir jede Familie von topologischen Riumen (M;)ier ist M = X;.; M;
genau dann kompakt, wenn alle M; kompakt sind.

Beweis. Sei M kompakt, i € I und M; = {J,¢ ; U; eine offene Uberdeckung. Dann ist M = Ujes m H(U;)
cine offene Uberdeckung von M. Da M kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge J' C J mit
M =Uer 7 1(U;). Daher ist M; = Ujesr Uj und M; ist kompakt.

Seien nun alle M; kompakt. Sei F ein Filter von M. Fiir ¢ € I sei
Fi ={m(F): FeF} CP(M,).

Wegen @ ¢ F ist @ ¢ F;. Sei A D m;(F) € F;. Dann ist F C 7, '(A) € F und A = m;(m; 1 (A)) € F;.
Fir Fy, Fy € F ist mi(F1) Nmi(Fa) 2 mi(Fy N Fy) € F; und m;(Fy) N m(Fy) € F;. Dies zeigt, dass F;
ein Filter von M; ist. Sei auch G O F; ein Filter von M;. Fir F € F und G € G gilt m;(F) NG € F;
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und F N, '(G) # @. Auch der Durchschnitt zweier Mengen der Form F N ; '(G) ist nichtleer, denn
1 (G1NGy) C N (Gh) Ny Y (Go) fiir Gy, Gy € G. Daher st

Fi={ACM:3GeG,FeF:m(G)NnF C A}

ein Filter von M, der F enthilt. Da F ein Ultrafilter ist, gilt 7/ = F. Fiir G € G gilt somit
N G) =1, (G)NM € F und G = m;(m; *(G)) € Fi. Also ist F; = G ein Ultrafilter von M;. Nach
ILemma I1.10.15| konvergiert F; gegen ein x; € M;. Sei z := (x;);e; € M. Sei U C M eine offene Menge,
die x enthélt. Nach [Lemma I1.10.15| geniigt es U € F zu zeigen. Nach Definition der Produkt-Topologie

konnen wir annehmen, dass offene Mengen U;; C M;; fiir j =1,...,n mit

U=m"Uy)N...0m " (Us,)
existieren. Wegen z;; € U;; gilt U;; € F;; fiir j = 1,...,n. Also existieren V; € F mit m;,(V;) = Uj;.

J

Aus V; C 71 (Uy;) folgt ' (Uy;) € F und schlieklich U € F. O
Satz I1.10.18 (KELLEY). Der Satz von Tychonoff impliziert das Auswahlaziom.

Beweis. Sei (MZ)ZE 7 eine Familie von nichtleeren Mengen. Sei z ein ,neues“ Element, welches in keinem
der M; liegt. Sei M; := M; U {z} ausgestattet mit der koendlichen Topologie, wobei zusitzlich {z}
offen sein soll. Nach |Bemerkung I1.10. 13| und Tychonoff sind M und M = = Xie M kompakt. Die

i-te Projektion m;: M — M; ist stetig. Daher ist 7, ( ) offen. Angenommen Xiel M; = @. Dann

ist M = Uier 7, () eine offene Uberdeckung. Sei J C I endlich mit M = Ujes 77]._1(3:). Offenbar
existiert jedoch ein Element m = (m;)ier € M mit mj € Mj fir j € Jund m; = x furi e I\ J.
Widerspruch. O

Definition 11.10.19. Ein topologischer Raum M heifst

o zusammenhdngend, falls M nicht die Vereinigung von zwei disjunkten nichtleeren offenen Teil-
mengen ist.

e Hausdorff-Raum, falls fiir verschiedene x,y € M zwei disjunkte offene Mengen U,, U, C M mit
x € Uy und y € Uy existieren ( Trennungsaxiom).

Bemerkung 11.10.20. Offenbar ist ein topologischer Raum M genau dann zusammenhingend, wenn
@ und M die einzigen Teilmengen sind, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

Satz 11.10.21. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis. Sei (M, d) ein metrischer Raum und x,y € M verschiedene Punkte. Sei € := d(g’y). Dann sind

B(x) und B.(y) disjunkte offene Mengen, die x bzw. y enthalten. O

Beispiel 11.10.22.

(i) Wir zeigen, dass der euklidische Raum R" zusammenhéngend ist. Angenommen es existieren
disjunkte nichtleere offene Teilmengen U,V mit R* =U UV. Sei x € U und y € V. Sei

r:=sup{s€[0,1]:x+s(y—x) e U}

und z := x + r(y — x). Liegt z in U, so gilt B(z) C U fiir ein € > 0. Dann wére aber auch
zZ+ m(y — z) € U im Widerspruch zur Definition von r. Analog erhélt man einen Widerspruch
im Fall z € V.
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(ii) Die triviale Topologie auf M liefert keinen Hausdorff-Raum, falls [M| > 1. Eine unendliche Menge
mit der koendlichen Topologie ist ebenfalls kein Hausdorff-Raum, denn der Durchschnitt zweier
nichtleerer offener Mengen ist nie leer.

Lemma 11.10.23. Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raums ist abgeschlossen.

Beweis. Sei K kompakt im Hausdorff-Raum M. Sei x € M \ K. Fiir alle a € K existieren disjunkte
offene Mengen U,, V, € M mit a € U, und x € V,. Wegen der Kompaktheit existieren aq,...,a, € K
mit K C (J" | Uy,. Nun ist Vo, N...NV,, eine offene Menge in M \ K, die x enthélt. Also ist M \ K
offen und K ist abgeschlossen. O

Beispiel 11.10.24. Die triviale Topologie auf einer endlichen Menge zeigt, dass kompakte Mengen im
Allgemeinen nicht abgeschlossen sein miissen.

Satz I1.10.25. Sei M ein kompakter Hausdorff-Raum und U,V C M disjunkte abgeschlossene Teil-
mengen. Dann existieren disjunkte offenen Teilmengen A, B C M mit U C A und V C B.

Beweis. Sei u € U. Fiir jedes v € V existieren disjunkte offene Mengen U, V,, mit v € U, und v € V,.
Die offene Uberdeckung

M=M\V)ul ]V,
veV

besitzt eine endliche Teiliiberdeckung M = (M \V)UJ;_, V4,. Die offenen Mengen A,, := U, N...NU,,
und B, :=V,, U...UYV,, sind disjunkt und erfiillen v € A, und V' C B,,. Die offene Uberdeckung

M=M\U)U | J A,
uelU

besitzt ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung M = (M\U)UUJ:"; Ay,. Nun erfiilllen A := A4,,U...UA,,,
und B := By, N...N B,,, die Behauptung. O

Definition I1.10.26. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Fiir A C M nennt man
d(A) :=sup{d(z,y) : x,y € A} e RU {0}

den Durchmesser von A. Ist d(A) < oo, so nennt man A beschrinkt.
Lemma I1.10.27. Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt bzgl. der euklidischen Metrik.

Beweis. Sei [a,b] C |J;c; U; eine offene Uberdeckung. Sei S C [a,b] die Menge aller Punkte s, sodass
[a, s] eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wegen a € S ist S # @. Da [a, b] beschrankt ist, existiert
s :=sup S. Angenommen s < b. Sei [a, s] C |Ji; U; eine endliche Teiliiberdeckung und 1 < i < n mit
s € U;. Da Uj offen ist, existiert ein € > 0 mit B(s) C U;. Nun gilt auch [a,s +¢/2] C |J;_; U; im
Widerspruch zur Wahl von s. Also ist s = b und [a, b] besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. O

Satz I1.10.28 (HEINE-BOREL). Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist beschrinkt und
abgeschlossen. Im euklidischen Raum R™ gilt auch die Umkehrung.
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Beweis. Sei (M,d) ein metrischer Raum und K C M kompakt. Nach [Satz 11.10.21| und |Lemma I1.10.23|
ist K abgeschlossen. Da die offene Uberdeckung K C J, oy Bn(z) fiir ein @ € M eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt, ist K beschrankt.

Sei nun M = R™ und A beschrinkt und abgeschlossen. Dann existieren a,b € R mit A C [a,b]™. Sind
Ui,...,U, CR, soauch Uy x ... x U, C M. Fiir jede offene Menge U C M und z € U existieren
umgekehrt offene Mengen Uy, ..., U, C R mit z € U; x ... x U, C U. Dies zeigt, dass die euklidische
Metrik auf M genau die Produkt-Topologie der euklidischen Metrik auf R ist. Nach [Lemma I1.10.27]
[a,b] ein kompakter Raum beziiglich der Relativtopologie. Nach Tychonoff ist auch [a,b]™ kompakt.
Nach [Bemerkung 11.10.13] ist A kompakt. O

Satz I1.10.29 (LEBESGUE). Sei (M, d) ein kompakter metrischer Raum und M = |J;c; U; eine offene
Uberdeckung. Dann existiert ein § > 0, sodass jede Teilmenge A C M mit d(A) < § in einem U; liegt.

Beweis. Fiir jedes © € M existiert ein €, > 0, sodass By, (z) in einem U; liegt. Da M kompakt ist,
existieren 21, ..., 2, € M mit M = Ji_, B, (#;). Sei 6 := min{e;, 14 =1,...,n}. Seia € ANDB, ().
Fiir alle b € A gilt

d(b,x;) < d(b,a) + d(a,x;) < 0+ €z, < 2¢q,

und A C By, (x;). Dies zeigt die Behauptung. O

Definition I1.10.30. Seien (A, A) und (B, B) topologische Raume. Eine Abbildung f: A — B heift
stetig, falls f~1(C) € A fiir alle C € B gilt (Urbilder offener Mengen sind offen). Ist f bijektiv und f,
f~! stetig, so nennt man f einen Homdéomorphismus. Ggf. nennt man A und B homdomorph.

Bemerkung 11.10.31.

(i) Eine Abbildung f: A — B ist genau dann stetig, wenn Urbilder abgeschlossener Mengen abge-
schlossen sind, denn A\ f~1(C) = f~1(B\ C).

(ii) Die Komposition von stetigen Abbildungen ist offensichtlich stetig.

(iii) Ist f: A — B stetig und K C A kompakt, so ist auch f(K) kompakt, denn ist f(K) C J;c; Ui
eine offene Uberdeckung, so ist auch K C |J;c; f~1(U;) eine offene Uberdeckung.

(iv) Die Produkt-Topologie auf X := X
X — Xi, (CCj)j — T stetig sind.

ier Xi 1st die grobste Topologie, sodass die Projektionen

Beispiel 11.10.32.

(i) Anders als in der (linearen) Algebra ist die Umkehrabbildung einer bijektiven stetigen Abbildung
nicht automatisch stetig. Betrachte zum Beispiel A = B = N mit der diskreten Topologie auf A
und der trivialen Topologie auf B. Dann ist f: A — B, a — a stetig, aber f~! nicht.

(ii) Die Abbildung R — (0,1), = ﬁ ist ein Homoomorphismus bzgl. der euklidischen (Rela-
tiv)topologie. Ein beschréankter Raum kann also zu einem unbeschrankten Raum homdomorph
sein.

Folgerung 11.10.33. Sei A ein kompakter Raum und B ein Hausdorff-Raum. Dann ist jede stetige
Bijektion A — B ein Homdomorphismus.
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Beweis. Sei f: A — B eine stetige Bijektion und U C A abgeschlossen. Nach [Bemerkung 11.10.13] und
IBemerkung I1.10.31{sind U und f(U) kompakt. Nach [Lemma I1.10.23|ist f(U) abgeschlossen. Daher ist
1 stetig. O

I1.11. Hyperreelle und surreale Zahlen

Bemerkung I1.11.1. In der Analysis definiert man reelle Zahlen als Aquivalenzklassen von rationalen
Cauchyfolgen. Zwei Folgen aus QN betrachtet man dabei als dquivalent, wenn ihre Differenz eine
Nullfolge ist. Die gleiche Konstruktion auf R angewendet bringt nichts Neues, da R bereits vollstandig
ist (jede Cauchyfolge konvergiert). Wir definieren daher eine andere Aquivalenzrelation auf RY.

Definition I1.11.2. Sei F ein Ultrafilter auf N, der alle koendlichen Mengen enthélt (und daher nach
Lemma I1.10.4| keine endliche Menge enthilt). Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf RY durch

(ag,a1,...) ~ (bo,b1,...) == {neN:a,=0b,} € F.

Fiir a = (an)n € RY sei [a] die Aquivalenzklasse von a. Man nennt *R := {[a] : @ € RN} die Menge der
hyperreellen Zahlen. Fiir a,b € RY definieren wir

[a] + (8] == [(an + bn)n),
[a] - [8] := [(anbn)n],

[a] < [b] <= {n€eN:qa, <b,} € F.

Bemerkung I1.11.3.

(i) Seien a,b,c € RY mit a ~ b ~ ¢. Dann liegen S := {n € N:a, =b,} und T:= {n € N: b, = ¢,}
in F. Wegen SNT C {n € N:a, = c,} gilt a ~ c. Daher ist ~ tatsiichlich eine Aquivalenzrelation.
Mit dem gleichen Argument zeigt man, dass +, - und < auf *R wohldefiniert sind. Auferdem
gelten die iiblichen Rechenregeln und ([I.8.1]). Wir definieren zusétzlich —[a] := [(—an)n] und

la]| = {[a} falls [a] > 0,

—la] sonst

fiur a € *R. Man zeigt leicht |zy| = |z||y| und |z + y| < |z| + |y| fir 2,y € *R (da |.| nicht nach R
abbildet, handelt es sich formal nicht um eine Norm).

(ii) Durch r — [(r,7,...)] kann man R in *R einbetten. Andererseits ist « := [(0,1,...)] € *R\ R
mit r < x fiir alle r € R. Anlog ist z := [(2°,271,...)] € *R mit 0 < z < r fiir alle positiven
r € R. Nach [Satz 11.7.8 und [Satz 11.8.10]ist |R| < [*R| < |RY| = |2] = |R|, d. h. R und *R sind
gleichméchtig.

(iii) Sicher ist 1 € R C *R ein neutrales Element der Multiplikation. Sei a € *R \ {0} und

. a,! falls a, # 0,
"o sonst

fir n € N. Nach [Lemma 11.10.4| gilt {n € N : a,, # 0} € F. Fiir b = (by,),, ist daher [a] - [b] = 1.
Dies zeigt, dass *R ein angeordneter Korper ist.
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(iv) Unter Annahme der Kontinuumshypothese kann man zeigen, dass *R nicht wesentlich von der Wahl
des Ultrafilters F abhéngt. Ersetzt man in der Analysis die reellen Zahlen durch die hyperreellen
Zahlen, so spricht man von Nichtstandard-Analysis.

Definition I1.11.4. Eine hyperreelle Zahl x heift endlich, falls ein n € N mit |z| < n existiert. Ggf.
nennt man
st(z) :=sup{r e R:r <z} eR

Standardteil von x. Sei E C *R die Menge der endlichen hyperreellen Zahlen.

Bemerkung II1.11.5.

(i) Genau dann ist x € *R endlich, wenn x auf einer Indexmenge in F beschrankt ist. Daraus folgt
leicht, dass E unter Addition und Multiplikation (aber nicht Division) abgeschlossen ist.

(ii) Aus z < n € N folgt, dass die Menge {r € R : r < x} beschrankt ist und daher ein Supremum
besitzt.

Satz I1.11.6.

(i) Fir x € E ist st(x) die einzige reelle Zahl mit |x — st(z)| < r fir alle positiven r € R, d. h. st(x)
liegt ,beliebig nah bei x. Insbesondere ist st(x) = = genau dann, wenn x € R.

(i1) Firx,y € E gilt

st(z +y) = st(z) + st(y), st(zy) = st(x) st(y), x <y = st(x) <st(y).

Beweis.

(i) Im Fall r + st(x) < = wire st(z) keine obere Schranke von M = {s € R : s < zx}. Also
gilt © — st(xz) < r. Da st(x) die kleinste obere Schranke von M ist, existiert ein s € R mit
st(z) —r < s < x. Daraus folgt st(z) —z < r. Insgesamt ist |x —st(z)| < r fiir alle positiven r € R.
Angenommen t € R erfiillt die gleiche Abschétzung. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung
|st(x) —t] < |st(z) — x| + | — t| < 2r fur alle r € R. Es folgt ¢ = st(z).

(ii) Nach (i) gilt |z +y —st(z) —st(y)| < |z —st(z)| + |y — st(y)| < r fiir alle positiven r € R. Aus
der Eindeutigkeit in (i) folgt st(x +y) = st(x) + st(y). Analog erhélt man st(zy) = st(z) st(y) aus

|zy —st(x)st(y)| < [a(y —st(y)) + (& = st(z)) st(y)] < |zlly = st(y)] + [x = st(z)[|st(y)]-

Sei nun = < y. Dann ist st(y) eine obere Schranke von {r € R : r < x}. Dies zeigt st(z) < st(y). O

Bemerkung I1.11.7. Wir verallgemeinern die Konstruktion der Dedekind-Schnitte, um eine deutlich
grokere Klasse von Zahlen zu definieren.

Definition I1.11.8 (CONWAY). Sei Sy := @. Rekursiv definieren wir fiir jede Kardinalzahl a > 0 die
Menge S, aller Paare der Form {L, R} mit folgenden Eigenschaften:

o L,RC JyeqSe.
eVieLreR:r£l
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Die Relation < ist dabei ebenfalls rekursiv definiert durch
{L,R} <{L',R'} = VieL+ eR :{L' R} <Ll " £{L,R}.
Wir werden sehen, dass
{L,R} ~{L',R'} == {L,R} <{L',R'} <{L,R}

eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklasse von {L,R} sei (L|R). Wir werden S, oft
mit der entsprechenden Menge von Aquivalenzklassen identifizieren und die Definition von < auf
Aquivalenzklassen iibertragen. Man nennt dann S := U, Sa die Klasse der surrealen Zahlen.

Bemerkung I1.11.9. Im Folgenden beweisen wir Eigenschaften der surrealen Zahlen mittels transfiniter
Induktion. Der Induktionsanfang ist in der Regel trivial, weil es fiir Sy = @ nichts zu zeigen gibt. Wir
priifen zunéchst, dass < reflexiv und transitiv ist. Sei (L|R) € S gegeben mit L C S; und R C Sp. Sei
l € L und r € R. Durch Induktion nach (a, b) kénnen wir [ <[ und r < r annehmen. Im Fall (L|R) <1
wére | £ [ und im Fall » < (L|R) wére r £ r. Dies zeigt (L|R) < (L|R), d.h. < und ~ sind reflexiv.
Sei nun (L|R) < (L'|R") < (L"|R"). Angenommen es existiert ein [ € L mit (L"|R") <. Induktiv gilt
dann (L'|R') <l und (L|R) < I. Dies widerspricht [ < I. Analog zeigt man r” £ (L|R) fiir alle " € R".
Damit ist (L|R) < (L”|R") und < ist transitiv. Nach Definition ist ~ eine Aquivalenzrelation und <
eine Ordnungsrelation auf S.

Lemma I1.11.10. Sei (L|R) € S. Dann gilt | < (L|R) < r fir allel € L und r € R. Auflerdem ist <
total.

Beweis. Nach Definition von (L|R) gilt £ I. Sei | = (L;|R;). Induktiv gilt I < [ fiir alle I’ € L;. Im Fall
(LIR) <! wire (L|R) <lund l £ 1. Also ist (L|R) £ I’ fiir alle I’ € L. Dies zeigt | < (L|R). Sei nun
r = (Ly, Ry). Induktiv gilt » < ¢/ fiir alle 7’ € R,. Im Fall v’ < (L|R) wire r < (L|R) im Widerspruch
zu r < r. Daher gilt (L|R) < r. Fiir die zweite Behauptung sei (L'|R’) € S mit (L|R) £ (L'|R’). Dann
existiert ein € L mit (L'|R’) <l oder ein 7’ € R’ mit ' < (L|R). In beiden Féllen folgt (L'|R") < (L|R).
Dies zeigt die Totalitat von <. O

Bemerkung I1.11.11. Nach [Lemma II.11.10| gilt (L|R) € S genau dann, wenn [ < r fiir alle [ € L und
r € R. Aufserdem gilt

(LIR) < (L'|R)) < Vle L,/ e R :1< (I|R), (L|R) <.

Dies werden wir ab jetzt benutzen.

Beispiel I1.11.12. Um Klammern zu sparen, schreiben wir (z,y,...|a,b,...) == ({z,y,...}[{a,b,...}).

(i) Offenbar besteht S nur aus 0 := (&|@). Man macht sich klar, dass 1 := (0|@) und —1 := (&|0) in
So liegen, wihrend (0]0) wegen 0 < 0 nicht zugelassen ist. Nach [Lemma I1.11.10[ gilt —1 < 0 < 1.

(ii) Genau dann gilt (L|R) =0, falls Il <0 und r > 0 fiir alle [ € L und r € R.

(iii) Aus 0 < (—1,0[@) folgt (—1,0|@) <1 < (—1,0]@), d.h. (—1,0]@) = 1. Dies lésst sich verallgemei-
nern.

Lemma I1.11.13. Besitzt L ein grifites Element, so gilt (L|R) = (max(L)|R). Besitzt R ein kleinstes
Element, so gilt (L|R) = (L|min(R)).
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Beweis. Fir alle [ € L gilt | < maxL < (max(L)|R) nach [Lemma II1.11.10, Fiir alle » € R ist
(L|R) < r. Dies zeigt (L|R) < (max(L)|R). Nach [Lemma II.11.10| ist auflerdem max L < (L|R) und
(max(L)|R) < r. Es folgt (max(L)|R) = (L|R). Die zweite Aussage ist analog. O

Definition I1.11.14. Fiir x := (L|R) € S und y := (L'|R’) € S definieren wir rekursiv:
z+y=(L+y)U(x+L)|(R+y)U(z+R)),
—x:=(-R|-L),

wobeix + L={x+1:1€ L}.

Bemerkung I1.11.15. Es ist keineswegs trivial, dass die Addition mit ~ vertraglich ist und tatséchlich
surreale Zahlen produziert. Im ersten Schritt kénnen wir die Definition gedanklich zuné&chst nur auf die
urspriinglichen Elemente {L, R} anwenden und die Forderung | < r fiir [ € L und r € R ignorieren.
Der néchste Schritt zur Wohldefiniertheit ist das folgende Lemma.

Lemma I1.11.16. Fir alle x,y,z € S gilt

Ly <= v+ z2<y+=z

Beweis. Sei x = (L|R) € Sq, y = (I'|R') € Sp und z = (L"|R") € S,. Wie {iiblich seien I,r,1',...
Elemente aus L, R, L', . ... Wir wihlen Kardinalzahlen a < b < ¢ mit {a, b, ¢} = {a, b, ¢c}. Sei z+2 < y+2,
aber x > y. Dann existiert ein [ mit [ > y oder ein r’ mit 7’ < 2. Durch Induktion nach (a,b,¢) folgt
l4+2z>y+zoder ' + 2 <z + 2z (der Induktionsanfang folgt aus der einfachen Gleichung 0+ 0 = 0).
Beides widerspricht « + z < y + 2. Daher gilt z < y.

Sei nun x < y, aber x + z > y + z. Dann gilt eine der folgenden Aussagen:
l+z>y+ 2z, r+1">y+ 2, r+z>7"+ 2, r+z>y+r".

Induktiv gilt y +1” >z + 1" und y +r” > x + r”. Nach dem ersten Teil des Beweises folgt eine der
Aussagen:

>y, ">z, x> z>7".

- 9 -

Alle Aussagen widersprechen x < y oder [Lemma IT.11.10] 0

Bemerkung I1.11.17. Aus|[Lemma IT.11.16| folgt

<y < r+z<y+z,
r<a, y<y = z+y<i+vy.

Mit den iiblichen Bezeichnungen gilt [ +y <r+y, [+y <z +7, 2+ <r+yund z+1' < x+7r'. Dies
zeigt  +y € S. Ist x = 2’ und y = ¢/, so ergibt sich x +y = 2’ + ¢/, d. h. die Addition ist wohldefiniert.
Ahnlich zeigt man

TSy = —Yy=< -z

Aus [ < r folgt insbesondere —r < —[. Also ist auch —z € S.

Lemma I1.11.18. Fiir alle x,y,z € S gilt:
(i) c+y=y+xund (z+y)+z=x+ (y+ 2).
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(1)) x4+ 0=z und x + (—z) = 0.

Beweis. Wie tiblich sei © = (L|R), y = (L'|R') und z = (L"|R").

(i)

(i)

Die Gleichung x + y = y + « ist trivial. Es gilt

(r+y)+2=(L+yUx+L |R+y,z+R)+z2

=((L+y)+zU@+L)+zU(+y)+L"]|
(R+y)+zU(@x+R)+2U(z+y)+ R
(L+@y+2z)Uz+ (L' +2)Uz+ (y+ L") |
R+(y+2)Uz+ (R +z)Uz+(y+R"))
=z+ (L' +zUy+L" | R+2Uy+R")
=z+ (y+2)

Offenbar gilt 0 + 0 = (&|@) = 0. Induktiv folgt t+0=(L+0| R+0) = (L, R) = z. Aukerdem
ist e+ (—x)=(L+ (—z)Ux+ (—R) | R+ (—x) Uz + (—L)). Aus |Lemma II.11.16|folgt induktiv
I+ (—z) <l+ (1) =0und z + (—r) < r+ (—r) = 0. Dies zeigt  + (—z) < 0. Analog ist
O=r+(—r)<r+(—z)und 0 =1+ (=) < z+ (=I). Damit ist 0 < x + (—z) bewiesen. O

Bemerkung 11.11.19. [Lemma II.11.18 zeigt, dass die surrealen Zahlen bzgl. Addition eine abelsche
Gruppe bilden. Wir kénnen nun wie gewohnt 2 — y anstelle von = + (—y) schreiben.

Beispiel I1.11.20.

(i)

Wir haben bereits 1 = (0|@) definiert. Fiir n € N setzen wir induktiv n := (n — 1|@). Dann gilt
n+m=mn—-1|2)+(m—-1|8)=n—-14+m, n+m—-1[2)=n+m—-1]|2).

Auf diese Weise kann man alle ganzen Zahlen als surreale Zahlen auffassen. Allgemeiner kann
man jede Kardinalzahl a mit ({b: b < a} | @) identifizieren.

Sei x := (0|1) € S. Nach [Lemma II.11.10/ gilt 0 < z < 1 und =z + = = (z|xr + 1). Es folgt

z+2 <1< z+z. Man kann also 3 := (0[1) definieren. Analog zeigt man 1 = (0|3) usw. Auf diese

Weise lassen sich alle rationalen Zahlen der Form 2% mit ¢ € Z und n € N als surreale Zahlen

realisieren. Fiir jede weitere reelle Zahl r € R existieren a,, € Z mit a,27" <r < (a, + 1)27" fiir
alle n € N. Es folgt

r=({a.27" :n €N} [{(an +1)27" :n EN}) €.

Definition I1.11.21. Fiir surreale Zahlen x = (L|R) und y = (L/|R’) definieren wir

voyi=ay:=(ly+al' =1, ry+ar’ —r' | ly+ar’ =0 ry+ 2l -2l 117,07,

wobei jeder Term wie ly + 2" — I zu einem Tupel von Parametern wie (I,1') € L x L' gehort.

Lemma I11.11.22. Fir alle x,x1,22,y,y1,y2 €S gilt:

(i) zy € S.
(ii) Aus x =y folgt vz = yz.
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(iii) Aus x1 < xo und y1 < ya folgt x1y2 + xoy1 < x1y1 + x2y2. Die Ungleichung ist strikt, falls z1 < xo

und y1 < ya.

(v) x,y >0 = zy > 0.

Beweis. Wir beweisen die ersten drei Aussagen simultan durch Induktion.

(i) Die Bestandteile von zy sind induktiv surreale Zahlen. Wir miissen

(i)

(iii)

(iv)

hy+xl' — 1" < loy + v’ — lor, ly +zl) — U} < ry+ azly —rl,

ry + xr’l - 7‘7“’1 <ly+ :m“é — lré, ry+aor’ —rir’ <ry+ ol —rld

zeigen. Nehmen wir [y < Iy an. Dann folgt l1y + lol’ < [0’ + loy und lor’ + zl’ < Il + v’ aus (iiil).
Insgesamt ist
hy+axl' — Ll <lby+al — Ll <loy+xr —lar.

Gilt hingegen lo < I, so hat man I1r" + zl’ < Iyl' + xr’, lor’ + 11y < loy + l17' und
hy+al' — Ll <lhy+ar’ — L' <lgy+ar’ —lor'.

Damit ist die erste der vier Ungleichungen bewiesen. Die anderen drei sparen wir uns.

Induktiv gilt bereits 21" = yl” und zr” = yr”. Mit folgt lz4xl" —1I" < yzund rz+ar” —rr’" <
yz. Analog zeigt man xz < 'z +yr” —U'r” und zz < v’z + yl"” — r'l". Also gilt vz < yz. Aus
Symmetriegriinden folgt yz < xz.

Nach konnen wir z; < x9 und y; < y2 annehmen (man beachte, dass wir im Beweis von nur
die strikte Ungleichung fiir benutzt haben). Wir bezeichnen die zu beweisende Ungleichung
mit U(z1, z2,y1,y2). Wir benutzen Induktion nach (a, b, c,0), wobei y; € Sq, y2 € Sp, 21 € S,
To € Sp. Wiire lo < x1 und xo < 7y fiir alle Is und 71, so hitten wir zo < x1. Also gilt 1 < 11 < a9
fiir ein Iy oder x; < ly < xg fiir ein r;. Nehmen wir den ersten Fall an (der zweite Fall ist analog).
Induktiv gilt U(ry, x2,y1,y2). Es geniigt, U(x1, 71, y1, y2) mit strikter Ungleichung zu zeigen, denn
dann wére

(x1y2 + r1y1) + x2y1 < 1y1 + (r1ye + T2y1) < 1y + iy + T2y,
T1Yy2 + x2y1 < X1Y1 + T2yo

nach [Bemerkung I1.11.17, Wir kénnen nun analog y; < r} < ya annehmen. Dann gilt U (z1, 71,7}, y2)
und es verbleibt U(z1,71,y1,7)) = U(z, 7, y,r’) mit strikter Ungleichung zu beweisen. Das bedeutet
ry + axr’ —rr’ < zy und gilt nach (i) (im Beweis von ({ij) haben wir (iii) nur fiir eine niedrigere
Induktionsstufe benutzt).

Folgt aus (i) mit (x1,x2,y1,y2) = (0,2,0,y). O

Lemma 11.11.23. Fir alle x,y,z € S gilt:

(1)
(1i)
(iii)

xy =yzr und (x + y)z = xz + y=z.

(y)z = z(y2).

lx = x.
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Beweis.

1) Vertauscht man z und y, so bleiben die lerme auf der linken Halite von xy invariant, wahren
i) Vi h d bleiben die T f der linken Half i i dhrend
die Terme auf der rechten Hélfte vertauscht werden. Dies zeigt zy = yz. Sei x + y = (S|T") und
s € S sowie t € T'. Der erste Term der linken Hélfte von (z + y)z besteht aus Elementen der Form
{sz+(@x+" =sl"} ={(l+y)z+(@+" = U+PI", (x+1Nz+ (x+ )" — (x+ )"}
={(z+al" - 1" +yz, 2+ Uz +yl" = 1'I")}.
Dies sind Bestandteile der linken Hélfte von zz + yz. Die anderen Terme behandelt man analog.

(ii) Die linke Hélfte von (xy)z besteht nach () und Induktion aus Elementen der Form

(ly+al' =1z + (ay)l”" — (ly + 2l =1 =1(yz) +x('z+yl”" = V1" = 1"z +yl" = 1'1"),
(ry +xr’ —rr')z + (xy )l” (ry + zr’" —re)l" = r(yz) +x(rz+yl” 1"y —r(r'z +yl” — 21",
(ly + zr’ — lr')z + (zy)r” — (ly +ar’ = ") =1(yz) + z(r'z + yr” — ') =102+ yr” — "7,
(ry +al' —rl )z + (xy)r” — (ry + 2l — )" =r(yz) + a2’z +yr” = Ur") —r(l'z + yr" = U'r").

Das stimmt mit der linken Hélfte von z(yz) iiberein. Analog behandelt man die jeweils rechten
Halften.

(iii) Es gilt
z-0=2z-(99)=(2@) =0,

z-1=x-(0@) = (11 + 20 — 10 | r1 + 20 — r0) = (L|R) = x. -

Beispiel I1.11.24. Fir n,m € N, gilt
nm=(n—1)m+nm—-1)—(n—-1)(m—-1)|2) =(nm—1|2)

wie zu erwarten. Aullerdem ist

1

1 1 113
2.- = (1@) - 1:<f 2.0-1-0] = 2,1_1,1>:<7‘7):1.
5 (1]@) - (0]1) 2+ 0 0 2+ 2|3

Bemerkung I11.11.25.

(i) Die Definition von xy ldsst sich durch folgende Ungleichungen motivieren:

=Dy —=0)>0, (r—2)('—y)>0, (-0 -y)>0, (r—a)(y—10)>0

(ii) Aus|Lemma II.11.23|folgt, dass (S, +,-) ein kommutativer Ring ist (sofern man darauf verzichtet,
dass Ringe Mengen sein miissen). Man kann weiter zeigen, dass S sogar ein (angeordneter) Korper
ist, d.h. jedes # € S\ {0} besitzt ein multiplikatives Inverses. Die rekursive Definition von x~1 ist
jedoch aufwendig, wie man bereits an

1 “ 11 "1
:2@—1:( f\f N)
;= (219) ;M 4"+kz4k ne

sieht. Wir haben bereits nachgerechnet, dass Addition und Multiplikation von natiirlichen Zahlen
mit den entsprechenden Operationen in S iibereinstimmen. Daraus folgt leicht, dass Q ein Teilkorper
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von § ist. Dies lasst sich auf R erweitern. Sei dazu r = (a,|b, : n € N) € R mit ay,, b, € Q wie in
[Beispiel II.11.20] Fiir m € N gilt zunachst

mr = ((m —1)r +ma, — (m — 1)a, | (m — 1)r + mb, — (m — 1)by)
=((m—1r+ap|(m—1)r+by,),

wobei beide Seiten im Reellen gegen mr konvergieren. Sei nun s = (al,|b),) mit a,,, b, € Q. Dann
gilt

/ !/ / / / / !/ /
rs = (aps +ra,, — ana,,, bps+rb,, —bpb,, | ans +rb,, —anb,,, bys+ ra,, — bpa,,),

wobei wieder beide Seiten gegen rs konvergieren. Somit ist auch R ein Teilkérper von S mit
der gleichen Ordnungsrelation. Man kann allgemeiner zeigen, dass jeder angeordnete Korper ein
Teilkérper von S ist.

(iii) Im Gegensatz zu R stimmt die Arithmetik beliebiger Kardinalzahlen nicht mit den Operationen
in S iiberein. Nach gilt beispielsweise N + N = N. Dies bedeutet umgekehrt, dass man
surreale Zahlen mit tiberraschenden Eigenschaften konstruieren kann. Sei dafiir a = (N|@) = N.
Dann erhélt man mit = := (N]a) eine surreale Zahl, die grofer als jede reelle Zahl, aber kleiner als
a ist. Genauer gilt

z+1=N+Lz|a+1l)=(z|a+1)=aqa,

wie man leicht nachrechnet. Sei nun y := (N | a —n :n € N). Dann gilt
y+ty=N+yla-N+y)=aq,

denn n+y <a,n<n+yund a <a—n+y Man kann also y = § definieren. Sei schlieflich
z:=(N|27"a:n € N). Aus|[Lemma I1.11.10| folgt nz < a und (27" +27™)z < 27" ™q fiir alle
n,m € N. Damit ergibt sich

2?2 = (nz +zm—nm, 27 "az +2""az — 9 n—mqg?2 | nz+227""a — n2_ma) < a.

Umgekehrt ist a < 22, denn n < 22 und a < nz + 227™a — n2~"a. Dies zeigt 4> = a und y = \/a.
Man kann allgemeiner zeigen, dass jede positive surreale Zahl fiir jedes n € N eine n-te Wurzel
besitzt. Analog zur Konstruktion von C aus R, erhélt man durch Adjunktion einer Quadratwurzel
von —1 zu S einen algebraisch abgeschlossenen Korper.

Aufgaben

Aufgabe II.1. Sei M eine Menge. Zeigen Sie, dass P(M) bzgl. der symmetrischen Differenz
AcB:=(AUB)\(BNA)

eine Gruppe ist.

Aufgabe I1.2. Sei T'(n) C N die Menge aller positiven Teiler einer Zahl n € N,. Untersuchen Sie,
wann T'(n) bzgl. der Teilbarkeitsrelation total geordnet ist.

Aufgabe I1.3. Beweisen oder widerlegen Sie: Zwei total geordnete Mengen sind genau dann isomorph,
wenn sie gleichméchtig sind.
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Aufgabe I1.4.
(a) Konstruieren Sie eine Wohlordnung auf Z.

(b) Fiir gekiirzte Briiche ¢, § € Q. sei

<§ <= a<cV(a=cAb<d).

S e

Zeigen Sie, dass (Q4, <) eine wohlgeordnete Menge ist.

(c) Konstruieren Sie eine Wohlordnung auf Q.
Aufgabe IL.5. Zeigen Sie, dass N> — N, (z,%) — 2%(2y + 1) — 1 eine Bijektion ist.

Aufgabe 11.6. Eine Ordinalzahl o > 0, die keinen Nachfolger besitzt, nennt man Limeszahl. Zum
Beispiel ist N eine Limeszahl. Fiir Ordinalzahlen «, 8,y definiert man induktiv

« falls g =0,

a+pg:={d(a+ty)" falls =17,
U a++ falls 5 eine Limeszahl ist,
vep

0 falls 5 = 0,
a-fi=da v+ falls 3 =T,
J - falls 5 eine Limeszahl ist,

veB
1 falls B =0,
QB =da-a falls B=~T,
J o7 falls 5 eine Limeszahl ist.
veB

Wie iiblich benutzen wir Punkt- vor Strichrechnung. Zeigen Sie:
(a) Fiir jede Limeszahl v gilt v = (Jge,, B-

(b) Sei § eine Limeszahl. Dann ist o + 3 eine Limeszahl. Ist a > 0 (bzw. o > 1), so ist auch « - § (bzw.
o) eine Limeszahl.

(c) Esgilta—i—ﬂ%cyulxﬁ,a-ﬁgaxﬁundoﬁ%{f:ﬁ—mx:|b€,8:f(b)7é0\ < 0o} mit der
Definition aus [Bemerkung T1.7.13]

) Esgilt (a+8)+v=a+(B+v)und (a-B) - y=Za-(8-7).

) Esgilt a- (84+7v) 2 a- B+ a-, aber im Allgemeinen (a + ) -y Za-v+ 5 -7.
) Es gilt o7 = af - a7 und ()7 = o#7, aber im Allgemeinen (a - B)Y 2 a7 - 7.
)

Sind a und 8 abzdhlbar, so auch a + 3, a - § und o”.
Bemerkung: Als Kardinalzahl ist NY¥ > 2N > N iiberabzihlbar.

Aufgabe I1.7. Sei G ein vollstandiger Graph mit mindestens 17 Ecken, sodass jede Kante rot, gelb
oder blau geférbt ist. Zeigen Sie, dass GG ein einfarbiges Dreieck besitzt.
Hinweis: Benutzen Sie die Ramsey-Zahl R(3,3) = 6.

101



Anufgabe I1.8. Zehn Kinder stehen beim Sportunterricht in einer Reihe. Zeigen Sie, dass es drei Jungen
oder drei Méadchen gibt, die in gleichen Absténden voneinander stehen (z. B. an Position 3,5,7 oder
1,5,9). Geht das auch noch, wenn einer fehlt?

Bemerkung: Der Satz von VAN DER WAERDEN besagt allgemeiner: Werden die natiirlichen Zahlen in
zwel Klassen eingeteilt, so existieren fiir jedes k Zahlen a, d, sodass a,a + d,a + 2d,...,a + kd in einer
Klasse liegen.
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Abbildung, siehe Funktion
abgeschlossene Hiille,
Ackermann, [46]

Ackermann-Funktion, [44]
Affirmation der Konsequenz, [T]]
Aleph,
Algorithmus, [49]
Allquantor,
Alphabet, [4]
angeordneter Korper, [70]
Antikette, [82]
Aquivalenz
Aquivalenzklasse,
Aquivalenzrelation,
Assoziativitit, [12] 28] [58]
Aussage, [f]

gilt,

wahr/falsch,
Aussagenlogik, [5]
Aussonderungsaxiom, [57]
Auswahlaxiom, [57]
Axiom, [4]
Axiomenschema, [6]

B
Banach-Tarski-Paradoxon, [5§]

Band, [A7]

leeres, [47]
Beth,
Beweis, ]

konstruktiver, [16]

unter Annahmen, []
Bild, [60]
Binomialkoeffizient, [79]
binomische Formel,
boolesche Algebra, [12]
Brouwer, [16]
Burali-Forti-Paradoxon, [67]

C
Calkin-Wilf-Folge, [75]
Cantor, [50} [71]
1. Antinomie, [7]]
1. Diagonalisierung,
2. Antinomie,
2. Diagonalisierung, [77]
Normalform, [74]
Paarungsfunktion, [6§|
Cantor-Bernstein,
Church,
Church-These, [43]
Conway, [04]
Cook, [13]

D

De Morgansche Regeln,
De Bruijn-Erdés, [85]
Dedekind, [A7]
Dedekind-Schnitt, [75]
Deduktion,



Deduktionslemma, [f]
Definitionsbereich,
Diagonalfunktion, [40]

Differenz
symmetrische,
Dilworth, [83]

Disjunktion, [TT]

Distributivitét, [[2] 28} (g

Durchmesser,

E

Einbettung,
Einschrankung,
Element,

groftes, [63]

kleinstes, [63]

maximales, [63]

minimales,
Elementaraussage,
Endlichkeitssatz, 26]
Erfiillbarkeitsproblem, [I3]
Ersetzungsaxiom, [57]
Euklid,
Existenzquantor,
Exponentialfunktion, [79]
Extensionalitdtsaxiom, [57]

F
Fakultét, [69]
Fibonacci-Funktion, [36]
Filter, [85]
konvergiert,
Fleifiger Biber,
Formel, [4]
beweisbare, []
einstellige,
geschlossene, [17]
représentiert, [30]
syntaktisch représentiert,
Formelmenge
abgeschlossene, [23]
konsistente, 23]
Fréchet-Filter,
Frege,
Fundamentalsatz der Algebra, [79]
Fundierungsaxiom, [57]
Funktion
berechenbare,
bijektive,
boolesche,
charakteristische, [33]
normierte, [33]
injektive, [60
n-stellige,
partielle, 7]

p-rekursive, [A9]
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rekursive, [3]]
représentierbare, [31]
stetige, [02]
surjektive,
totale, [60]

Fuzzylogik, [[2]

G
Gabay-O’Connor,
Galvin,

Generalisierung,
Gleichheitszeichen, 21]
Godel
B-Funktion,
1. Unvollsténdigkeitssatz, [40]
2. Unvollstandigkeitssatz, [43]
Vollsténdigkeitssatz, 25
Godelisierung, [48]
Godelnummer,
Goldbachsche Vermutung,
Goodstein-Folge, [42]

Gruppe,

H
Halls Heiratssatz,
Halteproblem, [49]
Hauptfilter, [30]
Hausdorff-Raum, [00]
Heine-Borel, [91]
Henkin,
Hilbert, [4]
Hintereinanderausfiihrung,
Homg6omorphismus, [92]

1
Idempotenz,
Identitét, [60]
Imaginérteil, [78]
Implikation, [10]
Inklusion,
Inklusions-Exklusions-Prinzip,
inneren Punkt,
Inneres,

Interpretation, @ @
Intervall, [77]

Intuitionismus,
Isomorphiesatz,
Isomorphismus,
Ivanov, [85]

K
Kalkiil,
entscheidbares, [44]
erster Stufe,
konsistentes, [T3]
korrektes, [13]
negationsvollstandiges,



vollstandiges, [[3]
widerspruchsfreies, [13]
Kalmar,
Kardinalitat,
Kardinalzahl, [67]
unerreichbare, [71]
kartesisches Produkt, [59]

Kelley,

Kette,
maximale,
Klasse, 5§

Kodierung, [37]

Kollision, [T7]
Kommutativitét,
Kompaktheitssatz,
Komposition, [32

Konig, [72]
Konjunktion, [T1]

Kontinuumshypothese,

verallgemeinerte,
Kontraposition,
Kugel, [87]

L

lean,
Lebesgue, [02]
Leermengenaxiom, [57]

Lenstra,
Limeszahl,
Liouville-Konstante, [79]
Logarithmus, [79]
Logik

mehrwertige, [[2]

Lubell,
Lukasiewicz,

M
Miéchtigkeit,
Menge,

(un)endliche,
(iiber)abzéahlbare,
disjunkte, 5§
geordnete,
gleichmichtige,
homdomorphe, [02]
isomorphe, [65]
leere, [56]
wohlgeordnete,
Meredith, [6]
Metaebene, [4]
Metrik, [87]
diskrete, [87]
Millennium-Problem, [I3]
Mirsky,
Modell,
Modellexistenzsatz, [25]
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Modus barbara, [0]
Modus ponens, [

N
Nachfolger, [20] [67]
Negation, [I0]
doppelte,

Nichtstandard-Analysis, 1] [9/]

Nichtstandard-Modelle,
Norm, [87]

euklidische,
Nullfunktion,

(0]
Ordinalzahl, [65]
Ordnung
anti-lexikografische,
Ordnungsrelation,

P
P/NP,
Paar, 59|
Paarmengenaxiom, [5§]
Pascalsches Dreieck,
Peano-Arithmetik,
Permutation,
Philosophie,
polnische Notation, [6]
Potenzmenge, [57]
Potenzmengenaxiom, [57]
Primzahlzwillinge,
Principia Mathematica,
Produkt-Topologie, [89]
Projektion, [32]
Prolog, [16]
Prédikat,
n-stelliges,
Préadikatenlogik
erster Stufe, [I7]
mit Gleichheit, [21]
zweiter Stufe,

Q
Quadratwurzel, [7§|

R
Rado-Funktion, [50]
Ramsey, [83]
Ramsey-Zahl,
Rand,
Randpunkt,
Raum

metrischer, [87]
normierter,
topologischer,
zusammenhéngender,
Realteil, [7§|



Rekursion, [32]
Relation, 59|

(anti)symmetrische,

reflexive,
rekursive,

reprisentierbare, [30]

totale, [59]

transitive, [59]
Relativtopologie,
Reprisentantensystem,

Rice, [50]

Robinson-Arithmetik, [/7] [55]

Rossers Trick, [42]
Russellsche Antinomie,

S

SAT, [13]
Satz, [

vom ausgeschlossenen Dritten,

vom Widerspruch,
Schaltkreis, [54]
Schlussregel, []
Deduktion,
Generalisierung,
Modus barbara, [f]
Modus ponens, [j]
Spezialisierung, [I8]
Schranke
obere,

untere, [63]
Semantik, [

Signumfunktion, [33]
Sperner, [82]
Spezialisierung,
Standard-Interpretation
von A,
von PA, [27]
Standardteil, 04]
Supremumn, [76]
Syntax,

T
Tautologie,
Teilmenge,
abgeschlossene, [87]
beschrénkte, [01]

dichte, [76]
echte,

koendliche,

kompakte,

offene, [87]
Tennenbaum, 4]
Term, [T7]

geschlossener,

Topologie,
diskrete, [87]
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feine, [87]
grobe, [87]

koendliche,
kompakte,
metrisierbare,
triviale, [87]

Tréger, [73]

Transfinite Induktion, [63]

Trennungsaxiom,

Tripel,

Tupel, (9|

Turing, [52]

Turing-Maschine, [46]
deterministische, [47]
Eingabe, [A7]
terminiert, [47]
universelle, [50]

Tychonoff, [89]

U
Ultrafilter, [BH
Umgebung,
Umkehrfunktion,
Umkehrung,
Unendlichkeitsaxiom, [57]
Universum, [19]
Unvollstandigkeitssatz
erster,
zweiter, [43]
Urbild, [60]

A%

van der Waerden, [102]
Variable

freie, [17]

gebundene, [I7]
Venn-Diagramm, [57]
Vereinigung

disjunkte,
Vereinigungsaxiom, [57]
Verkettung, |60}
vollsténdige Induktion, [67]
Vollstéandigkeitssatz,

\%%
Wahrheitstabelle, [10]
Wertebereich,
Wohlordnungssatz, [64]
Wurzel, [78]

X

XOR,
Z

Zahl

(un)gerade,
algebraische, [79]



ganze, [74]
hyperreelle, 03]
endliche,

irrationale, [77]
komplexe, [7§|
natiirliche, [67]
rationale, [74]
reele, [76]
negative, [76]
positive, [76]
surreale, [05)]
transzendente, [79]
Zeichen, [37]
Zermelo-Fraenkel,
Zorns Lemma, @

Zwerge, [62]
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