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Vorwort

Die vorliegenden Notizen sind im Rahmen eines Seminars im Sommersemester 2019 an der Friedrich-
Schiller-Universitat Jena entstanden. Grundlage des Seminars war das Buch ,/ The joy of sets* von
K. Devlin. Die folgenden Seiten haben allerdings recht wenig mit dem Buch gemeinsam, sondern dienen
eher meiner eigenen Referenz.

1 Logik

Definition 1.1.

(i) Eine Aussage A ist ein Ausdruck, der entweder den Wahrheitswert wahr (w) oder falsch (f)
annimmt. Man sagt dann A g¢ilt bzw. A gilt nicht.

(ii) Fiir Aussagen A und B sind auch —A (nicht A), ANB (A und B), AV B (A oder B), A =
B (A impliziert B) und A < B (A genau dann wenn B) Aussagen mit den offensichtlichen
Wahrheitswerten.

(iii) Ein Pradikat ist eine Aussage A = A(x), deren Wahrheitswert von einer Variablen x abhéngt.
Dann sind Vz : A(z) (fir alle x gilt A(z)) und 3z : A(z) (es existiert ein x, sodass A(x) gilt)
Aussagen.



Bemerkung 1.2.

(i) Im Gegensatz zum alltéglichen Sprachgebrauch ist das mathematische oder nicht zum entweder
oder gleichbedeutend. Das heifst, die Aussage w V w ist wahr.

(i) Man kann den Wahrheitswert einer Aussage durch Wahrheitstabellen bestimmen. Zum Beispiel

gilt
A B A=21B
w W w
w f f
f w w
f f w

Lemma 1.3. Fiir Aussagen A, B und C gelten die folgenden Aussagen:
(i) (AANW) < A und (AV ) < A (Neutralitat).
(ii)) (ANA) < A und (AV A) < A (Idempotenz).
(iii)) (AN B) < (BAA) und (AV B) < (BV A) (Kommutativitdt).
(

(i) (AANB)AC) & (AN(BAC)), (AVB)VC) e (AV(BVC)) und (Ae B) & C) & (As

(B < C)) (Assoziativitit). Die Aussagen AN B A C usw. sind also wohldefiniert.
(v) (AN(BVC)) < (AANB)V(AANC)) und (AV (BAC)) < ((AV B)A(AV Q) (Distributivitit).
(vi) (——A) < A (doppelte Negation).
(vii) AV —A (Satz vom ausgeschlossenen Dritten) und —(A A —=A) (Satz vom Widerspruch).
(viii) =(AA B) < (wAV =B) und -(AV B) < (mA A —-B) (DE MORGANsche Regeln).
(ixr) (A= B) < (mAV B) & (=B = —A) (Kontraposition).
(z) (A= B)A(B=C))= (A= C) (Transitivitit).
(zi) (AN (A= B))= B (Modus ponens)
(zii) (A< B) < (A= B)AN(B=A)).

Beweis. Alle Aussagen lassen sich durch Wahrheitstabellen verifizieren. Alternativ kann man Aus-
sagen auch aus anderen Aussagen herleiten. So folgt der Satz vom Widerspruch aus dem Satz vom
ausgeschlossenen Dritten durch Anwendung der ersten De Morganschen Regel und der doppelten

Negation. O

Bemerkung 1.4.

(i) Die De Morganschen Regeln lassen sich allgemeiner in der Form (—Vz : A(x)) < 3z : (-A(z))
und (—3z : A(z)) & (Vz : (-A(x))) fir Pradikate formulieren.

(ii) zeigt, dass man mit den Symbolen — und A alle weiteren Terme bilden kann.



Beispiel 1.5. Ein Logikrétsel: Sie sind Staatsanwalt in einem Prozess mit zwei Angeklagten, von denen
einer stets die Wahrheit sagt, wihrend der andere immer liigt. Sie wissen aber nicht, wer die Wahrheit
sagt. Mit welcher Ja-Nein-Frage an einen der Angeklagten kénnen Sie das Verbrechen aufkléaren?

Antwortﬂ:

2 Mengen

Definition 2.1 (CANTOR). Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten z unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Man sagt dann:
x ist ein Element von M und schreibt © € M sowie M = {z : v € M} (bzw. z ¢ M fiir ~(x € M)).
Man nennt M leer, endlich bzw. unendlich, falls M keine Elemente, endlich viele bzw. unendlich viele
Elemente enthélt.

Bemerkung 2.2 (RusseLLsche Antinomie). |Definition 2.1]ist ungenau, denn sie lasst Mengen zu, die
zu logischen Widerspriichen fiihren. Sei beispielsweise M die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst
enthalten. Die Aussage M € M kann dann weder wahr noch falsch sein. Um solche Widerspriiche zu

verhindern, fithrt man ein Axiomensystem ein ([Definition 2.5)).

Definition 2.3. Fiir Mengen A und B sei

AUB:={x:x€ AVzx € B} (Vereinigung),
ANB:={x:x€ ANz € B} (Durchschnitt),
A\B:={z:x€ ANz ¢ B} (Differenz)

(die Schreibweise := besagt, dass die linke Seite durch die rechte definiert wird). Im Fall AU B = B ist
A eine Teilmenge von B. Man schreibt dann A C B oder A C B, falls zusétzlich A # B (man spricht
dann von einer echten Teilmenge). Ist A keine Teilmenge von B, so schreibt man A ¢ B.

Bemerkung 2.4. Vereinigungen und Durchschnitte von Mengen lassen sich graphisch durch VENN-
Diagramme darstellen:

1Zum Lesen den weiken Text markieren.



Sind mehr als drei Mengen im Spiel, so ldsst sich die allgemeine Situation nicht mehr durch Kreise
darstellen. Das Coverbild zeigt ein Venn-Diagramme fiir fiinf Mengen mit Hilfe von Ellipsen.

Definition 2.5 (ZERMELO-FRAENKEL). Jedes mathematische Objekt wird formal aus Mengen konstru-
iert. Dabei sind ausschlieflich folgende Aziome zugelassen (dies sind Aussagen, deren Wahrheitswert
auf w festgelegt ist):

1) (Unendlichkeitsaxiom) Es existiert eine unendliche Menge M mit x € M = z U {z} € M.
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(1) (

(2) (Extensionalitdtsaxiom) Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.
(3) (Fundierungsaxiom) Jede nichtleere Menge M besitzt ein Element x € M, sodass M N x leer ist.
(4)

4) (Ersetzungsaxiom) Sei A(x,y) ein Pradikat mit der Eigenschaft (A(z,y) A A(z,2)) = y = 2. Fir
jede Menge B existiert dann eine Menge C mit z € C < (Jy € B : A(z,vy)).

(5) (Vereinigungsaxiom) Fiir jede Menge A existiert eine Menge B mit der Eigenschaft z € B < (3C €
A:x € (). Man schreibt B =, 4 a.

(6) (Potenzmengenaxiom) Fir jede Menge M ist auch P(M) := {N : N C M} eine Menge, die man
Potenzmenge von M nennt.

(7) (Auswahlaxiom) Ist A eine Menge von nichtleeren Mengen, so existiert eine Menge B, die zu jeden
C € A genau ein x € C enthilt.
Bemerkung 2.6.

(i) In der Literatur finden sich weitere (historisch motivierte) Axiome, die man jedoch aus den oben
genannten ableiten kann. Beispielsweise impliziert das Ersetzungsaxiom das

Aussonderungsaxiom: Ist A(z) ein Pradikat und B eine Menge, so existiert eine Menge C' mit
reC & (xe BAA(x))

(wahle A(x,y) := (z =y A A(x))). Man schreibt C = {z € B : A(z)}. Aus dem Unendlichkeitsaxi-

om und dem Aussonderungsaxiom erhélt man das
Leermengenaxiom: Es existiert eine leere Menge @.

(wihle A(x) :=f). Nach dem Extensionalititsaxiom ist & die einzige leere Menge. Zwei Mengen A
und B heifsen disjunkt, falls AN B = @. Schlieflich ergibt sich das

Paarmengenaziom: Fiir Mengen A und B existiert eine Menge C, die nur A und B als Elemente
hat.

Dafiir wendet man das Ersetzungsaxiom auf
M :=P(P(2)) = P({2}) = {2, (o))

mit dem Pradikat
Alz,y) = (=2 Ay=A)V(z={0} ANy =DB)

an. Man schreibt C' = {A, B}. Mit dem Vereinigungsaxiom folgt schlieflich, dass AU B tatséchlich
eine Menge ist. Das Aussonderungsaxiom garantiert, dass auch AN B und A\ B Mengen sind.



(ii) Das Fundierungsaxiom verhindert die Russellsche Antinomie. Nach Gédels zweiten Unvollstandig-
keitssatz ist es jedoch unmdoglich zu beweisen, dass die Zermelo-Fraenkel-Axiome keine anderen
Widerspriiche liefern. Ist dies tatsichlich der Fall (wovon die meisten Mathematiker ausgehen),
so besagt Godels erster Unvollstandigkeitssatz, dass es Aussagen gibt, deren Wahrheitswert
sich nicht bestimmen lasst. Das bekannteste Beispiel hierfiir ist die Kontinuumshypothese (siehe
IBemerkung 8.7)).

(iii) Manche Mathematiker verzichten auf das Auswahlaxiom, da es die Konstruktion kontraintuitiver
Mengen zuldsst: Das Banach- Tarski- Paradoxon besagt beispielsweise, dass man eine dreidimensio-
nale Kugel in endlich viele Teile zerlegen kann, die anders zusammengesetzt zwei Kugeln vom
gleichen Volumen wie die Ausgangskugel ergeben.

(iv) In seltenen Fillen benotigt man Objekte, die zu ,grof* sind um Mengen zu sein. Diese heiffen
Klassen. Zum Beispiel ist die Gesamtheit aller Mengen eine Klasse (Bemerkung 8.7]).

Lemma 2.7. Fiir Mengen A, B und C' gilt:

(i) AUA=A=ANA (Idempotenz).

(ii)) AUB =BUA und AN B = BN A (Kommutativitdt).

(i) (AUB)UC =AU (BUC) und (ANB)NC = AN (BNC) (Assoziativitit).

(iv) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) und AU (BNC)=(AUB)N(AUC) (Distributivitit).

(v) A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) und A\ (BNC)=(A\B)U(A\C) (De Morgansche Regeln).
(vi) ANBC AC AUB.
Beweis. Durch logische Deduktion mittels oder mit Venn-Diagrammen. Zum Beispiel

reAN(BUC) & (ze AN(xeBUC)) & (ze AN(xeBvze())
S ((xeAnzeB) Ve Anze(O) s xe(ANB)UANQ). O

3 Relationen

Definition 3.1.

(i) Seien A und B Mengen mit a € A und b € B. Dann heift (a,b) := {{a}, {a,b}} (geordnetes) Paar
von a und b. Im Gegensatz zur Menge {a,b} gilt (a,b) = (d/,V) & (a=d ANb=1V).

(ii) Die Menge
Ax B:={(a,b):a€ ANbE B}

heilst kartesisches Produkt von A und B.

(iii) Induktiv definiert man Tripel (a,b,c) := (a,(b,c)) und allgemeiner n-Tupel (ai,...,a,) =
(a1, (ag,...,ay)) fir n > 2. Analog ist A; x ... x 4, = A} x (A2 x ... x A,) fir Mengen
A1, ..., Ay. Speziell setzt man A" := A x ... x A (n Faktoren).

(iv) Eine Relation auf A ist eine Teilmenge ~ C A x A. Man schreibt dann a ~ b, falls (a,b) € ~.
Man nennt ~

o reflexiv, falls Va € A :a ~ a.

o symmetrisch, falls Va,be A: (a~b= b~ a).



antisymmetrisch, falls Va,b € A: (a ~b~a = a=0).

transitiv, falls Va,b,c€ A: (a ~b~c=a~c).

total, falls Va,b € A: (a ~bV b~ a).

Aquivalenzrelation, falls ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

o Ordnungsrelation, falls ~ reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

(v) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge A und a € A, so nennt man [a] := {b€ A:a~b} C A
die Aquivalenzklasse von a.

Beispiel 3.2. Auf jeder Menge M ist die Gleichheitsrelation eine Aquivalenzrelation und die Teilmen-
genrelation C ist eine Ordnungsrelation auf P(M).

Lemma 3.3. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A, so existiert ein R C A, sodass A die
disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen [r] mit r € R ist.

Beweis. Seien a,b € A und ¢ € [a] N [b]. Dann gilt a ~ ¢ und b ~ ¢. Da ~ symmetrisch ist, gilt ¢ ~ b.
Da ~ transitiv ist, gilt a ~ b. Fiir jedes d € [b] gilt also a ~ b ~ d und a ~ d. Dies zeigt [b] C [a] und
analog erhilt man [a] C [b]. Es folgt [a] = [b]. Somit sind je zwei Aquivalenzklassen entweder gleich
oder disjunkt. Die Existenz von R folgt nun aus dem Auswahlaxiom. O

Bemerkung 3.4. In der Situation von nennt man R ein Reprdsentantensystem fiir die
Aquivalenzklassen.

4 Funktionen

Definition 4.1.

(i) Seien A und B Mengen. Eine Funktion oder Abbildung von A nach B ist eine Teilmenge f C A x B,
sodass fiir jedes a € A genau ein b € B mit (a,b) € f existiert. Man schreibt dann f(a) = b und

f:A— B, a— f(a)

anstatt (a,b) € f. Die Menge aller Funktionen A — B wird mit B bezeichnet. Auferdem heift
A Definitionsbereich und B Wertebereich von f.

(ii) Man nennt f(a) das Bild von a € A unter f und f(A) :={f(a):a € A} C B ist das Bild von f.
Fiir C C Bist f~1(C):={a€ A: f(a) € C} C A das Urbild von C unter f.

(iii) Man nennt f
e injektiv, falls Va,a’' € A: (f(a) = f(d) = a=d).
o surjektiv, falls Vb€ B:3a € A: f(a) =b,d.h. f(A) = B.

e bijektiv (oder Bijektion), falls f injektiv und surjektiv ist. Man nennt dann A und B
gleichmdchtig.

e Permutation, falls f bijektiv ist und A = B. Die Menge aller Permutationen auf A wird mit
Sym(A) bezeichnet.



(iv) Sind f: A — B und ¢g: B — C Funktionen, so auch go f: A — C mit (go f)(a) := g(f(a)) fiir
a € A. Man nennt g o f die Komposition (oder Hintereinanderausfihrung, Verkettung) von f und
g.

(v) Ist f: A — B eine Funktion und C C A, so ist auch die Einschrinkung fic : C — B, ¢+ f(c)
eine Funktion.

Beispiel 4.2.

(i) Fiir jede Menge A und B C A ist f: B — A, b — b eine injektive Funktion, die man Inklusi-
on(sabbildung) oder Finbettung nennt. Im Fall B = A ist f sogar bijektiv und man nennt id4 := f
Identitdt auf A.

(ii) Fir Mengen A und Bist f: Ax B — B x A, (a,b) — (b, a) sicher eine Bijektion.

(iii) Fiir eine beliebige Indexmenge I und Mengen A; (i € I) kann man das kartesische Produkt
X ;er Ai als Menge aller Funktionen I — J;c; A; mit f(i) € A; fiir i € I definieren. Fiir endliches
I ist dies zu unserer urspriinglichen Definition &dquivalent. Man schreibt die Elemente in X ._; A;
daher auch in der Form (a;)cr.

el

(iv) Zwei endliche Mengen A und B sind offenbar genau dann gleichméchtig, wenn |A| = |B| (siehe

auch [Satz 7.0).

Lemma 4.3. Seien f: A— B, g: B— C, h: C — D Funktionen mit A # &. Dann gilt
(i) (hog)of=ho(gof)=:hogof (Assoziativitdt).
(ii) Sind f und g injektiv, so auch go f.
(i1i) Sind f und g surjektiv, so auch go f.
(i) Ist go f injektiv, so ist f injektiv.
(v) Ist go f surjektiv, so ist g surjektiv.
(vi) Genau dann ist f injektiv, falls eine Funktion g: B — A mit go f =id4 existiert.
(vii) Genau dann ist f surjektiv, falls eine Funktion g: B — A mit f o g = idp ewistiert.

(viii) Genau dann ist f bijektiv, falls eine Funktion g: B — A mit go f =1id4 und f o g = idp ewistiert.
Ggf. ist g eindeutig bestimmt und man nennt f~! := g die Umkehrfunktion von f.

Beweis.
(i) Fir a € Aist ((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))) = h((ge f)(a)) = (ho(go f))(a).
(ii) Fiir a,a’ € Amit (go f)(a) = (g0 f)(d') gilt g(f(a)) = g(f(d)), also f(a) = f(a’) und a = d'.
(iii) Es gilt (9o f)(A4) = g(f(A)) =g(B) =C.
)

(iv) Sei f(a) = f(d') fiir a,a’ € A. Dann ist (go f)(a) = g(f(a)) = g(f(a')) = (go f)(a’). Da go f
injektiv ist, folgt @ = a/. Also ist f injektiv.

(v) Es gilt C' = (go f)(A) =g(f(4)) S g(B) € C,also g(B) =C.

(vi) Ist go f = ida, so ist f injektiv nach (iv]). Sei umgekehrt f injektiv und ¢ € A fest gewihlt
(beachte: A # @). Wir definieren g: B — A wie folgt: ist b = f(a) fir ein a € A, so sei
g(b) := a und anderenfalls g(b) := c¢. Da f injektiv ist, ist g dadurch wohldefiniert. Auferdem gilt

(go f)(a) =g(f(a)) =afirac A, also go f =id4.



(vii) Ist fog=idp, soist f surjektiv nach (v). Sei umgekehrt f surjektiv, d.h. f(A4) = B. Nach dem
Auswahlaxiom existiert eine Funktion g: B — A mit g(b) € f~1(b) fiir alle b € B. Offenbar gilt
(fog)(b) = f(g(b)) =b,d.h. fog=idp.

(viii) Ist go f =id4 und fog =idp, so ist f injektiv und surjektiv nach und 7 also auch bijektiv.
Sei umgekehrt f bijektiv. Nach und existieren g: B— Aund h: B — A mit go f =idy
und foh =idg. Dann gilt g =goidg =go(foh)=(go f)oh =idsoh = h. Dies zeigt auch,
dass g eindeutig bestimmt ist. O

Satz 4.4 (CANTOR-BERNSTEIN). Seien A und B Mengen mit injektiven Abbildungen f: A — B und
g: B— A. Dann sind A und B gleichmdchtig.

Beweis. Wir definieren Cy := A\ g(B) und Cy, := g(f(Cp—1)) fiir n > 1. Weiter sei C := |J;—, Cp, und
h: A — B mit
f(x) falls x € C,
h(z) :==q" ",
g (z) fallsz ¢ C.

Im Fall x ¢ C ist x ¢ Cp, d.h. x € g(B). Folglich ist g~!(x) durch die Injektivitit von g eindeutig
bestimmt und h ist wohldefiniert. Seien nun x,y € A mit h(x) = h(y). Nehmen wir z € C und y ¢ C
an. Dann ist f(x) = ¢~ '(y) und g(f(x)) = y. Sei x € C,, fiir ein n > 0. Dann folgt der Widerspruch
y=g(f(z)) € g(f(Cp)) = Cpy1 C C. Also gilt z,y € C oder z,y ¢ C und man erhilt z = y. Somit ist
h injektiv.

Sei nun y € B beliebig. Im Fall g(y) ¢ C ist h(g(y)) = g~ (g9(y)) = y. Sei also g(y) € C,, fiir ein n > 1.
Es existiert dann ein « € C,—1 mit g(f(z)) = g(y). Aus der Injektivitdt von g folgt h(x) = f(z) = y.
Also ist h auch surjektiv und bijektiv. O

Bemerkung 4.5. Wir geben eine interessante Anwendung des Auswahlaxioms.

Satz 4.6. Gegeben sei eine beliebige Menge von Zwergen mit roten oder griinen Hiiten. Die Zwerge
kénnen die Hiite der anderen Zwerge sehen, aber nicht den eigenen. Sie kénnen sich nicht untereinander
verstandigen. Dann gilt:

(1) (GABAY-O’CONNOR) Es gibt eine Strategie, mit der alle, bis auf endlich viele, Zwerge ihre
Hutfarbe korrekt erraten.

(i) (LENSTRA) Es gibt eine Strategie, mit der entweder alle Zwerge ihre Hutfarbe korrekt erraten oder
alle Zwerge thre Hutfarbe falsch erraten.

(i1i) Es gibt eine Strategie, mit zu 50% alle Zwerge ihre Hutfarbe korrekt erraten.

Beweis. Sei Z die Menge der Zwerge und F := {Z — {r,g}} die Menge aller Hutverteilungen. Fiir
f,f € Fsei f~ f falls sich f und f’ nur an endlich vielen Stellen unterscheiden. Offenbar definiert
~ eine Aquivalenzrelation auf F. Nach dem Auswahlaxiom kann man zu jeder Aquivalenzklasse [f]
einen Représentanten fy € F' wahlen. Sei nun f die gegebene Hutverteilung. Dann kénnen alle Zwerge
fo bestimmen.

(i) Zwerg z € Z rit fo(z) als seine Hutfarbe. Da sich f nur an endlich vielen Stellen von f
unterscheidet, erraten alle, bis auf endliche viele, Zwerge ihre Hutfarbe korrekt.



(ii) Jeder Zwerg z € Z kann die endliche Machtigkeit

n(z) = {z € Z\{z}: fo(2) # f(2)}]

bestimmen. Ist n(z) eine gerade Zahl, so rét z seine Hutfarbe fy(z) und anderenfalls die von fp(2)
verschiedene Farbe. Unterscheiden sich f und fp an einer geraden Anzahl von Stellen, so erraten
alle Zwerge ihr Hutfarbe korrekt. Anderenfalls erraten alle Zwerge ihre Hutfarbe falsch.

(iii) Wir nehmen an, dass die Hiite gleichverteilt sind. Sei z € Z fest und h € [f]. Sei b’ € [f] mit
h'(z) # h(z) und h/(2") = h(Z') fir alle 2’ € Z \ {z}. Dann ist h — h’ eine Permutation auf [f],
sodass sich die Anzahl der Unterschiede zwischen fy und h sowie zwischen fo und A’ um genau 1
unterscheiden. Daher treten die beiden Fille in (ii) gleich haufig auf. O]

Beispiel 4.7. Angenommen es sind nur endlich viele Zwerge. Dann kann man fiir fy die konstante
Funktion mit fy(z) = g fiir alle z € Z wihlen. Sieht ein Zwerg eine gerade Anzahl von roten Hiiten, so
rat er die eigene Hutfarbe als griin und anderenfalls als rot. Gibt es insgesamt eine gerade Anzahl an
roten Hiiten, so erraten alle Zwerge ihre Hutfarbe korrekt.

5 Geordnete Mengen

Definition 5.1. Sei < eine Ordnungsrelation auf einer Menge A und B C A.

(i) Wie iiblich benutzen wir die Schreibweisen a > o’ (falls @’ < a), a < a’ (falls a < @’ # a) und
a>d (falls a’ <a#d) fira,d € A.

(ii) Ein b € B heift
e grofites Element von B, falls Vb € B : b/ <b.
e mazimales Element von B, falls V' € B: (b<b = b=1).

(iii) Ein @ € A heilt obere Schranke von B, falls Vb € B : b < a. Analog definiert man kleinstes
Element, minimales Element und untere Schranke.

(iv) Man nennt A wohlgeordnet, falls jede nichtleere Teilmenge von A ein kleinstes Element enthélt.

(v) Fira € Asei A<*:={d € A:d <a}.

Bemerkung 5.2.

(i) Im Allgemeinen existieren weder grofite Elemente, noch maximale Elemente, noch obere Schranken.
Grofte Elemente sind maximal und eindeutig, wenn sie existieren. In total geordneten Mengen ist
jedes maximale Element auch das grofste Element. Besitzt M ein groftes Element, so bezeichnet
man es mit max M (analog min M fiir das kleinste Element).

(ii) Wohlgeordnete Mengen sind stets total geordnet. Umgekehrt ist eine total geordnete Menge bereits
dann wohlgeordnet, wenn es keine unendliche Folge der Form ag > a; > ... gibt. Insbesondere ist
jede endliche total geordnete Menge wohlgeordnet.

(iii) Jede Teilmenge einer total (wohl)geordneten Menge ist total (wohl)geordnet.
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Satz 5.3 (Transfinite Induktion). Sei (A, <) eine wohlgeordnete Menge. Sei P(a) ein Pridikat, sodass
fiir alle a € A gilt:
(Vb e A<*: P(b)) = P(a).

Dann gilt P(a) fir alle a € A.

Beweis. Ware die Menge {a € A : =P(a)} nichtleer, so gibe es ein kleinstes a € A mit ~P(a). Fiir
jedes b < a wire aber P(b) wahr. O

Lemma 5.4 (ZORN). Sei M eine geordnete Menge. Besitzt jede total geordnete Teilmenge von M eine
obere Schranke, so enthdlt M ein maximales Element.

Bewets. E|Wir nehmen das Gegenteil an. Da @ C M eine obere Schranke besitzt, ist M # @. Sei A eine
total geordnete Teilmenge von M und z € M eine obere Schranke von A. Dann ist x nicht maximal.
Daher existiert ein y € M mit z < y. Insbesondere ist a < y fir alle a € A. Wir nennen y eine echte
obere Schranke von A. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Funktion f, die jeder total geordneten
Teilmenge A C M eine echte obere Schranke f(A) zuordnet. Fiir a € A ist auch A< total geordnet.
Wir nennen A zuldssig, falls A wohlgeordnet und f(A<%) = a fiir jedes a € A ist. Offenbar ist & zuléssig.
Fiir jede zuléssige Teilmenge A C M ist auch AU {f(A)} zuléssig, denn

(AU{fAH< = {A<“ falls a € A,

A falls a = f(A).

Seien A, B C M zuldssig mit A # B, 0.B.d.A. B ¢ A. Da B wohlgeordnet ist, existiert ein kleinstes
Element b in B\ A. Dann ist B<V C A.

Annahme: B<b # A.

Da A wohlgeordnet ist, existiert ein kleinstes Element a von A\ B<’. Dann ist A<® C B<?. Wegen
B ¢ A<® existiert ein kleinstes Element ¢ von B\ A<%. Daher ist B<¢ C A<* C B<t C A. Im Fall
b < ¢ wire b € B<¢ C A im Widerspruch zur Wahl von b. Also ist ¢ < b. Im Fall ¢ = b ist A<% = B=<¢.
Im Fall ¢ < bist c € B<® C A. Wegen ¢ ¢ A<%ist ¢ > a, d.h. A<* C A<°N B C B<¢ C A<® Daher
ist in jedem Fall A<® = B<¢. Da A und B zulissig sind, folgt a = f(A<?%) = f(B<¢) = ¢ < b. Im Fall
c=>bwire b=c=a € Aim Widerspruch zur Wahl von b. Also ist a = ¢ < b und wir haben den
Widerspruch a = ¢ € B<?.

Also gilt A = B<t C B. Insbesondere ist die Menge M aller zuléssigen Teilmengen von M total geordnet
bzgl. €. Wir zeigen, dass Z = [J (A € M total geordnet bzgl. < ist. Dazu seien a,b € Z. Dann
existieren A, B € M mit a € A und b € B. Da M bzgl. C total geordnet ist, gilt 0.B.d.A. AC B
und a,b € B. Da B total geordnet ist, gilt a < b oder b < a. Sei nun a € A € M. Wegen A C 7 ist
A< C Z<% Zum Beweis der umgekehrten Inklusion sei b € Z<%, d.h. insbesondere b < a.

Annahme: b ¢ A.
Seibe Be M. Dannist BZ A, d.h. A= B<° fiir ein ¢ € B nach dem ersten Teil des Beweises. Dann
hat man den Widerspruch b > ¢ > a.

Also ist A<® = Z<% Wir zeigen nun, dass Z wohlgeordnet ist. Sei dafiir @ # X C Z. Dann existiert ein
A e M mit X N A # @ und ein kleinstes Element x in X N A. Also enthélt Z* = A" keine Elemente
aus X, d. h. x ist das kleinste Element in X. Schlieflich zeigen wir Z € M. Dazu sei a € A € M. Dann
ist Z<% = A<® und a = f(A<?) = f(Z<%). Also ist Z zuléssig. Dann ist aber auch Z U {f(Z)} zulassig
im Widerspruch zu f(Z2) ¢ Z. O

2Fin etwas kiirzerer Beweis steht in meinem |Algebra-Skript!
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Bemerkung 5.5. gilt auch in der dualen Version fiir untere Schranken und minimale
Elemente, indem man < durch > ersetzt.

Satz 5.6 (Wohlordnungssatz). Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Beweis. Sei M eine Menge und M die Menge aller Paare (N, <py), wobei N C M durch <y wohlge-
ordnet ist. Da die leere Menge wohlgeordnet ist, ist M # @&. Durch

(N1,<1) < (N2y<g9) <= N1 C Ny, <4 C <y, VzeN,ye No\ N1z <y

ist M geordnet. Sei & # N C M total geordnet und S := U(N,gN)eNN C M. Fiir z,y € S existieren
(N1,<4), (N2, <2) € N mit z € Ny und y € No. Da N total geordnet ist, gilt 0. B.d. A. N3 C Ny. Wir
definieren

rT<gyic——uz<2y.

Ist auch (N3, <3) € N mit 2,y € N3, so gilt (N2, <3) < (N3, <3) oder (N3, <3) < (N2, <), da N total
geordnet ist. Wegen <o C <3 oder <3 C <5 gilt dann x <9 y & x <3 y. Daher hingt <g nicht von
der Wahl von Ny ab. Man zeigt leicht, dass (S, <g) eine geordnete Menge ist. Sei @ # T C S und
(N,<n) € N mit TN N # &. Sei x das kleinste Element von T'N N bzgl. <y. Sei y € T beliebig.
Dann existiert (N1, <1) € N mit y € Ni. Im Fall y € N ist x <y y und z <g y. Anderenfalls ist
(N, <) < (N1,<1) und = <g y nach Definition von < auf M. Daher ist z das kleinste Element von T’
und S ist wohlgeordnet. Insgesamt ist (S, <g) € M eine obere Schranke von N. Nach Zorns Lemma
existiert ein maximales Element (A4, <4) € M. Im Fall A # M existiert b € M \ A. Dann ist AU {b}
wohlgeordnet, indem man a < b fiir alle a € A definiert. Dies widerspricht der Maximalitidt von (A, <jy).
Also ist M = A wohlgeordnet. O

Bemerkung 5.7. Ist (4;);cr eine Familie von nichtleeren Mengen, so lésst sich | J;.; A; wohlordnen.
Man kann dann fiir jedes A; das kleinste Element von A; auswédhlen. Auf diese Weise folgt das
Auswahlaxiom aus dem Wohlordnungssatz. Daher sind das Auswahlaxiom, Zorns Lemma und der
Wohlordnungssatz zueinander dquivalent.

6 Ordinalzahlen

Definition 6.1. Eine Bijektion f: A — B zwischen geordneten Mengen (A, <4) und (B, <p) heift
Isomorphismus, falls a <4 o’ <= f(a) <p f(d') fiir alle a,a’ € A gilt. Man nennt A und B dann
1somorph und schreibt A = B.

Bemerkung 6.2. Isomorphe geordnete Mengen haben sicher die gleichen Eigenschaften (total, wohl-
geordnet, ...). Jede geordnete Menge ist durch die Identitét zu sich selbst isomorph. Aufserdem sind
Kompositionen und Umkehrabbildungen von Isomorphismen wieder Isomorphismen. Die Isomorphie
von geordneten Mengen ist daher eine Aquivalenzrelation. Wir bestimmen im Folgenden ein kanonisches
Reprisentantensystem fiir die entsprechenden Aquivalenzklassen.

Lemma 6.3. Zwischen wohlgeordneten Mengen A und B existiert hdchstens ein Isomorphismus A — B.

Beweis. Seien f,g: A — B Isomorphismen und h := g~ lof. Ist {a € A : h(a) < a} nichtleer, so existiert
ein kleinstes Element a € A mit h(a) < a. Da h ein Isomorphismus ist, gilt auch h(h(a)) < h(a) < a im
Widerspruch zur Wahl von a. Daher ist h(a) > a fir alle a € A. Wiederholt man das Argument mit
h=! = f~1og, so erhilt man h~!(a) > a also a > h(a) > a fiir alle a € A. Dies zeigt f = g. O
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Definition 6.4. Eine wohlgeordnete Menge « heikt Ordinalzahl, falls a<* = x fiir alle z € « gilt.

Bemerkung 6.5. Sei a eine Ordinalzahl mit Ordnungsrelation < und z,y € a. Dann gilt
<y <= a~F Ca“ <= zCy,

d.h. < = C. Eine Ordinalzahl ist also bereits durch die Angabe einer Menge eindeutig bestimmt.
Auflerdem gilt
r<y &= z€a~ & xcy.

Lemma 6.6. Fiir Ordinalzahlen o und 3 gilt:
(i) Jedes x € « ist eine Ordinalzahl.
(i) p€a<= [ C a.
(i1i) o C B oder B C a.
(v) a == a=p.
Beweis.
(i) Wegen x = <% C « ist & wohlgeordnet. Fiir y € z gilt <Y = (a~")<Y = a<¥ = y.

(ii) Fiir B € a gilt = a<? C a\ {8} C a. Sei nun umgekehrt 3 < a. Sei x das kleinste Element von
a\ B. Dann gilt © = o<* C . Fiir y € f gilt umgekehrt <Y = y = o<Y. Im Fall y > x wire
xea~¥C B Alsoist y <z und y < x wegen = ¢ 3. Dies zeigt § C a~* =z. Alsoist =z € a.

(iii) O.B.d.A. sei a € 8. Sei x das kleinste Element von « \ 8. Dann ist = <% C 8. Im Fall z C 3
folgt der Widerspruch x € 8 aus und . Also ist B8 = a~% C a.

(iv) Sei f: @ — f ein Isomorphismus und A := {z € a : f(x) # x}. Angenommen A besitzt ein
kleinstes Element x. Dann ergibt sich der Widerspruch

f@)=fla=") ={f(@):2' <z} ={2/:2' <z} =a"" =2
Also ist M = &. -

Lemma 6.7. Sei A eine wohlgeordnete Menge, sodass A<* fiir alle v € A zu einer Ordinalzahl isomorph
ist. Dann ist A selbst zu einer Ordinalzahl isomorph.

Beweis. Fiir x € A sei a, die nach eindeutig bestimmte Ordinalzahl mit A<* = «,. Nach
existiert genau ein Isomorphismus f, : A<* — a,. Wir zeigen, dass

fiA={a,x € Ay = M,

Ty

ein Isomorphismus ist, wobei M durch C geordnet ist. Fiir y < x gilt A<Y C A<?. Einschrénken von f,
liefert einen Isomorphismus

A = [ (ASY) = oW = £.(y) € .

Nach ist fz(y) eine Ordinalzahl und es folgt f,(y) = o, Dies zeigt oy, C a,. Also ist f ein
Isomorphismus. Mit A ist auch M wohlgeordnet. Fiir o, € M gilt

M = {ay s Qy - ax} = {fr(y) ‘y e A<I} = fx(A<x) = Qg.
Also ist M eine Ordinalzahl. O
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Satz 6.8. Jede wohlgeordnete Menge ist zu genau einer Ordinalzahl isomorph.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus [Lemma 6.6, Nach geniigt es zu zeigen, dass alle A<

(z € A) zu Ordinalzahlen isomorph sind. Sei € A minimal, sodass A<* zu keiner Ordinalzahl isomorph
ist. Fiir alle y € A<Y ist (A<%)<Y = A<Y zu einer Ordinalzahl isomorph. Nach wire dann
aber A<% selbst zu einer Ordinalzahl isomorph. O

Bemerkung 6.9. Man kann Ordinalzahlen daher als Représentanten fiir die Isomorphieklassen von
wohlgeordneten Mengen ansehen.

Lemma 6.10. Fliir jede Ordinalzahl o ist auch der Nachfolger o™ := a U {a} eine Ordinalzahl.

Beweis. Wie tiblich ist a™ durch C geordnet. Sei @ # A C /. Im Fall A = {«a} ist a das kleinste
Element von A. Anderenfalls ist das kleinste Element von A N« auch das kleinste Element von A. Also
ist o/ wohlgeordnet. Fiir z € a ist (a)<% = <% = . Fiir x = «a ist (a™)~% = o = . Somit ist o™
eine Ordinalzahl. ]

Beispiel 6.11. Die einzigen endlichen Ordinalzahlen sind die natiirlichen Zahlen
0:=0, 1:=0" ={go}, 2:=11"={g,{9}},
Diese Zahlen stimmen mit ihrer (gewohnten) Méchtigkeit iiberein. Die kleinste unendliche Ordinalzahl

ist die Menge der natiirlichen Zahlen N = {0,1,...} (Unendlichkeitsaxiom). Die transfinite Induktion
wird fiir N zur vollstindigen Induktion. Wir setzen Ny := N\ {0}.

7 Kardinalzahlen

Satz 7.1. Jede Menge von Ordinalzahlen ist wohlgeordnet bzgl. C.

Beweis. Eine Menge M von Ordinalzahlen ist nach total geordnet bzgl. C. Angenommen
M enthélt Elemente oy 2 ap 2 .... Aus folgt a2, 2, ... € aq. Dann kann «; aber nicht
wohlgeordnet (bzgl. C) sein. O

Bemerkung 7.2 (BURALI-FORTI-Paradoxon). Die Gesamtheit M aller Ordinalzahlen ist keine Menge:
Anderenfalls wire M nach wohlgeordnet. Fiir « € M gilt dann

MO ={BeM:BCa}B(BeM:Bea}=aq,

d.h. M ist selbst eine Ordinalzahl. Damit hat man den Widerspruch M € M, d.h. M C M.

Definition 7.3. Jede Menge M kann nach dem Wohlordnungssatz wohlgeordnet werden. Nach
ist M mit dieser Wohlordnung zu einer Ordinalzahl isomorph. Sei M die Menge aller Ordinalzahlen,
die bzgl. irgendeiner Ordnung zu M isomorph sind. Nach besitzt M ein kleinstes Element,
welches man als Kardinalzahl |M| von M bezeichnet.
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Bemerkung 7.4.

(i) Als Ordinalzahlen lassen sich Kardinalzahlen a und b stets vergleichen, d. h. es gilt a C b oder b C a.
Wir schreiben dann a < b bzw. b < a. Fiir beliebige Mengen A und B ist die Ungleichung |A| < |B|
dquivalent zur Existenz einer injektiven Abbildung A — B. Der Satz von Cantor-Bernstein ist
daher nichts weiter als die Antisymmetrie von <.

(ii) Fir jede Kardinalzahl a gilt |a| = a.
(iii) Alle natiirlichen Zahlen und N selbst sind Kardinalzahlen.
(iv) Eine Menge M heift abzdhlbar (bzw. tiberabzihlbar), falls |M| = N (bzw. |M| > N). Im ersten

Fall lassen sich die Elemente von M mit N indizieren, d.h. M = {ag,a1,...}.

Beispiel 7.5. Die Abbildung f: N* — N mit f(N) := 0 und f(n) := nt fir n € N ist eine
Bijektion. Dies zeigt [NT| = N. Insbesondere ist N* eine Ordinalzahl, aber keine Kardinalzahl. Wegen
N x N = {(0,0),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1),...} ist auch |[N x N| = N.

Satz 7.6. Zwei Mengen sind genau dann gleichmdchtig, wenn sie die gleiche Kardinalzahl besitzen.

Beweis. Seien A und B Mengen. Gilt |A| = |B], so sind A und B gleichméchtig. Sind umgekehrt A
und B gleichméchtig, so sind auch |A| und |B| gleichméchtig. Sei f: |A| — |B| eine Bijektion. Fiir
x,y € |A| gilt dann

1<y <= xCy <= f(2) C fly) <= flz) < [f(y).

Daher ist f ein Isomorphismus. Aus folgt |A| = |B]. O

8 Arithmetik von Kardinalzahlen

Definition 8.1. Fir Kardinalzahlen a und b definieren wir
a+b:=JaU(lxb), a-b:=laxbl,
a®:= |{b — a}|, al ;= [Sym(a)|.

Man sagt: a plus b, a mal b, a hoch b und a Fakultdt.

Bemerkung 8.2.

(i) Die Konstruktion 1 x b bewirkt, dass a und 1 x b stets disjunkt sind (beachte: a C b oder b C a).
Die Notation a® ist doppeldeutig, denn sie bezeichnet sowohl die Menge aller Abbildungen b — a
als auch deren Kardinalzahl.

(ii) Fiir eine beliebige Familie von Kardinalzahlen (a;);c; definiert man allgemeiner

Zaﬁ:‘U{i}Xﬂm Hai::‘Xai

el el icl el

Sind alle a; # 0, so zeigt das Auswahlaxiom [[;,.;a; # 0. Fiir Kardinalzahlen a und b gilt

Yoacab=a-bund [ ., b= 0" (Beispiel 4.2). Nach [Beispiel 7.5|ist eine abziahlbare Vereinigung

abzahlbarer Mengen abzahlbar.
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(iii) Um Klammern zu sparen verabreden wir im Folgenden Punkt- vor Strichrechnung, d.h. a-b+4¢:=
(a-b)+c.
Satz 8.3. Fir Mengen A und B gilt
(1) |[AUB|+[ANB| = |A[ +|B|,
(ii) |Ax Bl = |A]-|B],
(iii) |AP| = |A[IP],
(iv) |P(A)] =214,
(v) [Sym(A)| = |A].

Beweis. Fiir die Konstruktion geeigneter Bijektionen (Satz 7.6) kann man annehmen, dass A und
B Kardinalzahlen sind. Dann sind , und erledigt. Fiir benutzt man die Bijektion
f:(AUB)U(1 x (ANB)) - AU (1 x B) mit

(0,z) falls z € B,
f(0,2) == (x € AN B).

flz) = {x falls z € A\ B,

Fiir benutzt man die Bijektion f: P(A) — 24, B+ fp mit

1 fallsz € B,
fB(:L‘) = O
0 fallsx ¢ B.

Satz 8.4. Fiir Kardinalzahlen a,b, ¢ gelten folgende Rechenregeln:

a+0=0, a+b=0b+a, (a+b)+c=a+(b+c),
a-l1=a, a-b=">0-aq, (a-b)-c=a-(b-0),
a’ =1, al =a, 1°=1,
a’T =q° - af, (a-b)"=a"-b", (a®)° = a®*,
a-(b+c¢)=a-b+a-c, ol =1, (a+D!=al-(a+1).

Beweis. Die meisten Behauptungen sind offensichtlich. Wir zeigen nur folgende:
e d’=|{z —>a}|={0}=1

e Die Abbildung a® - a® — a®*¢ (f,g) — h mit

h() = {f(x) falls = € b,
g(z) fallszec

ist eine Bijektion.

e Die Abbildung a®- b¢ — (a-b)¢, (f,g) — h mit
fiir x € ¢ ist eine Bijektion.
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e Die Abbildung (a®)¢ — a®¢, f — g mit

ist eine Bijektion.
e 0! = |Sym(2)|=|{g = 2} =0"=1.
e Sei A:=aU{x} mit |[A] = a+ 1. Dann ist die Abbildung A x Sym(a) — Sym(A), (a, f) — g mit

_Ja falls y = x,
9(y) = {f(y) falls y % o (y € 4)

eine Bijektion. O
Bemerkung 8.5. Fiir a > 0 gilt 0° = |{a — @}| = |@| = 0.

Satz 8.6. Fir Kardinalzahlen a < b und ¢ <0 gilt:
(1) a <29

(i) a+c<b+0,

(i17) a-c<b-D,

(iv) a* < B° falls a+c> 0.

Beweis.

(i) Die injektive Abbildung a — P(a), x — {z} zeigt a < [P(a)| = 2*. Nehmen wir nun an, dass eine
Bijektion f: a — P(a) existiert. Sei A:={x € a:x ¢ f(z)} € P(a). Dann existiert ein « € a mit
f(z) = A. Es folgt der Widerspruch x € A = f(z) & = ¢ f(x).

(ii) Esgilt aU (1 x¢) Cbx (1x0).
(iii) Es gilt ax ¢ C b x 0.

(iv) Im Fall a = 0 ist ¢ > 0 und a° = 0 < b° nach [Bemerkung 8.5 Sei also a > 0 und = € a. Dann lisst

sich jede Abbildung f: ¢ —azu f:0 — b fortsetzen, indem man f(y) =z fir y € 0\ ¢ setzt.
Dies liefert eine injektive Abbildung a® — b°, f — f. O
Bemerkung 8.7.

(i) (Cantors erste Antinomie) Die Gesamtheit M aller Kardinalzahlen ist keine Menge: Anderenfalls
wiire auch M’ == J, 1q @ eine Menge und 21 € M’ in Widerspruch zu [M'| < 2M1,

(ii) (Cantors zweite Antinomie) Die Gesamtheit M aller Mengen ist keine Menge (gleiches Argument).

(iii) Die Kontinuumshypothese besagt, dass keine Kardinalzahl echt zwischen N und 2N liegt. Dies lisst
sich mit den Zermelo-Fraenkel-Axiomen weder beweisen noch widerlegen. Die verallgemeinerte
Kontinuumshypothese besagt, dass fiir jede unendliche Kardinalzahl a keine Kardinalzahl echt
zwischen a und 2% liegt. Die ersten Kardinalzahlen wiirden dann lauten:

1,2,... N,2N 92"

17



(iv) Unabhéngig von der Kontinuumshypothese besitzt jede Kardinalzahl a genau einen Nachfolger,
namlich das kleinste Elemente aus {|A|: A C 2%, |A| > a}.

Satz 8.8 (CANTOR). Seien a und b Kardinalzahlen mit a < b > N. Dann gilt
(i) a+b=b,

(it) a-b =10 falls a > 0,

(iii) a® = 2° falls a > 1,

(iv) b! = 2°

Beweis.

(i) Ist a endlich, so liefert f: aU (1 x b) — b mit

) = {:r—l—a falls z € N\ a,

x sonst

die gewiinschte Bijektion (beachte: a C N C b). Sei nun a unendlich. Wegen b <a+b<b+b
kénnen wir a = b annehmen. Es geniigt eine Bijektion 2 x b — b zu konstruieren. Im
Fall b = N betrachte man (0,n) — 2-n und (1,n) = 2-n+ 1 fir n € N. Sei nun b tiberabzahlbar
und M die Menge aller Paare (B, «), wobei B C b und a: 2 x B — B eine Bijektion ist. Wegen
N C b ist M nichtleer und durch

(B,a) < (B',d) := BCPH, a|'2xB =«

geordnet. Sei @ # N C M total geordnet. Dann ist C := U(B@)GNB C b. Wir definieren
B:2x C — C durch f(z) = a(z) falls x € 2 x B und (B, a) € N. Offenbar ist 8 wohldefiniert
und bijektiv. Daher ist (C, ) € M eine obere Schranke von A. Nach Zorns Lemma besitzt M
ein maximales Element (B, «). Enthélt b\ B eine abzéhlbare Teilmenge C, so existiert wie oben
eine Bijektion 2 x C'— C und wir kénnen « nach 2 x (B U C) fortsetzen. Dies widerspricht der
Maximalitit von (B, «). Also ist b\ B endlich. Wie oben ist dann b = |B| + |b\ B| = B und wir
sind fertig.

(i1)) Wegen b =1xb <axb <bxbkonnen wir a = b annehmen. Es geniigt eine Bijektion b x b — b
zu konstruieren. Der Fall b = N wurde in erledigt. Sei nun b iiberabzihlbar und M
die Menge aller Paare (B, «), wobei B C b und a: B x B — B eine Bijektion ist. Wegen N C b
ist M nichtleer und durch

(B,a) < (B',d/) &= BCDB, ag,z=a

geordnet. Sei @ # N C M total geordnet. Dann ist C := U(B,a)eNB C b. Wir definieren
f:C x C — C durch B(x) = a(x) falls z € B x B und (B, «) € N. Offenbar ist § wohldefiniert
und bijektiv. Daher ist (C, 3) € M eine obere Schranke von A. Nach Zorns Lemma besitzt M
ein maximales Element (B, ). Im Fall B < b ist b = |[B|+|b\ B| = |b\ B| nach (). Insbesondere
existiert C' C b\ B mit |C| = |B|. Wegen |C x C| = |B-B|=|B|=|C|=|BxC|=|C x B| und

|[BUC| = |B|+ |C| =|C|+ |C| = |C| existiert eine Bijektion
(BxC)U(CxB)U(CxC)—C.
Also lasst sich a zu

(BUC)x (BUC)=(BxB)U(BxC)U(CxB)U(CxC)

fortsetzen. Dies widerspricht der Maximalitat von (B, «). Also ist b = B und wir sind fertig.
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(iii) Nach (fi) gilt 2° < a® < b® < (2%)° = 200 = 20,
(iv) Wegen b! = |Sym(b)| < |P(b x b)| = |P(b)| = 2" geniigt es eine injektive Abbildung f: P(b) —
Sym(2 x b), B — fp zu konstruieren. Dies ist durch

(1,z) fallsi=0,z € B,
fB(i,x) =14 (0,z) fallsi=1,z € B,
(i,z) fallsz ¢ B

getan. O
Bemerkung 8.9. Die Potenzierung beliebiger Kardinalzahlen lédsst sich nicht immer vereinfachen.

Satz 8.10 (KONIG). Seien (a;)icr und (b;);er Familien von Kardinalzahlen mit a; < b; fir alle i € 1.
Dann gilt

ji:ai<:IIbr

el el

Beweis. Nach dem Auswahlaxiom existieren y; € b; \ a; fir alle ¢ € I. Dann ist die Abbildung
Uicrli} x ai = X7 b4, (J,2) — f mit

) z falls i =j,
fi) = 0
y; fallsi #j

injektiv. Dies zeigt ) ;; a; < [];c; bi- Nehmen wir an es existiert eine Bijektion

a: U{z} xa; = X by,
iel el
(i,2) = ag.

el

Fiir i € I ist [{ag(i) : 2 € a;}] < a; < b;. Daher existieren f(i) € b; \ {a, (i) : € a;} fur alle i € I.
Dann ware aber f € Xier b; nicht im Bild von «. O

Definition 8.11. Fiir eine Menge A und o € Sym(A) sei suppo :={a € A:0(a) # a} C A der Triger
von o.

Satz 8.12. Fliir jede unendliche Menge A gilt

{B C A:|B| <oo}|=|4],
[{o € Sym(A) : [suppo| < oo}| = |A].

Beweis. Es gilt

Al = [{{a} rac A} < {B C A:[B| <oo}| <

Ua

neN

<D= A= N Al = 4]

neN neN

Daraus folgt

o eSym(A): [swppol <o} < 3 {B=CY < (X 1BR)” < (A1 NP = 1] ©

B,CCA, BCA,
|B|=|C|<o0 |B|<oo
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9 Konstruktion von Z, QQ, R und C

Bemerkung 9.1. Bisher kénnen wir natiirliche Zahlen nur addieren, multiplizieren und potenzieren.
Um entsprechende Umkehroperationen zu definieren, miissen wir N durch gréfere Mengen ersetzen. Im
Folgenden werden wir das Multiplikationssymbol - der Ubersicht halber oft einsparen.

Definition 9.2.

(i) Offenbar definiert
(a,b) ~ (c,d) <= a+d=b+c

eine Aquivalenzrelation auf N x N. Die Aquivalenzklassen [a, b] bilden die Menge Z der ganzen
Zahlen. Fiir [a,b], [c,d] € Z definieren wir

[a,b] + [¢,d] == [a+ ¢, b+ d],
[a,b] — [c,d] = [a+d,b+ (],
[a,b] - [¢,d] := [ac + bd, ad + bc],

[a,b] <[c,d] & a+d<b+c,

Man nennt z € Z gerade (bzw. ungerade), falls (k)ein w € Z mit z = w + w existiert.

(ii) Offenbar definiert
(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc

eine Aquivalenzrelation auf Z x (Z\ {0}). Die Aquivalenzklassen [a,b] bilden die Menge Q der
rationalen Zahlen. Fir [a,b], [c,d] € Q definieren wir
[a,b] + [e,d] := [ad + be, bd],
[a,b] — [c,d] := [ad — be, bd]
[a,b] - [¢,d] := [ac, bd],
[a,b] : [e,d] := [ad, bc] falls ¢ # 0,
[a,b] < [c,d] = ad < b

Bemerkung 9.3.

(i) Durch n + [n,0] kann man N als Teilmenge von Z auffassen. Jedes weitere Element aus Z hat die
Form —n :=[0,n] fiir ein n € N. Es gilt dann Z = {...,—1,0,1,...} und m —n =m+ (—n) fir
m,n € Z. Insbesondere ist m — m = 0.

(ii) Durch z — [z, 1] kann man Z in Q einbetten. Allgemeiner schreibt man [a,b] € Q in der Form a/b

a

oder 7. Es gilt dann a : b= ¥ fiir a,b € Z. Fiir ¢ € Q\ {0} ist aukerdem ¢ : ¢ = 1.

(iii) Man zeigt leicht, dass die angegebenen Rechenoperationen wohldefiniert sind und die entsprechen-
den Operationen auf N fortsetzen. Fiir a € Q und z € Z setzt man zusétzlich

. ||xeza falls z > 0,
a” =
| |$€_Z é falls z < 0.

Es gelten dann die in formulierten Regeln auch in Q (sofern definiert). Die Ordnungsrelation
auf Q ist total und ebenfalls mit der Ordnung auf N kompatibel.

Satz 9.4 (CANTORs erste Diagonalisierung). Die Mengen 7 und Q sind abzdihlbar.
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Beweis. Nach Konstruktion ist Z eine Menge von Aquivalenzklassen auf N x N. Durch Wahl eines
Reprisentantensystems kann man Z als Teilmenge von N x N auffassen. Nach ist N <
|Z| < N x N| = N. Analog kann man Q als Teilmenge von Z x (Z \ {0}) auffassen und es folgt
N<|Q|<|Z x Z| =N. O

Bemerkung 9.5.
(i) Die Abbildung
N — Z,

= {3 falls n gerade,
n

”TH falls n ungerade

ist eine explizite Bijektion. Dennoch sind (N, <) und (Z, <) nicht isomorph, denn N besitzt ein
kleinstes Element, aber Z nicht.

(ii) Die CALKIN-WILF-Folge Q = {qo0,q1,—q1,92, —q2, - - .} mit go := 0 und

.

2lgn] +1—an

fir n € N liefert eine explizite Bijektion Z — Q (ohne Beweis). Dabei ist |q| die grofte ganze Zahl
z mit z < ¢g. Dennoch ist (Q, <) weder zu (N, <) noch zu (Z, <) isomorph, denn ist f: Q — Z ein
Isomorphismus, so wéire

HeeQ:0<g<1}=[{z€Z: f(0) <2< f(1)}] < oo

gn+1 ‘=

Definition 9.6. Ein Dedekind-Schnitt ist eine Teilmenge D C Q mit den Eigenschaften:

«24D#Q,
e D besitzt kein grofstes Element,

eVdeD:Q<¢CD.

Die Dedekind-Schnitte bilden die Menge R C P(Q) der reellen Zahlen. Durch g — Q<7 lassen sich die
rationalen Zahlen in R einbetten. Insbesondere ist 0 € R. Fiir Dedekind-Schnitte D und E definieren
wir
D<FE:x=DCE,
D+E:={d+e:de D, ec E},
—D:={2x€Q:VdeD:x<—d},
D—-E:=D+(-E),

{reQ:3deDec E:d>0,e>0,z <de} falls D,E >0,
—((=D)-E) falls D < 0,FE > 0,
D-E:=(¢—(D-(—F)) falls D > 0, E < 0,
(=D)-(—F) falls D, E < 0,
0 falls D=0V E =0,
1 {xe@ ddeD:d>0,z <1} falls D>0,
D falls D < 0,
D:E:=D- E falls £ # 0.
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Man nennt r € R positiv (bzw. negativ), falls r > 0 (bzw. r < 0).

Bemerkung 9.7. Die Operationen auf R setzen die Operationen auf Q fort und es gelten die in
formulierten Rechenregeln (soweit definiert). Die Ordnung auf R ist total und setzt die Ordnung auf Q
fort. Aufserdem gilt

a<b = a+c<b+c,

(9.1)
a,b>0 = ab>0

fiir alle a, b, ¢ € R. Damit wird R ein angeordneter Kérper.

Lemma 9.8. Besitzt @ # M C R eine obere Schranke, so ist

sup M := U reR
reM

die kleinste obere Schranke von M. Man nennt sup M das Supremum von M.

Beweis. Ist s € R eine obere Schranke von M, so ist s auch eine obere Schranke von D :=J,c;,7 € Q,
d.h. D C s. Insbesondere ist D # Q. Existiert ein grofstes Element z in D, so wire x auch ein grofites
Element von einem r € M. Dies widerspricht der Eigenschaften von Dedekind-Schnitten. Also besitzt
D kein groftes Element. Fiir alle d € D ist Q<¢ C D. Daher ist D € R die kleinste obere Schranke von
M. O

Lemma 9.9. Jede reelle Zahl ist das Supremum rationaler Zahlen, d. h. Q liegt dicht in R.

Beweis. Sei r € R. Fiir n € N wihlen wir ¢, € Q maximal mit den Eigenschaften n!- ¢, € Z und g, € r.
Sicher ist dann sup{q, : » € N} < r. Sei x € r beliebig. Da r kein groftes Element besitzt, existiert ein
y € r mit x < y. Wir schreiben r = % mit k,m € Z und m > 0. Die Maximalitat von g, zeigt y < gnm
und 2 € Q<% Dies zeigt r = sup{q, : n € N}. O

Satz 9.10 (CANTORs zweite Diagonalisierung). Es gilt |R| = 2V. Insbesondere ist R iiberabzihlbar.

Beweis. Wegen |R| < |P(Q)| = 2% = 2N geniigt es eine injektive Abbildung 2V — R zu konstruieren.
Fiir f € 2¥ und n € N betrachten wir f,, := > o % € Q. Durch Induktion nach n zeigt man

n
1 3ntl—1 3
hEd g =3

Dabher ist % eine obere Schranke von {f, : n € N} und nach existiert
S :=sup{f,:neN}eR.

Sei nun g € 2N mit S, = Sy. Im Fall f # g existiert ein kleinstes n € N mit f(n) # g(n). O.B.d. A. sei
f(n) =0 und g(n) = 1. Fir alle m > n gilt dann

1 341 1 1 Gk
B e D T W LLP )
It ggn St Ty = It 2 gk = Im =097 0
k=n+1 k=0
Wegen fo < fi < ... < f, wire dann auch Sy — ﬁ eine obere Schranke von {f; : kK € N} im
Widerspruch zur Minimalitdt von Sy. Also ist die Abbildung N LR, f— S + injektiv. O
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Bemerkung 9.11.

(i) In der Analysis schreibt man

Z f(f) = kli)n;o fr:=25y
k=0

in der Situation des obigen Beweises. Die konstruierte Abbildung f ~ Sy bildet nur in die Menge
{r e R:0<r <3} ab. Durch Skalierung ist daher bereits jedes Intervall {r € R: a < r < b} mit
a < b iberabzéahlbar.

(ii) Hat man bereits bewiesen, dass sich reelle Zahlen durch unendliche Dezimalentwicklungen schreiben
lassen (oder definiert man R auf diese Weise), so gibt es ein anschauliches Argument fiir |R| > |NJ:
Angenommen R = {ry,79,...}. Konstruiere x = x1,x9x3. .., sodass x; — 1 die i-te Dezimalziffer
von r; ist (fiir x; = 0 sei x; — 1 = 9). Beispiel:

ri= 1,0000...,
ro = 0,0234...,
rg = 11,4902. ..
ry= 3,1415...
z= 2102...

Wegen x € R existiert ein n € N mit x = r,. Andererseits unterscheiden sich x und r, an der
n-ten Dezimalziffer. Widerspruch.

(i) Die Zahlen in R\ Q nennt man irrational. Wegen |R| = |Q| + |R\ Q| = |[R \ Q| gibt es ,mehr*
irrationale Zahlen als rationale. Wir konstruieren ein Beispiel.

Lemma 9.12. Fir allen € Ny und r € R mat r > 0 existiert genau ein s € R mit s > 0 und s™ =r.

Beweis. Hat man s konstruiert, so gilt 1/s > 0 und (1/s)” = 1/r. Wir kénnen also r > 1 annchmen,
indem man notfalls » durch 1/r ersetzt. Fiir » = 1 wahlt man s = 1. Sei also r > 1. Fiir jedes t > r ist
dann t" > r™. Daher existiert s := sup{q € Q : ¢" < r}. Nehmen wir zunédchst s" < r an. Fiir jedes
k € N existieren nach a,beQmit0<a<b b—a< % und 0" < r. Es gilt dann

1
V'—a"=(b—a)" '+ 0" 2a+... +ba"? +ad"!) < Enb”*1 < %

Daher gibt es a,b € N mit s < ‘;—: < 7. Dann ist s < { im Widerspruch zur Wahl von s. Im Fall
r < s" findet man analog a,b € N mit r < ‘;—: < s". Dann wire auch § < s eine obere Schranke von
{g€Q:q" <r}. Also ist s" =r.

Sei auch ¢ > 0 mit t" = r. Dann ist
(s =t)(s" 145" 2t 4. 45t ) =" — 7 = 0.

Wegen s 1 4+ 5772t ...+ st" 2 4171 > 0 folgt s = ¢. O

Bemerkung 9.13. In der Situation von [Lemma 9.12{ nennt man {/7 := s die n-te Wurzel von r. Fiir
n = 2 nennt man +/r := Jr die Quadratwurzel von r.

Satz 9.14. Die Quadratwurzel von 2 ist irrational.
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Beweis. Im Fall w := v/2 € Q existieren a,b € Z mit w = 7. Dabei konnen wir annehmen, dass b € N
so klein wie moglich ist. Es folgt 2b%> = a?. Insbesondere ist a? gerade. Wire a ungerade, sagen wir
a = 2k + 1, so wére auch

a? = (2k +1)(2k 4+ 1) = 4k? + 4k + 1% = 2(2k* + 2k) + 1

ungerade. Daher ist a gerade, sagen wir a = 2¢. Dann ist 2b? = 4¢? und b? = 2¢2. Also ist auch b gerade,
a 2c c

sagen wir b = 2d. Schlieblich ist w = § = 55 = § im Widerspruch zur Wahl von b. O

Bemerkung 9.15. Fiir alle » € R gilt 2 > 0. Daher existiert kein 7 € R mit 2> = —1. Wir erweitern
daher R, um auch Wurzeln negativer Zahlen ziehen zu konnen.

Definition 9.16. Wir definieren die Menge der komplexen Zahlen durch C := R x R. Komplexe Zahlen
(a,b) € C schreibt man in der Form a+ bi. Dabei heifst a Realteil und b Imagindrteil. Fir (a,b), (¢,d) € C
definieren wir:

(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d),
(a,b) — (¢,d) := (a — ¢,b— d),
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ab + bc),
ac+bd ab+ be
(a,b) : (c,d) := 2 1(12 ' j—_dQ) (falls (c,d) #0).

Bemerkung 9.17.

(i) Durch a + a + 0i kann man R in C einbetten. Wie iiblich ist dies mit den Rechenoperationen
vertraglich.

n

ii) Mit Hilfe der Ezponentionalfunktion exp: C — C, z — Z- und ihrer Umkehrfunktion, dem
neN n!

natiirlichen Logarithmus, lasst sich a® fiir beliebige komplexe Zahlen definieren.

(iii) Im Gegensatz zu R gibt es auf C keine Ordnungsrelation, die mit den Rechenoperationen vertraglich
ist: Angenommen es gilt i > 0. Dann ist —1 =i? > 0 und 1 = (—1)? > 0. Nun erhilt man den
Widerspruch 0 = 1 —1 > 040 = 0. Ist hingegen i < 0, so wiire 0 =i—i < —i und —1 = (—i)? > 0.
Dies fiihrt zum selben Widerspruch.

(iv) (Fundamentalsatz der Algebra) Sind n € N\ {0} und aq, ..., a, € C beliebig, so existiert stets ein
(oder mehrere) x € C mit

anx™ + ap_12" . Fax+ag =0

(ohne Beweis). Beispielsweise ist i> = —1. Dies verallgemeinert [Lemma 9.12

(v) Sind ag,...,ay in rational, so nennt man z algebraisch. Die Menge Q der algebraischen Zahlen
ist abzihlbar. Die Elemente der iiberabziihlbaren Menge C \ Q heifien transzendente Zahlen. Zum
Beispiel ist die LIOUVILLEsche Konstante

1
&= Z Tont ceR
neN
transzendent (ohne Beweis).

(vi) Neben den komplexen Zahlen gibt es mindestens zwei alternative Erweiterungen der reellen Zahlen,
die wir im [Abschnitt 12| kennen lernen.
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10 Endliche Mengen

Definition 10.1. Fiir k,n € N mit £ < n nennt man

Cv:_ nl nn—1)...(n—k+1)

k)T W= K €Q

den Binomialkoeffizienten von n iiber k. Der folgende Satz zeigt (Z) eN.

Satz 10.2. Sei A eine Menge mit n € N Elementen. Fir alle k < n gilt dann

wea s == (})

Beweis. Es gibt |Sym(B)| = k! Moglichkeiten die Elemente einer k-elementigen Teilmenge B =

{b1,...,bx} C A aufzulisten. Fiir die Wahl von b; gibt es n Moglichkeiten. Danach bleiben noch

|A\ {b1}| = n — 1 Moglichkeiten fiir die Wahl von by usw. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen ist

daher n(n—l)...(n—k—l—l). 0O
k!

Bemerkung 10.3. (i) Fir 0 < k < n gilt

n n\ n! n! ~nlk+nl(n—k+1)
<k—1> +<k> B (k—l)!(n—k+1)!+k!(n—k)!  kl(n—k+ 1)

Induktiv folgt

1= (o) < () << () = (i) = () =2

wobei [n/2] das kleinste z € Z mit n/2 < z bezeichnet (PAscALsches Dreieck).

(ii) In der Situation von [Satz 10.2| gilt
PUI=Y B C A B =0 =Y (]
k=0 k=0
Dies ist ein Spezialfall der binomischen Formel
(a+b)" = Z <Z> akpnF (a,b e C),
k=0

die man mit vollstdndiger Induktion und (i) beweisen kann.

Satz 10.4 (Inklusions-Exklusions-Prinzip). Fir endliche Mengen Ay, ..., A, gilt

n

|A1U--'UAn|:Z(_1)k+1 Z \AllﬂﬂAzk|

k=1 1<ir<...<ip<n
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Beweis. Wir zahlen wie oft ein Element a € A1 U ... U A, auf der rechten Seite beriicksichtigt wird.
Dafiir sei 0.B.d.A. a € A1 N...NA; und a ¢ A; fiir i > [. Dann wird a genau dann gezidhlt, wenn

{i1,...,ix} € {1,...,1} gilt. Im k-ten Summanden wird a also (—1)*+! (]i)—mal gezahlt nach [Satz 10.2

Insgesamt wird a auf der rechten Seite genau

w1 Ear() B0

k=1 k=0

Mal gezéhlt. Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 10.5 (HALLs Heiratssatz). Sei (M;);cs eine Familie von Teilmengen einer Menge M mit |I| < oo
oder Vi € I : |M;| < oo. Genau dann existieren paarweise verschiedene x; € M; fir i € I, wenn
| Uses Mi| > |J| fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt.

Beweis. Fir J C I schreiben wir Mj := Uz‘e 7 M;. Nehmen wir an, dass paarweise verschiedene x; € M;
existieren (man nennt (x;);cs ein Vertretersystem). Offenbar ist dann |M;| > [{x; 14 € J}| = |J| fur
jede endliche Teilmenge J C I. Sei umgekehrt die Bedingung

|My| > |J| (JCI, |J] <o0) (10.1)

erfiillt. Wir unterscheiden zwei Féalle:

Fall 1: |I]| < oc.

Induktion nach n := |I]: Der Fall n <1 ist offensichtlich. Sei also n > 1 und 0.B.d.A. I ={1,...,n}.
Eine Teilmenge J C I heifst kritisch, falls 1 < |Mj| = |J| < n gilt.

Nehmen wir zunéichst an, dass keine kritischen Teilmengen existieren. Wegen |Mi| = M| > 1
existiert ein x; € My. Firi € J :={2,...,n} sei N; :== M; \ {z1}. Fiir jede Teilmenge K C J gilt dann
INk| > |Mg| —1 > |K|, denn K ist nicht kritisch. Also erfiillt (N;);e; Bedingung und nach

Induktion existiert ein Vertretersystem (z;);es von (IV;);es. Sicher ist dann (z;);er ein Vertretersystem
fiir (M;)ier-

Nehmen wir schlieklich an, dass eine kritische Teilmenge J C I existiert. Dann gilt 1 < m = |J| =
|M ;| < n. Nach Induktion besitzt (M;);cs ein Vertretersystem (z;);cs. Fir i € I'\ J sei N; := M; \ M.
Fiir jede Teilmenge K C I\ J gilt dann

[Nic| = |Mg \ My| = |[Mgug| = [My] 2 [KUJ| =m = |K[+[J| = m = |K],

d.h. (Ng)iep s erfiillt (10.1)). Nach Induktion existiert ein Vertretersystem (z;);cp 7. Nach Konstruktion
ist dann (x;);er ein Vertretersystem fur (M;);er.

Fall 2: Vi e I :|M;| < co.
Sei M die Menge aller Familien (NV;);e; mit N; € M; (fir alle ¢ € I), fir die (10.1)) gilt. Wegen
(M;)ier € M ist M nichtleer und durch

(Ni)iel < (N;)ZEI <= Viel:N; C Nz/
geordnet. Sei @ # N C M eine total geordnete Teilmenge und K; := ﬂ(Ni)ieIEN Nj fiir j € I. Dann ist

(Ky)ier < (Ni)ier fur alle (N;)ier € N. Sei J C I eine endliche Teilmenge und j € J. Wegen |M;| < oo
existiert eine endliche Teilmenge N7 C N mit

K= (] N
(Ni)iereN1
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fir alle j € J. Da N total geordnet ist, besitzt N7 ein kleinstes Element (N;);c;. Offenbar ist dann
(Kj)jes = (Nj)jes. Insbesondere ist |K;| = |Nj| > |J|. Dies zeigt, dass (K;)ic; Bedingung
erfiillt und somit eine untere Schranke von N in M ist. Nach Zorns Lemma existiert ein minimales
Element (N;);c; € M. Da jedes Vertretersystem von (IV;);er auch ein Vertretersystem von (M;);es ist,
konnen wir (M;);cr durch (N;);er ersetzen und M = {(M;);cr} annehmen.

Sei x € My und N; := M; \ {«} fiir i € I. Wegen (N;)ier ¢ M existiert eine endliche Teilmenge J C I
mit |My| — 1 < |Ny| < |J| < |My|. Es folgt |[M;| = |J| und = € M;. Wir definieren nun

M falls i € J,
UM\ My fallsie I\ J

Sei K C I endlich. Dann gilt

INk| = [Nrns U Ng\ | = [Mkng| + Mg g\ Myl
= |Mgny| + |Mgus| = [My| > KO J]+ [KUJ| = |J| = K]

Dies zeigt (N;)ier € M = {(M;)ier} und M; "My = @ fiir i € I\ J. Es folgt Mp ;N M; = @. Nach

Fall 1 existieren paarweise verschiedene z; € M; fiir ¢ € J. Setzt man nun

N {z;} fallsieJ,
UM fallsie I\ J,

so erfiillt (N;);er wieder (10.1)). Also gilt M; = {x;} fiir i € J. Da z beliebig gewahlt war, gilt sogar
|M;| =1 fiir alle ¢ € I. Offenbar sind die M; auch paarweise disjunkt und die Behauptung folgt. [

Bemerkung 10.6. gilt nicht fiir I = N, wenn nicht alle M; endlich sind: Wahle M := N
und M; := {7 — 1} fir i > 1.

Definition 10.7. Jede total geordnete Teilmenge K einer endlichen geordneten Menge M hat die
Form K = {x1,...,2,} mit 1 < 22 < ... < z,. Man nennt K daher auch Kette. Eine Kette von M
heiftt mazimal, wenn sie in keiner groferen Kette von M enthalten ist. Eine Teilmenge A C M heifst
Antikette von M, falls z <y = x = y fir alle xz,y € A gilt.

Satz 10.8 (SPERNER). Sei M eine n-elementige Menge und A eine grofstmaogliche Antikette von
(P(M),C). Dann gilt

A={N CM:|N|=|n/2]} oder A={N C M : |N| = [n/2]}.
Insbesondere ist |A| = (Ln72J)'

Beweis (LUBELL). Offenbar hat jede maximale Kette in P(M) die Form My C ... C M, mit |My| =k
fir kK =0,...,n. Es gibt n Moglichkeiten fiir M. Ist M; fest, so verbleiben noch n — 1 Mdoglichkeiten
fir My usw. Also gibt es genau n! maximale Ketten in P(M). Sei nun N C M fest mit |N| = k. Dann
gibt es genau k!(n — k)! maximale Ketten, die N enthalten (fiir M; gibt es k Moglichkeiten, fiir My gibt
es k — 1 Moglichkeiten, ..., fiir My = N gibt es eine Moglichkeit, fiir My gibt es n — k Moglichkeiten
usw.). Fir x € A sei K, die Menge aller maximalen Ketten, die = enthalten. Enthélt eine (maximale)
Kette sowohl x als auch y, so gilt < y oder y < z. Daher sind die Mengen K, mit x € A paarweise

disjunkt. Dies zeigt
> lalin = Je)t = > 1Kl = || Ko

€A TEA TEA

< nl. (10.2)
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Division durch n! liefert

ES
.
A
g
& 5|
A
C

(mj2) ~

Also ist |A] < (|,)}9). Umgekehrt ist {N C M : [N| = [n/2]} sicher eine Antikette mit (U;}%)

Elementen (Satz 10.2)). Es folgt |A| = (Lr:/lQJ) und (Ig\) = (LN%J) fiir alle x € A. Daher besteht A nur
aus Teilmengen N C M mit [n/2| < |N|[n/2]. Ist n gerade, so sind wir fertig.

Sei nun n = 2m + 1 ungerade. Aus folgt > c4 [Kz| = n!, das heifst, alle maximalen Ketten
enthalten (genau) ein Element aus A. Nehmen wir nun indirekt an, dass S,7 C M mit |S| =
T)=m+1, S € Aund T ¢ A existieren. Bei geeigneter Nummerierung gilt S = {z1,...,Tm+1}
und 7' = {xj,...,Tmyi}. Wegen T ¢ A existiert ein j > 1 mit S’ = {zj,...,Tmny;} € A und
T :={xjt1,...,Tmyjr1} ¢ A Es gilt | NT'| =m. Wegen S'NT" C 5" € Aist S'NT" ¢ A. Sicher
existiert eine Kette, die S’ NT" und 7" enthélt. Wegen A C {N C M : |N| € {m, m + 1}} miisste eine
dieser Menge in A liegen. Dies widerspricht aber 7" ¢ A. O

Satz 10.9 (MIRSKY). Sei M eine endliche geordnete Menge und m die grofste Mdchtigkeit einer
Kette in M. Dann ist M eine Vereinigung von m Antiketten, aber nicht die Vereinigung von weniger
Antiketten.

Beweis. Fir o € M sei f(x) > 1 die grofte Méachtigkeit einer Kette, die bei = endet. Seien x,y € M
mit z # y und f(z) = f(y). Im Fall x < y konnte man die jede Kette, die bei x endet um y verlangern.
Dann wire aber f(y) > f(z). Daher ist z £ y £ x. Also sind die Urbilder 4, := f~1(n) fir n € N
Antiketten. Nach Voraussetzung ist f(x) < m fiir alle x € M. Dies zeigt M = A; U...U A,,.

Sei umgekehrt M = A; U...U A fir Antiketten Ay, ..., Ax. Sei K C M eine Kette mit |K| = m.
Dann gilt |K N A;| <1 firi=1,...,k. Dies zeigt k > |K| = m. O

Satz 10.10 (DILWORTH). Sei M eine endliche geordnete Menge und m die grofste Mdachtigkeit einer
Antikette in M. Dann ist M eine Vereinigung von m Ketten, aber nicht die Vereinigung von weniger
Ketten.

Beweis (GALVIN). Ist M die Vereinigung der Ketten K1, ..., Kj, so gilt |ANK;| <1 fiir jede Antikette
A. Dies zeigt s > m. Fiir die umgekehrte Ungleichung argumentieren wir durch Induktion nach |M]|.
Fir M = o ist die Behauptung klar. Sei also M # @& und sei x € M ein maximales Element. Besitzt
M’ := M \ {z} keine Antikette mit m Elementen, so ist M’ nach Induktion eine Vereinigung von m — 1
Ketten. Sicher ist dann M eine Vereinigung von m Ketten. Sei nun A C M’ eine Antikette mit |A| = m.
Nach Induktion existieren o.B.d. A. disjunkte Ketten K1, ..., K,, mit M' = K; U...U K,,. Dabei gilt
JANK;|=1firi=1,...,m. Sei

T; ‘= max U K,NnNA

ACM' Antikette
|Al=m

fir i =1,...,m. Angenommen es gilt z; < x;. Sei A C M’ eine Antikette mit z; € A und |A| = m. Sei
z; € AN K;. Dann gilt o) < x; < ;. Wegen 2}, 2; € Afolgt 2} =z; =z und i = j, da K;NK; = @.
Daher ist A := {x1,..., 2y} eine m-elementige Antikette von M’. Nach Voraussetzung ist A U {z}
keine Antikette. Da x maximal in M ist, gilt z; < x fir ein i € {1,...,m}. Also ist K| := K; U {z}
eine Kette und M ist die Vereinigung der Ketten K1, ..., K;—1, K/, Kit1,..., Kpn. O
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Satz 10.11 (RAMSEY, unendliche Version). Seien n,k € Ny und M eine unendliche Menge mit
(]\,f) = M1U...UM,,. Dann existiert eine unendliche Teilmenge A C M mit (’2) C M; fir ein
ie{l,...,n}.

Beweis. Induktion nach k: Der Fall £ = 1 ist das (unendliche) Schubfachprinzip. Sei also k& > 2. Eine
vorgegebene Partition von (A,f ) interpretieren wir als Abbildung f: (A]f ) —{1,...,n}. Wir definieren
induktiv unendliche Mengen Ag 2 A; O ... und Elemente a; € A; \ 4;41 fiir ¢ > 0, sodass

A;
fo = f(BU{a;}) = f(CU{a}) VB,Ce (k “1> (10.3)
Sei Ag := M und ag € Ag beliebig. Seien bereits a; € A; definiert. Sei g: (A’k\f‘f}) — {1,...,n},
B — f(BUf{a;}). Nach Induktion existiert eine unendliche Menge A; 11 C A; \ {a;} mit ]g((‘zzjll))\ =1.
Somit gilt (10.3]) fiir A; ;. Wir wéhlen a;11 € A;41 beliebig.

Nach dem Schubfachprinzip existiert eine unendliche Menge A C {a1,aq9,...} mit f, = f; fir alle
a,b € A. Damit gilt die Behauptung fiir A. O

Satz 10.12 (RAMSEY, endliche Version). Firr,s,t € Ny ezistiert ein n € N1 mit folgender Eigenschaft:
Fir jede n-elementige Menge M und jede Partition (f) = M1U...UM; emistiert eine t-elementige
Teilmenge A C M mit (‘;‘) C M, firemnie{l,...,s}.

Beweis. Nehmen wir indirekt an, dass die Behauptung fiir r, s, ¢ falsch ist. Fiir jedes n € N, existiert
eine n-elementige Menge, 0. B.d. A. M := {1,...,n} und eine Abbildung f: (Af) — {1,...,s} ohne
die gewiinschte Eigenschaft. Wir sagen dann: f ist schlecht und schreiben M, := (AT/I ) Nach dem
Schubfachprinzip gibt es unendlich viele schlechte Abbildungen (auf beliebigen M,,), die auf M;
ibereinstimmen. Sei F eine solche Menge von schlechten Abbildungen und sei f; : My — {1,...,s}
die gemeinsame Einschrankung. In F} gibt es unendlich viele Abbildungen, die auf Ms iibereinstimmen.
Sei Fy C F) eine solche Menge und fo : My — {1,...,s} die gemeinsame Einschrankung. Auf diese
Weise erhalten wir schlechte Abbildungen fi, fa, ... mit (fn41)jar, = fu fiir n € Ny Wir definieren
nun f: (Nr+) —{1,...,s} durch f(B) := f,(B) fir B C {1,...,n}. Nach existiert eine
t-elementige Teilemenge A C N mit \f((f))| <1 (im Fall ¢ < r ist (f) = o). Nun gilt aber A C M, fir
ein n und f, ist doch nicht schlecht. Widerspruch. OJ

Bemerkung 10.13. Der Fall r = s = 2 ldsst sich graphentheoretisch interpretieren: Jeder Graph
mit hinreichend vielen Ecken besitzt einen vollstdndigen Teilgraphen mit ¢ Ecken oder einen trivialen
Teilgraphen mit ¢t Ecken. Um die genaue Anzahl der benétigten FEcken zu bestimmen, fithrt man
eine asymmetrische Variante ein: Die Ramsey-Zahl R(k,l) ist die kleinste natiirliche Zahl, sodass
jeder Graph mit mindestens R(k,l) Ecken einen vollstdndigen Teilgraphen mit k& Ecken oder einen
trivialen Teilgraphen mit [ Ecken besitzt. Offensichtlich ist R(k,1) = R(l, k) (betrachte komplementéren
Graphen) und R(1,1) = 1. Jeder Graph mit [ Ecken ist entweder vollstdndig oder besitzt einen trivialen
Teilgraphen mit zwei Kanten. Dies zeigt R(2,1) = .

Lemma 10.14. Fir k,l > 2 gilt

R0 < Rk —1,0) + R(k,1 — 1) < (’““_2).

k—1

Sind R(k — 1,1) und R(k,l — 1) beide gerade, so ist R(k,l) < R(k—1,1)+ R(k,l —1).
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Beweis. Wir zeigen zunachst R(k,l) < R(k —1,1) + R(k,l —1) =: n. Sei G ein Graph mit n Ecken und
sei g € G eine beliebige Ecke. Sei G (bzw. G1) die Menge aller zu g (nicht) benachbarten Ecken. Dann
ist

|Go| + |G1] = |GoUG| =n — 1= R(k - 1,1) + R(k,l = 1) — 1.

Es folgt |Go| > R(k — 1,1) oder |G1| > R(k,l —1). O.B.d. A. sei |Go| > R(k — 1,1). Besitzt Gy einen
vollstéandigen Teilgraphen mit & — 1 Ecken, so ist Go U {g} ein vollstédndiger Teilgraph von G mit k
Ecken. Anderenfalls besitzt Gy (und damit auch G) einen trivialen Teilgraphen mit | Ecken. Dies zeigt
die erste Behauptung. Die zweite Ungleichung folgt induktiv aus [Bemerkung 10.3] Nehmen wir nun an,
dass R(k —1,1) und R(k,l — 1) gerade sind. Sei G ein Graph mit n — 1 Ecken. Das obige Argument
funktioniert nur dann nicht, wenn |Go| = R(k — 1,1) — 1 und |G| = R(k,l — 1) — 1 fiir jede Ecke g gilt.
In diesem Fall besitzt jede Ecke von G die gleiche Anzahl R(k — 1,1) an Nachbarn. Die Anzahl aller
Kanten in G ist somit £(n — 1)(|R(k — 1,1)| — 1). Nach Voraussetzung ist dies aber keine ganze Zahl.
Daher ist R(k,l) <n —1. O

Beispiel 10.15. Aus folgt R(3,3) < 6. Ein 5-Eck (als Graph) zeigt R(3,3) > 5 und
damit R(3,3) = 6. Interpretation: Unter sechs Personen gibt es drei, die sich alle kennen oder alle
nicht kennen. Da R(3,3) und R(2,4) = 4 gerade sind, folgt R(3,4) <9 aus Der folgende
Graph zeigt umgekehrt R(3,4) > 9:

Weitere bekannte Werte sind (ohne Beweis):

R(3,5) = 14, R(3,6) = 18, R(3,7) = 23, R(3,8) = 28,

Satz 10.16 (DEBRULIN-ERDOS). Sei A eine endliche Menge und A C 24 mit 2 < |B| < |A| fiir alle
B € A. Fir je zwei verschiedene x,y € A existiere genau ein B € A mit z,y € B. Dann gilt |A| > |A|.

Beweis (IVANOV). Fiir a € A sei f(a) :=|{B € B:a € B}|. Dann gilt
> fla)=[{(a,B)e Ax A:a€B}|= > |B.
acA BeA

Fira ¢ B € Aund b € B existiert genau ein Cy, € A\ {B} mit a,b € Cy. Fiir b # b’ ist dabei Cy, # Cyy,
denn anderenfalls wéren b, b’ sowohl in B als auch in C, = Cj enthalten. Dies zeigt |B| < f(a).

Nehmen wir nun |A| < |A| an. Fir By,...,B, € Agilt |A\ Bi| > 1 und |B; N By| < 1. Dies zeigt
|Uy A\ Bi| > |A] =1 >|A| > n fiir n > 2. Nach Halls Heiratssatz existieren paarweise verschiedene
Vertreter o(B) € A\ B fiir B € A. Dies liefert den Widerspruch

ST @) =3 1BI< Y faB) < Y fla). O

acA BeA BeA acA
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11 Topologie

Definition 11.1. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Familie von Teilmengen F C P(M) heifst Filter
von M, falls gilt:

° @#I#P(M)
e ABeF=— ANBeF.
e ADBeF= Ac F.

Ist F maximal bzgl. Inklusion, so nennt man F einen Ultrafilter.

Bemerkung 11.2. Die erste Bedingung in [Definition 11.1|ist dquivalent zu @ ¢ F und M € F.

Beispiel 11.3.
(i) Fiir jede Teilmenge @ # A C M ist
F(A):={BCM:ACB}
ein Filter. Filter dieser Art heifsen Hauptfilter. Insbesondere ist {M} ein Filter von M.

(ii) Sei F ein Filter einer endlichen Menge M. Dann existiert ein minimales Element A € F. Es folgt
F(A) C F. Gédbe es ein B € F \ F(A), so ware AN B € F im Widerspruch zur Wahl von A.
Daher ist jeder Filter von M ein Hauptfilter. Die Ultrafilter von M haben offenbar die Form
F(x) = F({z}) fur ein z € M.

(iii) Sei nun M eine unendliche Menge und F die Menge aller koendlichen Teilmengen A C M (d.h.
|M \ A| = 00). Offenbar ist F ein Filter, aber kein Hauptfilter. Man nennt F den Fréchet-Filter
auf M.

(iv) Die Menge Q2 aller Filter, die einen gegebenen Filter F enthalten ist durch C geordnet. Man sieht
leicht, dass die Vereinigung einer total geordneten Teilmenge von €2 wieder ein Filter ist. Nach
Zorns Lemma existiert also stets ein Ultrafilter, der F enthélt.

Lemma 11.4. Fir jeden Filter F von M # @& sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) F ist ein Ultrafilter.

(2) Fir alle A C M gilt entweder A € F oder M\ A € F.

(8) Fir alle Ay, ..., Ay €M mit AyU...UA, €F existiert ein i mit A; € F.

Bewezs.

(1)=(2): Sei
G:={BCM:3FeF:ANFC B}.

Ist @ € G, so existiert ein F' € F mit F C M \ A. Dann gilt auch M \ A € F. Anderenfalls ist G
ein Filter, der F enthilt. Da F ein Ultrafilter ist, gilt A=ANM € G=F.

(2)=(3): Nehmen wir A; ¢ F fir i = 1,...,n an. Nach (2) gilt M\ 4; € F fir i = 1,...,n. Da F ein
Filter ist, folgt der Widerspruch

o= (Ua)n (1 Ua) = (Uayn (Yo age 7
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(3)=-(1): Angenommen F ist kein Ultrafilter. Dann existiert ein Filter G D F und ein A € G\ F. Wegen
AU(M\ A) e Ffolgt M\ Ae FCG aus (3). Nun wire aber @ = AN(M\ A) € G. O

Definition 11.5. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Familie von Teilmengen 7 C P (M) heifst Topologie
auf M, falls gilt:

e O MeT.

¢ SCT = UgesS€T.

e UVeT=UNVeT.

Die Mengen in 7 nennt man offen. Man nennt A C M abgeschlossen, falls M \ A offen ist. Das Paar
(M, T) heilt topologischer Raum. Sind S C T Topologien, so nennt man S (bzw. T) gréber (bzw. feiner)
als 7 (bzw. S).

Bemerkung 11.6. Aus der De Morganschen Regel folgt, dass beliebige Durchschnitte und endliche
Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen sind.

Beispiel 11.7.
(i) Man nennt 7 = {@, M} die triviale Topologie und T = P(M) die diskrete Topologie auf M.

(ii) Ist (M,T) ein topologischer Raum und @ # N C M, so definiert {N NU : U € T} eine Topologie
auf N, die man Relativtopologie nennt. Achtung: Offene Mengen in N bzgl. der Relativtopologie
miissen nicht offen in M sein (zum Beispiel wenn N selbst nicht offen in M ist).

(iii) Der Durchschnitt von beliebig vielen Topologien auf M ist wieder eine Topologie. Ist S C P(M),
so ist

S)= (1 T
T Topologie
SCT

die ,kleinste* Topologie, die S umfasst. Offenbar besteht (S) aus beliebigen (auch leeren) Verei-
nigungen von endlichen Durchschnitten von Elementen aus S. Ist § ein Filter, so gilt offenbar

(S) =Su{g}.

(iv) Ist (M;, Ti)icr eine Familie disjunkter topologischer Rdume, so ist auch M := J;c; M; mit

T::{UTiiTieﬁ}

icl
ein topologischer Raum.
(v) Eine Abbildung d: M x M — R heift Metrik, falls fir alle z,y, z € M gilt:
e d(x,y) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn = = y (positiv definit).
e d(z,y) = d(y,z) (symmetrisch).

o d(z,z) <d(z,y) + d(y,z) (Dreiecksungleichung).

32



(vii)

Man nennt (M, d) einen metrischen Raum. Fiir x € M und € > 0 definiert man die e-Kugel um z
durch

Be(z) :={y e M : d(x,y) < €}.

Eine Teilmenge U C M heifit offen bzgl. d, falls fiir alle z € U ein € > 0 mit B.(z) C U existiert.
Man zeigt leicht, dass diese offenen Mengen eine Topologie bilden. Topologische Rdume, die durch
eine Metrik entstehen nennt man metrisierbar. Die diskrete Metrik mit d(x,y) = 1 fir  # y fihrt
zur diskreten Topologie (wéhle e = %) Nicht jeder metrische Raum ist metrisierbar. Betrachte
zum Beispiel M = {z,y} mit der trivialen Topologie. Gébe es eine entsprechende Metrik d, so
wéare {z} stets offen (wihle e = M)

Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung V' — R, v — |v| heifst Norm auf V, falls fiir alle v,w € V
gilt:

e |v| > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0 (positiv definit).
e |\v| = |A||v] fiir alle A € R (homogen).
o |v+w| < |v|+ |w| (Dreiecksungleichung).

Man nennt (V,[.|) einen normierten Raum. Man zeigt leicht, dass d(v,w) := |v — w| eine Metrik
auf V definiert. Bekanntlich definiert |v| := \/v? + ...+ v2 die euklidische Norm auf R™. In
der Analysis zeigt man, dass alle Normen auf R™ zur gleichen Topologie fiihren. Dies ist fiir
unendlich-dimensionale Raume falsch.

Die Menge der koendlichen Teilmengen zusammen mit der leeren Menge bildet die koendliche
Topologie auf jeder unendlichen Menge. Sie hat die besondere Eigenschaft, dass der Durchschnitt
von zwei nichtleeren offenen Mengen niemals leer ist.

Definition 11.8. Sei (M, T) ein topologischer Raum, A C M und x € M. Man nennt A eine Umgebung
von z, falls eine offene Menge U mit x € U C A existiert. Man nennt x einen

e inneren Punkt von A, falls A Umgebung von z ist.

e Randpunkt von A, falls weder A noch M \ A Umgebungen von z sind.

Die Menge der inneren Punkte (bzw. Raondpunkte) von A nennt man das Innere A (bzw. den Rand
OA) von A. Schlieflich nennt man A := AU A die abgeschlossene Hiille von A.

Lemma 11.9. Sei (M, T) ein topologischer Raum und A C M. Dann gilt:

(1) A ist die Vereinigung aller offenen Mengen in A.

(ii) A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Insbesondere ist A CACA.

Beweis.

(i)

Nach Definition liegt jedes = € A in einer offenen Menge U C A. Sei umgekehrt U C A offen.
Dann ist A eine Umgebung fiir alle x € U. Dies zeigt U C A.
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(ii) Offensichtlich liegt A in jeder abgeschlossenen Menge, die A enthilt. Sei € 94 und B eine
abgeschlossene Menge, die A enthélt. Ware 2 € M \ B, so wiare M \ B eine Umgebung von x und
x kein Randpunkt. Also ist z € B und A liegt im Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die
A enthalten. Sei umgekehrt € M \ A. Dann ist M \ A eine Umgebung von x, das heifit es gibt
eine offene Menge U C M \ A mit = € U. Nun ist x nicht in der abgeschlossenen Menge M \ U,
die A enthélt. Dies zeigt die Behauptung. O

Folgerung 11.10. Eine Teidmenge A eines topologischen Raums ist genau dann offen (bzw. abgeschlos-
sen), wenn A=A (bzw. A = A) gilt.

Beispiel 11.11. Sei A = (0,1] C R das halboffene Intervall im euklidischen Raum R. Dann ist A = (0, 1)
das offene Intervall, 04 = {0,1} und A = [0, 1]. Randpunkt kénnen also sowohl innerhalb als aukerhalb
von A liegen.

Definition 11.12. Eine Teilmenge K eines topologischen Raums M heilst kompakt, wenn fiir jede
Familie offener Mengen (U;)cr n}it K C ;e Ui eine endliche Teilmenge J C I mit K C Uje 1 Uj
existiert (man sagt: jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teiliiberdeckung). Ist M selbst
kompakt, so spricht man von einem kompakten topologischen Raum.

Bemerkung 11.13.

(i) Besitzt M nur endlich viele offene Mengen ist offenbar jede Teilmenge kompakt.

(ii) Jede endliche Teilmenge eines topologischen Raums ist kompakt. In der diskreten Topologie gilt
auch die Umkehrung.

(iii) In der koendlichen Topologie auf N ist jede offene Menge kompakt.
(iv) Ist K C M kompakt und A C K abgeschlossen, so ist auch A kompakt, denn ist A C | J;o; U; eine
offene Uberdeckung, so ist K C M \ AU J,c; U; eine offene Uberdeckung.

Definition 11.14. Ein Filter F eines topologischen Raums (M, T) konvergiert gegen = € M, falls
F(x)NT C F gilt.

Lemma 11.15. FEin topologischer Raum M ist genau dann kompakt, wenn jeder Ultrafilter von M
gegen einen Punkt konvergiert.

Beweis. Sei M kompakt. Angenommen ein Ultrafilter F von M konvergiert gegen keinen Punkt. Fiir
alle x € M existieren dann U, € T \ F mit « € U,. Da M kompakt ist, existiert eine endliche Menge

X € M mit M = J,cx Us. Dies widerspricht [Lemma 11.4

Nehmen wir nun an, dass M nicht kompakt ist. Dann existiert eine offene Uberdeckung M = Uier Ui
ohne endliche Teiliiberdeckung. Folglich ist

{ACM:3iy,....in€l :M\ACU;,U...UU,}

ein Filter, der in einem Ultrafilter F liegt. Angenommen F konvergiert gegen x. Sei ¢ € [ mit x € Uj.
Dann wire @ =U; N (M \ U;) € F. O
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Definition 11.16. Sei (M;, 7;)ics eine Familie von topologischen Rdumen und M := X
mi: M — M;, (x5); — z; die Projektionsabbildungen fiir ¢ € I. Man nennt

ser M. Seien

(r7NU) i € LU ET)
die Produkt-Topologie auf M.

Satz 11.17 (TYCHONOFF). Fir jede Familie von topologischen Riumen (M;)icr ist M := X
genau dann kompakt, wenn alle M; kompakt sind.

’LEI

Beweis. Sei M kompakt, i € I und M; = J;¢; U; eine offene Uberdeckung. Dann ist M = Ujes ™ LUy)

cine offene Uberdeckung von M. Da M kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge J' C J mit
M =Uep 7 1(U;). Daher ist M; = Ujesr Uj und M; ist kompakt.

Seien nun alle M; kompakt. Sei F ein Filter von M. Fiir ¢ € I sei
Fi ={m(F): FeF} CP(M,).

Wegen @ ¢ F ist @ ¢ F;. Sei A D m;(F) € F;. Dann ist F C 7; ' (A) € F und A = m;(m; ' (A)) € F;.
Fir Fy, Fy € F ist mi(Fy) Nmi(Fa) 2 mi(F1 N Fy) € F; und m;(F1) N mi(Fy) € F;. Dies zeigt, dass F;
ein Filter von M; ist. Sei auch G O F; ein Filter von M;. Fir F € F und G € G gilt m(F) NG € F;
und F N '(G) # @. Auch der Durchschnitt zweier Mengen der Form F N ; '(G) ist nichtleer, denn
71 (G1NGy) CmH(Gh) Ny Y (Ga) fiir Gy, Gy € G. Daher ist

Fl={ACM:3GeG,Fe F:n;'(G)NF C A}

ein Filter von M, der F enthilt. Da F ein Ultrafilter ist, gilt 7/ = F. Fiir G € G gilt somit
1 G) =771 (G)NM € Fund G = m(n; H(G)) € F;. Also ist F; = G ein Ultrafilter von M;. Nach
konvergiert F; gegen ein x; € M;. Sei x := (x;);er € M. Sei U C M eine offene Menge,
die z enthilt. Nach geniigt es U € F zu zeigen. Nach Definition der Produkt-Topologie
konnen wir annehmen, dass offenen Mengen U;; C M;; fiir j =1,...,n mit

U=m"(Uy)N...0m " (Us,)

in

existieren. Wegen z;; € U;; gilt U;; € F;; fiir j = 1,...,n. Also existieren V; € F mit WZJ(V]) =U;,.

J

Aus V; C 71 (Uy;) folgt ' (Uy;) € F und schlieflich U € F. O

Satz 11.18 (KELLEY). Der Satz von Tychonoff impliziert das Auswahlaxiom.

Beweis. Sei (M; )ze 7 eine Familie von nichtleeren Mengen. Sei z ein ,neues“ Element, welches in keinem
der M; liegt. Sei ]\4Z := M; U {x} ausgestattet mit der koendhchen Topologle Wobel zusétzlich {z}
offen sein soll. Nach Bemerkung 11. 13| und Tychonoff sind M und M = = Xie IM kompakt. Die

i-te Projektion ;: M — M; ist stetig. Daher ist L(z) offen. Angenommen Xie1 M; = @. Dann

ist M = Uier 7,1 (z) eine offene Uberdeckung. Sei J C I endlich mit M = Ujejﬂ'jfl(:n). Offenbar
existiert jedoch ein Element m = (m;);es € M mit mj € Mj fir j € Jund m; =z fiiri € I\ J.
Widerspruch. O

Definition 11.19. Ein topologischer Raum M heifst

e zusammenhdngend, falls M nicht die Vereinigung von zwei disjunkten nichtleeren offenen Teil-
mengen ist.
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e Hausdorff-Raum, falls fiir verschiedene z,y € M zwei disjunkte offene Mengen U,, U, C M mit
x € U, und y € Uy existieren (Trennungsaxiom,).

Bemerkung 11.20. Offenbar ist ein topologischer Raum M genau dann zusammenhéngend, wenn &
und M die einzigen Teilmengen sind, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

Satz 11.21. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis. Sei (M,d) ein metrischer Raum und x,y € M verschiedene Punkte. Sei € := %. Dann sind

B(z) und B.(y) disjunkte offene Mengen, die = bzw. y enthalten. O

Beispiel 11.22.

(i) Wir zeigen, dass der euklidische Raum R" zusammenhéngend ist. Angenommen es existieren
disjunkte nichtleere offene Teilmengen U,V mit R =U UV. Sei x € U und y € V. Sei

r:=sup{s €[0,1]:x+s(y—z) €U}

und z := x + r(y — x). Liegt z in U, so gilt B(z) C U fiir ein € > 0. Dann wére aber auch
zZ+ m(y — z) € U im Widerspruch zur Definition von r. Analog erhélt man einen Widerspruch
im Fall z € V.

(ii) Die triviale Topologie auf M liefert keinen Hausdorff-Raum, falls | M| > 1. Eine unendliche Menge
mit der koendlichen Topologie ist ebenfalls kein Hausdorff-Raum, denn der Durchschnitt zweier
nichtleerer offener Mengen ist nie leer.

Lemma 11.23. Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raums ist abgeschlossen.

Beweis. Sei K kompakt im Hausdorff-Raum M. Sei z € M \ K. Fiir alle a € K existieren disjunkte
offene Mengen U,,V, C M mit a € U, und = € V,. Wegen der Kompaktheit existieren ai,...,a, € K
mit K C (J;", U,,. Nun ist V,, N...NV,, eine offene Menge in M \ K, die z enthélt. Also ist M \ K
offen und K ist abgeschlossen. O

Beispiel 11.24. Die triviale Topologie auf einer endlichen Menge zeigt, dass kompakte Mengen im
Allgemeinen nicht abgeschlossen sein miissen.

Satz 11.25. Sei M ein kompakter Hausdorff-Raum und U,V C M disjunkte abgeschlossene Teilmengen.
Dann existieren disjunkte offenen Teilmengen A, B C M mit U C A und V C B.

Beweis. Sei u € U. Fiir jedes v € V existieren disjunkte offenen Mengen U, V,, mit v € U, und v € V,,.
Die offene Uberdeckung
M=M\V)ul ]V,
veV
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung M = (M \V)UUJ;_, V4,. Die offenen Mengen A, := U, N...NU,,
und B, :=V,, U...UYV,, sind disjunkt und erfiillen v € A, und V' C B,,. Die offene Uberdeckung

M=(M\U)U | J Ay
uelU

besitzt ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung M = (M\U)UU;~, Ay,. Nun erfiillen A := A, U...UA,,,
und B := By, N...NB,,, die Behauptung. O
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Definition 11.26. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Fiir A C M nennt man
d(A) :=sup{d(z,y) : x,y € A} e RU {0}

den Durchmesser von A. Ist d(A) < 0o, so nennt man A beschrankt.

Lemma 11.27. Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt bzgl. der euklidischen Metrik.

Beuweis. Sei [a,b] C |;c; Us eine offene Uberdeckung. Sei S C [a,b] die Menge aller Punkte s, sodass
[a, s] eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wegen a € S ist S # @. Da [a, b] beschrankt ist, existiert
s :=sup S. Angenommen s < b. Sei [a, s] C |J!_; U; eine endliche Teiliiberdeckung und 1 < ¢ < n mit
s € U;. Da U; offen ist, existiert ein € > 0 mit Bc(s) C U;. Nun gilt auch [a,s + ¢/2] C |J;, U; im
Widerspruch zur Wahl von s. Also ist s = b und [a, b] besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. O

Satz 11.28 (HEINE-BOREL). Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist beschrinkt und
abgeschlossen. Im euklidischen Raum R™ gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Sei (M, d) ein metrischer Raum und K C M kompakt. Nach [Satz 11.21)und [Lemma 11.23|ist K
abgeschlossen. Da die offene Uberdeckung K C Unen Bn(z) fiir ein € M eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt, ist K beschrankt.

Sei nun M = R™ und A beschriankt und abgeschlossen. Dann existieren a,b € R mit A C [a, b]". Sind
Ui,...,U, CR,s0oauch Uy x ... x U, € M. Fiir jede offene Menge U C M und z € U existieren
umgekehrt offene Mengen Uy, ..., U, CR mit x € U; x ... x U, C U. Dies zeigt, dass die euklidische
Metrik auf M genau die Produkt-Topologie der euklidischen Metrik auf R ist. Nach [a, b]
ein kompakter Raum beziiglich der Relativtopologie. Nach Tychonoff ist auch [a, b]™ kompakt. Nach
[Bemerkung T1.13]ist A kompakt. O

Satz 11.29 (LEBESGUE). Sei (M,d) ein kompakter metrischer Raum und M = |J;c; U; eine offene
Uberdeckung. Dann existiert ein § > 0, sodass jede Teilmenge A C M mit d(A) < § in einem U; liegt.

Beweis. Fiir jedes x € M existiert ein €, > 0, sodass By, (z) in einem U; liegt. Da M kompakt ist,
existieren z1,...,z, € M mit M = |J;, Be,. (x;). Sei 6 == min{e,, :i=1,...,n}. Seia € ANB,, (x4).
Fiir alle b € A gilt

d(b,x;) < d(b,a) + d(a,x;) < 0+ €z, < 2¢,,

und A C By, (x;). Dies zeigt die Behauptung. O
Definition 11.30. Seien (A4, .A) und (B, B) topologische Rédume. Eine Abbildung f: A — B heifit

stetig, falls f~1(C) € A fiir alle C' € B gilt (Urbilder offener Mengen sind offen). Ist f bijektiv und f,
f~1 stetig, so nennt man f einen Homdomorphismus. Ggf. nennt man A und B homdomorph.

Bemerkung 11.31.

(i) Eine Abbildung f: A — B ist genau dann stetig, wenn Urbilder abgeschlossener Mengen abge-
schlossen sind, denn A\ f~1(C) = f~4B\ O).

(ii) Die Komposition von stetigen Abbildungen ist offensichtlich stetig.

(iii) Ist f: A — B stetig und K C A kompakt, so ist auch f(K) kompakt, denn ist f(K) C |

. U;
.. .. = el 7t
eine offene Uberdeckung, so ist auch K C (J,c; f~'(U;) eine offene Uberdeckung.
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(iv) Die Produkt-Topologie auf X := X, ; X; ist die grobste Topologie, sodass die Projektionen
X = Xi, (zj); — x; stetig sind.

Beispiel 11.32.

(i) Anders als in der (linearen) Algebra ist die Umkehrabbildung einer bijektiven stetigen Abbildung
nicht automatisch stetig. Betrachte zum Beispiel A = B = N mit der diskreten Topologie auf A
und der trivialen Topologie auf B. Dann ist f: A — B, a — a stetig, aber f~! nicht.

(ii) Die Abbildung R — (0,1), = 1-&—% ist ein Hom6omorphismus bzgl. der euklidischen (Rela-
tiv)topologie. Ein beschriankter Raum kann also zu einem unbeschriankten Raum homéomorph
sein.

Folgerung 11.33. Sei A ein kompakter Raum und B ein Hausdorff-Raum. Dann ist jede stetige
Bijektion A — B ein Homdomorphismus.

Beweis. Sei f: A — B eine stetige Bijektion und U C A abgeschlossen. Nach [Bemerkung 11.13| und

IBemerkung 11.31|sind U und f(U) kompakt. Nach [Lemma 11.23|ist f(U) abgeschlossen. Daher ist f~*
stetig. O

12 Hyperreelle und surreale Zahlen

Bemerkung 12.1. In der Analysis definiert man reelle Zahlen als Aquivalenzklassen von rationalen
Cauchyfolgen. Zwei Folgen aus QN betrachtet man dabei als dquivalent, wenn ihre Differenz eine
Nullfolge ist. Die gleiche Konstruktion auf R angewendet bringt nichts Neues, da R bereits vollstandig
ist (jede Cauchyfolge konvergiert). Wir definieren daher eine andere Aquivalenzrelation auf RY.

Definition 12.2. Sei F ein Ultrafilter auf N, der alle koendlichen Mengen enthélt (und daher nach
Lemma 11.4) keine endliche Menge enthilt). Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf RY durch

(ao,al,...)N(bo,bl,...) <= {nGN:an:bn}Ef.

Fiir a = (a,), € RY sei [a] die Aquivalenzklasse von a. Man nennt *R := {[a] : a € RN} die Menge der
hyperreellen Zahlen. Fiir a,b € RN definieren wir

[a] + [b] :== [(an + bn)nl,
[a] - [b] := [(anbn)n],
[a] < [b] <= {n €N:aqa, <b,} € F.

Bemerkung 12.3.

(i) Seien a,b,c € RY mit a ~ b ~ ¢. Dann liegen S := {n € N:a, =b,} und T:= {n € N: b, = ¢,}
in F. Wegen SNT C {n € N:a, = ¢,} gilt a ~ c. Daher ist ~ tatsichlich eine Aquivalenzrelation.
Mit dem gleichen Argument zeigt man, dass +, - und < auf *R wohldefiniert sind. Auferdem
gelten die iiblichen Rechenregeln und (9.1)). Wir definieren zusétzlich —[a] := [(—ay)n] und

la]| = {[a} falls [a] > 0,

—la] sonst

fir a € *R. Man zeigt leicht |zy| = |z||y| und |z + y| < |z| + |y| fir z,y € *R (da |.| nicht nach R
abbildet, handelt es sich formal nicht um eine Norm).
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(ii) Durch r — [(r,r,...)] kann man R in *R einbetten. Andererseits ist x := [(0,1,...)] € *R \ R mit
r < z fiir alle r € R. Anlog ist x := [(2°,271,...)] € *R mit 0 < = < r fiir alle positiven r € R.
Nach [Satz 8.8/ und [Satz 9.10|ist |R| < [*R| < |RN| = |2V = |R], d.h. R und *R sind gleichmiichtig.

(iii) Sicher ist 1 € R C *R ein neutrales Element der Multiplikation. Sei a € *R \ {0} und

. a,! falls a, # 0,
"o sonst

fir n € N. Nach [Lemma 11.4]gilt {n € N: a,, # 0} € F. Fiir b = (b,),, ist daher [a] - [b] = 1. Dies

zeigt, dass *R ein angeordneter Korper ist.

(iv) Unter Annahme der Kontinuumshypothese kann man zeigen, dass *R nicht wesentlich von der Wahl
des Ultrafilters F abhéngt. Ersetzt man in der Analysis die reellen Zahlen durch die hyperreellen
Zahlen, so spricht man von Nicht-Standard-Analysis.

Definition 12.4. Eine hyperreelle Zahl x heilt endlich, falls ein n € N mit |z| < n existiert. Ggf. nennt
man
st(z) :==sup{reR:r <z} eR

Standardteil von x. Sei E C *R die Menge der endlichen hyperreellen Zahlen.

Bemerkung 12.5.

(i) Genau dann ist € *R endlich, wenn x auf einer Indexmenge in F beschrankt ist. Daraus folgt
leicht, dass E unter Addition und Multiplikation (aber nicht Division) abgeschlossen ist.

(ii)) Aus x < n € N folgt, dass die Menge {r € R : r < z} beschrénkt ist und daher ein Supremum
besitzt.

Satz 12.6.

(i) Firxz € E ist st(x) die einzige reelle Zahl mit |x — st(x)| < r fir alle positiven r € R, d. h. st(zx)
liegt ,beliebig nah* bei x. Insbesondere ist st(x) = x genau dann, wenn x € R.

(it) Firz,y € E gilt
st(z +y) = st(z) + st(y), st(zy) = st(x) st(y), <y = st(z) <st(y).

Beweis.

(i) Im Fall r + st(z) < z wire st(z) keine obere Schranke von M := {s € R : s < z}. Also
gilt * — st(z) < r. Da st(x) die kleinste obere Schranke von M ist, existiert ein s € R mit
st(x) —r < s < x. Daraus folgt st(z) —z < r. Insgesamt ist |x —st(x)| < r fiir alle positiven r € R.
Angenommen t € R erfiillt die gleiche Abschétzung. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung
|st(z) —t| < |st(z) — x| + |z — t| < 2r fir alle r € R. Es folgt ¢ = st(x).

(il) Nach (i) gilt |« +y — st(x) — st(y)| < |x —st(z)| + |y — st(y)| < r fiir alle positiven r € R. Aus
der Eindeutigkeit in (i) folgt st(x + y) = st(x) + st(y). Analog erhélt man st(zy) = st(z) st(y) aus

vy — st(@) st(y)| < [a(y —st(y)) + (& —st(2)) st(y)] < |2lly = st(y)] + & = st(@)[|st(y)]-

Sei nun = < y. Dann ist st(y) eine obere Schranke von {r € R : r < x}. Dies zeigt st(z) < st(y). O
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Bemerkung 12.7. Wir verallgemeinern die Konstruktion der Dedekind-Schnitte, um eine deutlich
grofere Klasse von Zahlen zu definieren.

Definition 12.8 (CONWAY). Sei Sy := @. Rekursiv definieren wir fiir jede Kardinalzahl a > 0 die
Menge S, aller Paare der Form {L, R} mit folgenden Eigenschaften:

o L,RC JyeqSe.
evieLreR:r£l.

Die Relation < ist dabei ebenfalls rekursiv definiert durch
{L,R} <{L',R'} = VieL+eR :{L' R} <Ll ' <£{L,R}.
Wir werden sehen, dass
{L, R} ~{L'\R'} = {L,R} <{L',R'} <{L,R}

eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklasse von {L,R} sei (L|R). Wir werden S, oft
mit der entsprechenden Menge von Aquivalenzklassen identifizieren und die Definition von < auf
Aquivalenzklassen iibertragen. Man nennt dann S := (J, S, die Klasse der surrealen Zahlen.

Bemerkung 12.9. Im Folgenden beweisen wir Eigenschaften der surrealen Zahlen mittels transfiniter
Induktion. Der Induktionsanfang ist in der Regel trivial, weil es fiir Sy = @ nichts zu zeigen gibt. Wir
priifen zunéchst, dass < reflexiv und transitiv ist. Sei (L|R) € S gegeben mit L C S; und R C Sp. Sei
l € L und r € R. Durch Induktion nach (a, b) kénnen wir [ <[ und r < r annehmen. Im Fall (L|R) <
wére | £ [ und im Fall » < (L|R) wére r £ r. Dies zeigt (L|R) < (L|R), d.h. < und ~ sind reflexiv.
Sei nun (L|R) < (L'|R") < (L"|R"). Angenommen es existiert ein [ € L mit (L”|R") <. Induktiv gilt
dann (L'|R") <l und (L|R) < l. Dies widerspricht [ < I. Analog zeigt man r” £ (L|R) fiir alle " € R".
Damit ist (L|R) < (L”|R") und < ist transitiv. Nach Definition ist ~ eine Aquivalenzrelation und <
eine Ordnungsrelation auf S.

Lemma 12.10. Sei (L|R) € S. Dann gilt | < (L|R) < r fir allel € L und r € R. Auflerdem ist <
total.

Beweis. Nach Definition von (L|R) gilt r « . Sei | = (L;|R;). Induktiv gilt I’ < [ fiir alle I € L;. Im Fall
(LIR) <! wire (L|R) <lund ! £ 1. Also ist (L|R) £ I’ fiir alle I’ € L. Dies zeigt | < (L|R). Sei nun
r = (Ly, Ry). Induktiv gilt » < ¢/ fiir alle 7’ € R,. Im Fall v < (L|R) wére r < (L|R) im Widerspruch
zu r < r. Daher gilt (L|R) < r. Fiir die zweite Behauptung sei (L'|R’) € S mit (L|R) £ (L'|R’). Dann
existiert ein [ € L mit (L'|R’) <l oder ein 7’ € R’ mit ' < (L|R). In beiden Fillen folgt (L'|R") < (L|R).
Dies zeigt die Totalitdt von <. O

Bemerkung 12.11. Nach [Lemma 12.10| gilt (L|R) € S genau dann, wenn [ < r fiir alle [ € L und
r € R. Aufserdem gilt
(LIR) < (L'|R) <= Vlie L,v e R : 1 < (L'|R"), (LIR) <.

Dies werden wir ab jetzt benutzen.

Beispiel 12.12. Um Klammern zu sparen schreiben wir (z,vy,...|a,b,...) := {z,y,...}|{a,b,...}).

(i) Offenbar besteht S; nur aus 0 := (&|2). Man macht sich klar, dass 1 := (0/@) und —1 := (&]0) in
So liegen, wihrend (0]0) wegen 0 < 0 nicht zugelassen ist. Nach [Lemma 12.10| gilt —1 < 0 < 1.
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(ii) Genau dann gilt (L|R) =0, falls { <0 und » > 0 fiir alle [ € L und r € R.

(iii) Aus 0 < (—1,0|@) folgt (—1,0/@) <1 < (—1,0[), d.h. (—1,0/@) = 1. Dies lésst sich verallgemei-
nern.

Lemma 12.13. Besitzt L ein grofites Element, so gilt (L|R) = (max(L)|R). Besitzt R ein kleinstes
Element, so gilt (L|R) = (L| min(R)).

Beweis. Fiir alle | € L gilt | < max L < (max(L)|R) nach [Lemma 12.10 Fiir alle r € R ist (L|R) < r.
Dies zeigt (L|R) < (max(L)|R). Nach [Lemma 12.10|ist auferdem max L < (L|R) und (max(L)|R) < r.
Es folgt (max(L)|R) = (L|R). Die zweite Aussage ist analog. O

Definition 12.14. Fiir x := (L|R) € S und y := (L/|R’) € S definieren wir rekursiv:

r+y:=((L+y)U(@+L)|(R+y)U(z+R)),
—z:=(—R|-L),

wobei x + L={x+1:1€ L}.
Bemerkung 12.15. Es ist keineswegs trivial, dass die Addition mit ~ vertréglich ist und tatséchlich
surreale Zahlen produziert. Im ersten Schritt kénnen wir die Definition gedanklich zun&chst nur auf die

urspriinglichen Elemente {L, R} anwenden und die Forderung [ < r fiir [ € L und r € R ignorieren.
Der néchste Schritt zur Wohldefiniertheit ist das folgende Lemma.

Lemma 12.16. Fir alle z,y,z € S gilt

<Ly < rz+2<y+=z
Beweis. Sei x = (L|R) € Sq, y = (L'|R) € Sp und 2 = (L"|R") € S;. Wie iiblich seien I,r,l,...
Elemente aus L, R, L/, . ... Wir wihlen Kardinalzahlen a < b < ¢ mit {a, b, ¢} = {a,b,c}. Sei v+2z < y+2,
aber x > y. Dann existiert ein [ mit [ > y oder ein v’ mit 7/ < z. Durch Induktion nach (a, b, ¢) folgt

l+2z>y+zoder ' + 2 <z + 2 (der Induktionsanfang folgt aus der einfachen Gleichung 0 + 0 = 0).
Beides widerspricht = + z < y + z. Daher gilt z < y.

Sei nun x < y, aber x 4+ z > y + z. Dann gilt eine der folgenden Aussagen:
l+z>y+ 2z, r+1">y+ 2, r+z>7"+ 2, r+z>y+r".

Induktiv gilt y + 1" > z+ 1" und y + r"” > x + r”. Nach dem ersten Teil des Beweises folgt eine der
Aussagen:

1>y, ">z, x> 2>,

Alle Aussagen widersprechen x < y oder [Lemma 12.10 OJ

Bemerkung 12.17. Aus|Lemma 12.16| folgt

<y <= r+z<y+z,
r<2,y<y = z+y<a+y.
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Mit den tiblichen Bezeichnungen gilt [ +y <r+y, [+y <z +7", 2+ <r+yund z+1' < x+7r'. Dies
zeigt x +y € S. Ist z = 2’ und y = 9/, so ergibt sich x +y = 2’ + 3/, d. h. die Addition ist wohldefiniert.
Ahnlich zeigt man

TSy — —y< -

Aus [ < r folgt insbesondere —r < —[. Also ist auch —x € S.

Lemma 12.18. Fir alle x,y,z € S gilt:
(i) c+y=y+xund (z+y)+z=x+(y+ 2).
(1)) x + 0=z und x + (—z) = 0.

Beweis. Wie iiblich sei z = (L|R), y = (L'|R') und z = (L”|R").
(i) Die Gleichung = + y = y + x ist trivial. Es gilt

(z+y)+z2=(L+yUz+L |R+y,x+R)+=

=(L+y)+2zU@+L)+zU(@+y) +L"|
(R+y)+2zU(@+R)+z2U(z+y)+ R
(L+@w+z)Uzs+ (L' +2)Uz+ (y+ L") |
R+(y+z)Uz+ (R +z)Uz+(y+R"))
=z+ (L' +2zUy+L"|R+20y+R")
=z+(y+2)

(ii) Offenbar gilt 0 + 0 = (&|@) = 0. Induktiv folgt t+0= (L +0| R+ 0) = (L, R) = z. Aukerdem

istz+ (—z)=(L+(—z)Uz+ (—R) | R+ (—x) Uz + (—L)). Aus folgt induktiv
I+ (—z) <l+(=l) =0und z + (—r) < r+ (—r) = 0. Dies zeigt  + (—z) < 0. Analog ist
O=r+(—r)<r+(—z)und 0 =1+ (=) < x + (=I). Damit ist 0 < x 4+ (—x) bewiesen. O

Bemerkung 12.19. [Lemma 12.18] zeigt, dass die surrealen Zahlen bzgl. Addition eine abelsche Gruppe
bilden. Wir kénnen nun wie gewohnt x — y anstelle von x + (—y) schreiben.

Beispiel 12.20.
(i) Wir haben bereits 1 = (0|@) definiert. Fiir n € N4 setzen wir induktiv n := (n — 1|@). Dann gilt
n+m=Mn—-1[@)+(m-1|)=n—-1+m, n+m—-1|0)=n+m-—1]|2).

Auf diese Weise kann man alle ganzen Zahlen als surreale Zahlen auffassen. Allgemeiner kann
man jede Kardinalzahl a mit ({b: b < a} | @) identifizieren.

(ii) Sei # := (0[]1) € S. Nach [Lemma 12.10| gilt 0 < =z < 1 und =z + 2 = (z|z + 1). Es folgt

z+z <1< z+z. Man kann also 3 := (0|1) definieren. Analog zeigt man 1 = (0|3) usw. Auf diese

Weise lassen sich alle rationalen Zahlen der Form 2% mit a € Z und n € N als surreale Zahlen
realisieren. Fiir jede weitere reelle Zahl r € R existieren a,, € Z mit a,27" < r < (a, + 1)27" fiir

alle n € N. Es folgt

r=({a27":neN}|{(an +1)27":n e N}) €S.
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Definition 12.21. Fiir surreale Zahlen = (L|R) und y = (L/|R") definieren wir

voy=ay:=(ly+al' =10, ry+ar’ —rr' | ly+ar’ =", ry+al’ —rl' 1,1, r0"),

wobei jeder Terme wie ly + xl’ — I’ zu einem Tupel von Parametern wie (I,1') € L x L’ gehort.

Lemma 12.22. Fir alle x,x1,x2,y,y1,y2 € S gilt:
(1) xy € S.

(i) Aus x =y folgt xz = yz.

(1ii) Aus x1 < xo und y1 < ya folgt x1y2 + xoy1 < x1y1 + x2y2. Die Ungleichung ist strikt, falls z1 < xo

und y1 < Ys.

(v) z,y >0 — zy > 0.

Beweis. Wir beweisen die ersten drei Aussagen simultan durch Induktion.

(i) Die Bestandteile von zy sind induktiv surreale Zahlen. Wir miissen

(iv)

hy + 2l — L < loy + zr’ — 1o, ly +zl) — Uy < ry+aly —rl),

ry +xry] —rr] < ly + ary — Irh, ry+ar’ —rir’ <ry+al —rld

zeigen. Nehmen wir I; < Iy an. Dann folgt Iy + lol’ < 1! + loy und lor’ 4+ zl’ < Iol’ + zr' aus (iii)).
Insgesamt ist
hy+axl' =Ll <lby+zl — Ll <loy+xr’ —lar.

Gilt hingegen Iy < I, so hat man 17’ + zl’ < Iyl + xr’', lor’ + Iy < loy + [ und
hy+al' — 4l <lhy+ar' — L' <lgy+ar’ — oy,

Damit ist die erste der vier Ungleichungen bewiesen. Die anderen drei sparen wir uns.

Induktiv gilt bereits 21" = yl” und zr” = yr”. Mit folgt lz4xl" —1I" < yzund rz+ar”" —rr’" <
yz. Analog zeigt man xz < 'z +yr” —U'r” und zz < v’z + yl"” — r'l". Also gilt vz < yz. Aus
Symmetriegriinden folgt yz < xz.

Nach kénnen wir z; < x9 und y; < y2 annehmen (man beachte, dass wir im Beweis von nur
die strikte Ungleichung fiir benutzt haben). Wir bezeichnen die zu beweisende Ungleichung
mit U(z1, z2,y1,y2). Wir benutzen Induktion nach (a, b, c,0), wobei y; € Sq, y2 € Sp, 21 € S,
T9 € Sy. Wire Iy < x1 und w9 < rq fiir alle I3 und 71, so hitten wir xo < x1. Also gilt 1 < r1 < a9
fiir ein Iy oder z1 < ly < x9 fiir ein r;. Nehmen wir den ersten Fall an (der zweite Fall ist analog).
Induktiv gilt U(r1, z2,y1,y2). Es geniigt U(x1,71,y1,y2) mit strikter Ungleichung zu zeigen, denn
dann wére

(x1y2 + m1y1) + x2y1 < z1y1 + (r1ye + Tay1) < 1y + 1y + T2y,
T1Y2 + x2y1 < T1Y1 + x2Yy2

nach [Bemerkung 12.17, Wir kénnen nun analog y; < 7] < y2 annehmen. Dann gilt U (z1,71, 7, y2)
und es verbleibt U(x1,71,y1, 7)) = U(z, 7, y, ") mit strikter Ungleichung zu beweisen. Das bedeutet
ry + xr’ — rr’ < xy und gilt nach (im Beweis von haben wir (fiiif) nur fiir eine niedrigere
Induktionsstufe benutzt).

Folgt aus mit (z1,z2,y1,y2) = (0,2,0,y). O]
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Lemma 12.23. Fir alle x,y,z € S gilt:
(1) zy = yx und (v +y)z = vz + yz.
(ii) (zy)z = 2(yz).

(i17) 1z = x.

Beweis.

(i) Vertauscht man z und y, so bleiben die Terme auf der linken Hélfte von zy invariant, wiahrend
die Terme auf der rechten Hélfte vertauscht werden. Dies zeigt zy = yzx. Sei x + y = (S|T") und
s € S sowie t € T Der erste Term der linken Hélfte von (z + y)z besteht aus Elementen der Form

{sz+ (xz+yl" =sl"}={(+y)z+ @+ =1+ ", (@+)z+ (x+yl" = (x+1)"}
={(z+al" =" +yz, zz2+ 2z +yl" = 1'")}.
Dies sind Bestandteile der linken Halfte von xz 4+ yz. Die anderen Terme behandelt man analog.
(ii) Die linke Halfte von (xy)z besteht nach (i) und Induktion aus Elementen der Form
(ly+ ol — 1z + (xy)l”" — (ly + 2l — 1" =1(yz) + 2"z +yl”" = U1") = 1"z +yl" = 1'1"),
(Ty 4 .TT‘/ o TT/)Z + (.Iy)l// o (ry + .73‘7‘/ o TT‘/)Z// r(yz) + LU(T‘/Z + yl" o T‘/l//) o T’(T‘/Z + yl" o T‘/l//),
(ly + zr' = ')z + (zy)r” — (ly + ar’ — Ir")r” +ax(rz+yr” ="y =102+ yr” —'r"),

)rt = 1(yz)
(ry + 2l —rl)z+ (xy)r” — (ry + 2l — )" =r(y2) + 2’z +yr” = Ur") —r(l'z + yr" = U'v").

Das stimmt mit der linken Hélfte von z(yz) iiberein. Analog behandelt man die jeweils rechten
Halften.

(iii) Es gilt
z-0=z-(29)=(g9) =0,
z-1=z-(0/@)=(1420-10]|rl+20—1r0)=(L|R) = z. O

Beispiel 12.24. Fiir n,m € N gilt
nm=((n—1m+nm-1)—(n—-1)(m—1)|2) =(nm-1|2)
wie zu erwarten. Auflerdem ist

2. :(1|@)-(0|1):(%+2-0—1-0 %+2-1—1'1):<%‘g):1.

N

Bemerkung 12.25.

(i) Die Definition von xy ldsst sich durch folgende Ungleichungen motivieren:

(x =Dy —-1)>0, (r—a)(r' —y) >0, (x —=1)(r" —y) >0, (r—a)(y—10)>0.

(ii) Aus|Lemma 12.23|folgt, dass (S, +,-) ein kommutativer Ring ist (sofern man darauf verzichtet,

dass Ringe Mengen sein miissen). Man kann weiter zeigen, dass S sogar ein (angeordneter) Korper
ist, d.h. jedes # € S\ {0} besitzt ein multiplikatives Inverses. Die rekursive Definition von x~1 ist

jedoch aufwendig, wie man bereits an

n n

1 _ 1 1 1
3= = (C g mr g nen)

k=1 k=1
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(iif)

sieht. Wir haben bereits nachgerechnet, dass Addition und Multiplikation von natiirlichen Zahlen
mit den entsprechenden Operationen in S iibereinstimmen. Daraus folgt leicht, dass Q ein Teilkérper
von S ist. Dies lasst sich auf R erweitern. Sei dazu r = (a,|b, : n € N) € R mit ay,,b, € Q wie in

Beispiel 12.20, Fiir m € Ny gilt zunéchst

mr = ((m = 1)r +ma, — (m — 1)a, | (m — 1)r + mb, — (m — 1)by)
=((m—1r+an|(m—1)r+by,),

wobei beide Seiten im Reellen gegen mr konvergieren. Sei nun s = (a),|b),) mit a},, b/, € Q. Dann
gilt
bns + ral, — bpal,),

rs = (ans +ra, — apal,, bps+rbl, —byb.. | aps +rb,, —abl,,

wobei wieder beide Seiten gegen rs konvergieren. Somit ist auch R ein Teilkérper von S mit
der gleichen Ordnungsrelation. Man kann allgemeiner zeigen, dass jeder angeordnete Korper ein
Teilkorper von S ist.

Im Gegensatz zu R stimmt die Arithmetik beliebiger Kardinalzahlen nicht mit den Operationen
in S iiberein. Nach gilt beispielsweise N + N = N. Dies bedeutet umgekehrt, dass man
surreale Zahlen mit tiberraschenden Eigenschaften konstruieren kann. Sei dafiir a = (N|@) = N.
Dann erhélt man mit = := (NJa) eine surreale Zahl, die grofer als jeder reelle Zahl aber kleiner als
a ist. Genauer gilt

r+1=N+1Lz|a+l)=(x|a+1)=aqa,

wie man leicht nachrechnet. Sei nun y := (N | a —n : n € N). Dann gilt
y+ty=N+yla-N+y)=a,

dennn+y <a,n<n+yund a<a—n+y Man kann also y = § definieren. Sei schlieklich

z:=(N|2"a:n € N). Aus |Lemma 12.10| folgt nz < a und (27" 4+ 27™)z < 27" ™q fiir alle

n,m € N. Damit ergibt sich

2?2 = (nz +zm—nm, 27 "az +2""az — 9 n—mg? | nz+227"a — n2_ma) < a.
Umkehrt ist a < 22, denn n < 2% und a < nz + 227™a — n2~™a. Dies zeigt 4> = a und y = /4.
Man kann allgemeiner zeigen, dass jede positive surreale Zahl fiir jedes n € N eine n-te Wurzel
besitzt. Analog zur Konstruktion von C aus R, erhélt man durch Adjunktion einer Quadratwurzel
von —1 zu S einen algebraisch abgeschlossenen Korper.
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