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Komplexitat

Komplexitat von Multiplikationen

@ Matrizenmultiplikation basiert auf Multiplikation und Addition von Zahlen.
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Komplexitat Gleichungs eme Eigenwertberechnung Orthonormal

Komplexitat von Multiplikationen

@ Matrizenmultiplikation basiert auf Multiplikation und Addition von Zahlen.
@ Multiplikationen sind ,aufwendiger” als Additionen.

o Die Schul-Multiplikation zweier n-stelliger Zahlen z, 3y erfordert n? Ziffer-Multiplikationen:

123 -567 = 69741

861
+ 738
+ 615
69741
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Es geht besser

Karatsuba-Algorithmus (1962)

® Teile z und y in zwei Hélften der Lange m ~ n/2:

z = x110™ + x, y =v110™ + yo, x0, Yo < 10™
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Es geht besser

Karatsuba-Algorithmus (1962)

® Teile z und y in zwei Hélften der Lange m ~ n/2:
x:$110m+$07 y:y110m+y07 Zo, Yo < 0™
® Berechne rekursiv

20 1= ToYo, 22 i= T1Y1, z1 = (21 — 20)(yo — Y1) + 20 + 22.
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Es geht besser

Karatsuba-Algorithmus (1962)

® Teile z und y in zwei Hélften der Lange m ~ n/2:
x:$110m+$07 y:y110m+y07 Zo, Yo < 0™
® Berechne rekursiv

20 1= ToYo, 22 i= T1Y1, z1 = (21 — 20)(yo — Y1) + 20 + 22.

© Dann gilt zy = 1022y + 1021 + 2.
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Komplexitat

Karatsuba-Algorithmus im Test

Beispiel
Firx =87 =80+ 7 und y =91 = 90 + 1 erhalt man
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Beispiel
Firx =87 =80+ 7 und y =91 = 90 + 1 erhalt man
20=T7-1=171,
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Komplexitat

Karatsuba-Algorithmus im Test

Beispiel

Firx =87 =80+ 7 und y =91 = 90 + 1 erhalt man
20=T7-1=17,
29 =8-9="72,
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Komplexitat

Karatsuba-Algorithmus im Test

Beispiel

Fir z =87 =80+ 7 und y = 91 = 90 + 1 erhilt man
20=T7-1=171,
29 =8-9="72,
21=8=-7(1-9)+20+220=-84+74+72=T71,
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Karatsuba-Algorithmus im Test

Beispiel

Firx =87 =80+ 7 und y =91 = 90 + 1 erhalt man
20=T7-1=17,
29 =8-9="72,

21=8=-7(1-9)+20+220=-84+74+72=T71,
xy = 7200+ 710+ 7 = 7917.

Orthonormalisieren
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Analyse

Satz
Der Karatsuba-Algorithmus fiir n-stellige Zahlen benétigt ca.

nlog2(3) ~ 58 < n2

Ziffer-Multiplikationen.
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Analyse

Satz
Der Karatsuba-Algorithmus fiir n-stellige Zahlen benétigt ca.

nlog2(3) ~ 58 < n2

Ziffer-Multiplikationen.

Beweis.

Induktion nach n:
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Orthonormalisieren

Analyse

Satz
Der Karatsuba-Algorithmus fiir n-stellige Zahlen benétigt ca.

nlog2(3) ~ 58 < n2

Ziffer-Multiplikationen.

Beweis.

Induktion nach n: Fiir n = 1 braucht man 1 = 11°823) Ziffer-Multiplikation.
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Analyse

Satz
Der Karatsuba-Algorithmus fiir n-stellige Zahlen benétigt ca.

nlog2(3) ~ 58 < n2

Ziffer-Multiplikationen.

Beweis.

Induktion nach n: Fiir n = 1 braucht man 1 = 11°823) Ziffer-Multiplikation.
Die Berechnung von 2, 21, 25 fiir n > 2 erfordert 3 Multiplikationen m-stelliger Zahlen.

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021

5/50



Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Analyse

Satz
Der Karatsuba-Algorithmus fiir n-stellige Zahlen benétigt ca.

nlog2(3) ~ 158 < n2

Ziffer-Multiplikationen.

Beweis.

Induktion nach n: Fiir n = 1 braucht man 1 = 1'°82(3) Ziffer-Multiplikation.

Die Berechnung von 2, 21, 25 fiir n > 2 erfordert 3 Multiplikationen m-stelliger Zahlen.

Induktiv erhalt man
3m1o8203) ~ 3(n/2)1082(8) = plog2(3)

Ziffer-Multiplikationen. Ol
v
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Komplexitat

Verbesserungen

o Toom-Cook-Algorithmus (1966): n'08(5)/108(3) r 5,146,
Idee: Teile in mehr als zwei Teile auf.
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Eigenwertberechnung

Verbesserungen

o Toom-Cook-Algorithmus (1966): n'08(5)/108(3) r 5,146,
Idee: Teile in mehr als zwei Teile auf.

@ Schdnhage-Strassen-Algorithmus (1971): nlog(n) loglog(n).
Idee: Schnelle Fourier-Transformation (FFT). Verbreiteter Standard.
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Verbesserungen

o Toom-Cook-Algorithmus (1966): n'08(5)/108(3) r 5,146,
Idee: Teile in mehr als zwei Teile auf.

@ Schdnhage-Strassen-Algorithmus (1971): nlog(n) loglog(n).
Idee: Schnelle Fourier-Transformation (FFT). Verbreiteter Standard.

o Fiirer-Algorithmus (2007): nlog(n)8°%2("). Verbesserung von Schonhage-Strassen.

Nur fiir extrem groBe Zahlen relevant.
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Verbesserungen

o Toom-Cook-Algorithmus (1966): n'08(5)/108(3) r 5,146,
Idee: Teile in mehr als zwei Teile auf.

@ Schdnhage-Strassen-Algorithmus (1971): nlog(n) loglog(n).
Idee: Schnelle Fourier-Transformation (FFT). Verbreiteter Standard.

o Fiirer-Algorithmus (2007): nlog(n)8°%2("). Verbesserung von Schonhage-Strassen.
Nur fiir extrem groBe Zahlen relevant.

@ Harvey-van der Hoeven (2019): nlogn. Praktisch bisher irrelevant.
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Matrizen-Multiplikation

o Die direkte Multiplikation zweier n x n-Matrizen A, B erfordert n® Zahl-Multiplikationen
aijbjk mit 1 <4,5,k <n.
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Matrizen-Multiplikation

o Die direkte Multiplikation zweier n x n-Matrizen A, B erfordert n® Zahl-Multiplikationen
aijbjk mit 1 <4,5,k <n.

@ Man kommt auch hier mit weniger aus. Fiir n = 2 berechnen wir:

c1 := (a11 + a22)(b11 + b22), ¢z = (ag1 + az2)biy,
cg = a11(bia — ba2), ¢4 = azn(ba —bu),
c5 := (a11 + a12)baa, ¢o 1= (az1 — a11)(bi1 + br2),

c7 = (@12 — az2)(ba1 + ba2).
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Matrizen-Multiplikation

o Die direkte Multiplikation zweier n x n-Matrizen A, B erfordert n® Zahl-Multiplikationen
aijbjk mit 1 <4,5,k <n.

@ Man kommt auch hier mit weniger aus. Fiir n = 2 berechnen wir:

c1 := (a11 + a22)(b11 + bea), ¢z = (ag1 + az2)biy,
cg = a11(bia — ba2), ¢4 = azn(ba —bu),
c5 := (a11 + a12)baa, ¢o 1= (az1 — a11)(bi1 + br2),

cr = (a12 — azz)(ba1 + ba2).
e Jeder Eintrag von AB ist eine Summe/Differenz der ¢;:
AB:<01+C4—65+C7 €3+ ¢s5 )

2+ ¢y cl1—C2+c3+cg
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Analyse

e Wir haben also nur 7 anstatt 23 = 8 Zahl-Multiplikationen verwendet.
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Analyse

e Wir haben also nur 7 anstatt 23 = 8 Zahl-Multiplikationen verwendet.

e Fiir n > 2 teilt man A und B in je vier Blocke und iteriert (Strassen-Algorithmus).
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Analyse

e Wir haben also nur 7 anstatt 23 = 8 Zahl-Multiplikationen verwendet.
e Fiir n > 2 teilt man A und B in je vier Blocke und iteriert (Strassen-Algorithmus).
o Dies erfordert ca. n'°82(7) ~ 281 Zahl-Multiplikationen.
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Analyse

e Wir haben also nur 7 anstatt 23 = 8 Zahl-Multiplikationen verwendet.

e Fiir n > 2 teilt man A und B in je vier Blocke und iteriert (Strassen-Algorithmus).
o Dies erfordert ca. n'°82(7) ~ 281 Zahl-Multiplikationen.

o Aktueller Stand: n237286 Zahl-Multiplikationen (Alman-Williams, 2020).
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Komplexitat

Das Assoziativgesetz

@ Seien A, B,C Matrizen vom Format n x m, m x k und k x [.
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Das Assoziativgesetz

@ Seien A, B,C Matrizen vom Format n x m, m x k und k x [.
e Bekanntlich gilt das Assoziativgesetz (AB)C = A(BC).
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Das Assoziativgesetz

@ Seien A, B,C Matrizen vom Format n x m, m x k und k x [.
e Bekanntlich gilt das Assoziativgesetz (AB)C = A(BC).
e Aber: (AB)C erfordert nmk + nkl = nk(m + 1) Zahl-Multiplikationen.
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Das Assoziativgesetz

@ Seien A, B,C Matrizen vom Format n x m, m x k und k x [.
e Bekanntlich gilt das Assoziativgesetz (AB)C = A(BC).

e Aber: (AB)C erfordert nmk + nkl = nk(m + 1) Zahl-Multiplikationen.
A(BC) erfordert mkl + nml = ml(n + k) Zahl-Multiplikationen.
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Das Assoziativgesetz

@ Seien A, B,C Matrizen vom Format n x m, m x k und k x [.
e Bekanntlich gilt das Assoziativgesetz (AB)C = A(BC).

e Aber: (AB)C erfordert nmk + nkl = nk(m + 1) Zahl-Multiplikationen.
A(BC) erfordert mkl + nml = ml(n + k) Zahl-Multiplikationen.

Fakt

Genau dann lasst sich (AB)C schneller berechnen als A(BC'), wenn
1 L 1 < 1 i 1
m I n k
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Das Assoziativgesetz

Beispiel
Extremfall n =k >1=m = I:

(AB)C = I | 2n? Multiplikationen,

A(BC) = O I 2n Multiplikationen
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Komplexitat

Das Assoziativgesetz

Beispiel
Extremfall n =k >1=m = I:

(AB)C

2n? Multiplikationen,

o 2n Multiplikationen

Benjamin Sambale (LUH)

o F
Lineare Algebra in der Praxis




Gleichungssysteme

Praktische Probleme mit Gleichungssystemen

@ Messabweichungen kdnnen groRe Auswirkungen auf die Lésung haben.
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Praktische Probleme mit Gleichungssystemen

@ Messabweichungen kdnnen groRe Auswirkungen auf die Lésung haben.

® Rundungsfehler beim GauB-Algorithmus fiihren zu falschen Ergebnissen.
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Praktische Probleme mit Gleichungssystemen

@ Messabweichungen kdnnen groRe Auswirkungen auf die Lésung haben.
® Rundungsfehler beim GauB-Algorithmus fiihren zu falschen Ergebnissen.

©® Uberbestimmte Systeme haben keine exakte Losung.

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 11 /50



Kondition

Kleine Abweichungen der Eingabe bewirken groRe Veranderungen der Ldsung:
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Kondition

Kleine Abweichungen der Eingabe bewirken groRe Veranderungen der Ldsung:

11\ (2 Lssung: o — (10
11 1)~ 1 ung-t =1 19
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Orthonormalisieren

Kondition

Kleine Abweichungen der Eingabe bewirken groRe Veranderungen der Ldsung:

11\ (2 Lssung: o — (10
11 1)~ 1 ung-t =1 19
11\ (2 Lseun o — (100
101 1)~ 1 OSUNE- T =1 102
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Komplexitat

Gleichungssysteme

rtberechnung Orthonormalisieren

Kondition

Kleine Abweichungen der Eingabe bewirken groRe Veranderungen der Ldsung:

1
1.1
1

1.01
1
1

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis

=)
)= ()

Losung: x = —10
ung:z = | |,
Losung: = = —100

ung- =1 102

nicht losbarl
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Kondition

Kleine Abweichungen der Eingabe bewirken groRe Veranderungen der Ldsung:

11\ (2 Lssung: o — (10
11 1)~ 1 ung-t =1 19
11\ (2 Lseun o — (100
101 1)~ 1 OSUNE- T =1 102
11 9
_ T
(1 1)x (1> nicht losbar!

@ Grund: Die Determinante der Koeffizientenmatrix A ist (fast) 0.
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Kondition

Kleine Abweichungen der Eingabe bewirken groRe Veranderungen der Ldsung:

11\ (2 Lssung: o — (10
11 1)~ 1 ung-t =1 19
11\ (2 Lseun o — (100
101 1)~ 1 OSUNE- T =1 102
11 9
_ T
(1 1)37 (1> nicht losbar!

@ Grund: Die Determinante der Koeffizientenmatrix A ist (fast) 0.
o Folglich ist A1 = det(A)~'A sehr groR.
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Kondition

Kleine Abweichungen der Eingabe bewirken groRe Veranderungen der Ldsung:

11\ (2 Lssung: o — (10
11 1)~ 1 ung-t =1 19
11\ (2 Lseun o — (100
101 1)~ 1 OSUNE- T =1 102
11 9
_ T
(1 1)37 (1> nicht losbar!

@ Grund: Die Determinante der Koeffizientenmatrix A ist (fast) 0.
o Folglich ist A1 = det(A)~'A sehr groR.
@ Man sagt, das Problem ist schlecht konditioniert.
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Gleichungssysteme

Konditionszahl

@ Genauer definiert man die Konditionszahl

max{|Az| : |x| =1} > 1

A= A = 1)
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Gleichungssysteme

Konditionszahl

@ Genauer definiert man die Konditionszahl

max{|Az| : |x| =1} 1
min{|Az| : [z| =1} =

Kk(A) =

o Je groRer k(A), desto schwieriger das Problem.
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Konditionszahl

@ Genauer definiert man die Konditionszahl

max{|Az| : |x| =1} 1

A= A = 1)

o Je groRer k(A), desto schwieriger das Problem.

@ Um den Effekt nicht zu verschlimmern, bendtigt man stabile Algorithmen.

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 13 /50



Rundungsfehler

@ Auf Computern lassen sich reelle Zahlen nur ndherungsweise durch
Gleitkommazahlen darstellen.
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Rundungsfehler

@ Auf Computern lassen sich reelle Zahlen nur ndherungsweise durch
Gleitkommazahlen darstellen.

@ Selbst endliche Dezimalbriiche lassen sich nicht exakt speichern, wenn die
interne Binardarstellung unendlich ist:

01=2"%+... ~ 0.0625
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Rundungsfehler

@ Auf Computern lassen sich reelle Zahlen nur ndherungsweise durch
Gleitkommazahlen darstellen.

@ Selbst endliche Dezimalbriiche lassen sich nicht exakt speichern, wenn die
interne Binardarstellung unendlich ist:

01=2"%4+2"54+ . ~ 0.0938
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Rundungsfehler

@ Auf Computern lassen sich reelle Zahlen nur ndherungsweise durch
Gleitkommazahlen darstellen.

@ Selbst endliche Dezimalbriiche lassen sich nicht exakt speichern, wenn die
interne Binardarstellung unendlich ist:

01=2"%44+254+928 4 ~ 0.0977
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Rundungsfehler

@ Auf Computern lassen sich reelle Zahlen nur ndherungsweise durch
Gleitkommazahlen darstellen.

@ Selbst endliche Dezimalbriiche lassen sich nicht exakt speichern, wenn die
interne Binardarstellung unendlich ist:

01=2"%4+254+928% 419291 ~0.099
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Rundungsfehler

@ Auf Computern lassen sich reelle Zahlen nur ndherungsweise durch
Gleitkommazahlen darstellen.

@ Selbst endliche Dezimalbriiche lassen sich nicht exakt speichern, wenn die
interne Binardarstellung unendlich ist:

0.1=2"*42"74+2"% 42794+ . ~0.0996
@ Nehmen wir an, dass unser Datentyp nur vier Dezimalziffern + Exponent speichert:

10001 ~~» 1.000e4 0.00123 ~» 1.23e—3.
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Rundungsfehler

@ Auf Computern lassen sich reelle Zahlen nur ndherungsweise durch
Gleitkommazahlen darstellen.

@ Selbst endliche Dezimalbriiche lassen sich nicht exakt speichern, wenn die
interne Binardarstellung unendlich ist:

0.1=2"*42"74+2"% 42794+ . ~0.0996
@ Nehmen wir an, dass unser Datentyp nur vier Dezimalziffern + Exponent speichert:
10001 ~~ 1.000e4 0.00123 ~~» 1.23e—3.
@ Subtraktion fast gleichgroRer Zahlen fithrt zum Verlust von Genauigkeit (Ausloschung):

1.234 —1.233 = 1.777e—-3.
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Rundungsfehler beim Gaul-Algorithmus
Beispiel
Das Gleichungssystem
0t 1y (10
1 1)~ 1

besitzt die eindeutige Losung z = (—10%,10* 4 1).
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Rundungsfehler beim Gaul-Algorithmus

Beispiel

Das Gleichungssystem

(e ()

besitzt die eindeutige Losung z = (—10%,10* 4 1).

Orthonormalisieren

Der GauB-Algorithmus mit Gleitkommazahlen liefert jedoch

le—4 1] 1led 1 led | 1le8 1 1led
1 1] 1 1 1 1 0 —1led

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Rundungsfehler beim Gaul-Algorithmus

Beispiel

Das Gleichungssystem

(e ()

besitzt die eindeutige Losung z = (—10%,10* 4 1).

Der GauB-Algorithmus mit Gleitkommazahlen liefert jedoch
le—4 1] 1ed 1 led | 1e8 1 1ed
1 1] 1 1 1 1 0 —led

=z = (0,1e4) X
Fazit: Der GauB-Algorithmus in Reinform ist instabil.

1le8
—1e8

12.07.2021 15 /50
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Gleichungssysteme

Vorkonditionierung

o Idee: Ersetze Az = bdurch A’y = b/, wobei A’ := SAT ' und b := Sbmit S, T € O(n,R).
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Gleichungssysteme

Vorkonditionierung

o Idee: Ersetze Az = bdurch A’y = b/, wobei A’ := SAT ' und b := Sbmit S, T € O(n,R).
o Lose A’y =t und danach Tz = y.
o Dann gilt Az = ST1SAT 1y =S~ 1A'y = S~ =b.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Vorkonditionierung

Idee: Ersetze Az = bdurch A’y = b/, wobei A’ := SAT ! und ¥/ := Sbmit S,T € O(n,R).
Lose A’y = b/ und danach Tz = y.

Dann gilt Az = ST1SAT 1y = S~ 1A'y = S~ =b.

Da S und T orthogonal sind, gilt {z : |x| = 1} = {T'x : || = 1} und

{|Az| : |z| =1} = {|SAT 2| : [z| = 1} = {|Az| : |z| = 1}.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Vorkonditionierung

Idee: Ersetze Az = bdurch A’y = b/, wobei A’ := SAT ! und ¥/ := Sbmit S,T € O(n,R).
Lose A’y = b/ und danach Tz = y.

Dann gilt Az = ST1SAT 1y = S~ 1A'y = S~ =b.

Da S und T orthogonal sind, gilt {z : |x| = 1} = {T'x : || = 1} und

{|Az| : |z| =1} = {|SAT 2| : [z| = 1} = {|Az| : |z| = 1}.

o Dies zeigt x(A) = k(A’), d. h. das neue System ist nicht schlechter konditioniert.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Vorkonditionierung

Idee: Ersetze Az = bdurch A’y = b/, wobei A’ := SAT ! und ¥/ := Sbmit S,T € O(n,R).
Lose A’y = b/ und danach Tz = y.

Dann gilt Az = ST1SAT 1y = S~ 1A'y = S~ =b.

Da S und T orthogonal sind, gilt {z : |x| = 1} = {T'x : || = 1} und

{|Az| : |z| =1} = {|SAT 2| : [z| = 1} = {|Az| : |z| = 1}.

Dies zeigt k(A) = k(A’), d.h. das neue System ist nicht schlechter konditioniert.

Wegen «(T") = 1 ist das System Tz = y gut konditioniert.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Vorkonditionierung

Idee: Ersetze Az = bdurch A’y = b/, wobei A’ := SAT ! und ¥/ := Sbmit S,T € O(n,R).
Lose A’y = b/ und danach Tz = y.

Dann gilt Az = ST1SAT 1y = S~ 1A'y = S~ =b.

Da S und T orthogonal sind, gilt {z : |x| = 1} = {T'x : || = 1} und

{|Az| : |z| =1} = {|SAT 2| : [z| = 1} = {|Az| : |z| = 1}.

Dies zeigt k(A) = k(A’), d.h. das neue System ist nicht schlechter konditioniert.

Wegen «(T") = 1 ist das System Tz = y gut konditioniert.
Wahle S und T', sodass A’y =t ,leicht” zu Idsen ist.
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Wahlen von S und T

Wie findet man geeignete S und 77
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Komplexitat Gleichungssysteme

Wahlen von S und T

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Wie findet man geeignete S und 77
Satz (Singularwertzerlegung)

Fiir A € R™ " existieren S, T € O(n,R), sodass SAT~" eine Diagonalmatrix mit nicht-negativen

Eintragen ist. Die positiven Eintrige sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt und heilen
Singularwerte von A.
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Komplexitat Gleichungssysteme

Wahlen von S und T’

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Wie findet man geeignete S und 77
Satz (Singularwertzerlegung)

Fiir A € R™ " existieren S, T € O(n,R), sodass SAT~" eine Diagonalmatrix mit nicht-negativen

Eintragen ist. Die positiven Eintrige sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt und heilen
Singularwerte von A.

o Ist A’ = SAT~! eine Diagonalmatrix, so ist A’y = b’ besonders leicht zu l5sen.
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Komplexitat Gleichungssysteme

Wahlen von S und T’

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Wie findet man geeignete S und 77
Satz (Singularwertzerlegung)

Fiir A € R™"*" existieren S, T € O(n,R), sodass SAT~! eine Diagonalmatrix mit nicht-negativen

Eintragen ist. Die positiven Eintrige sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt und heilen
Singularwerte von A.

o Ist A’ = SAT~! eine Diagonalmatrix, so ist A’y = b’ besonders leicht zu l5sen.

@ Problem: Die genaue Berechnung von S und T ist schwierig.
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Gleichungssysteme

Pivotisierung

@ Versuch: Wahle fiir S oder T' Permutationsmatrizen.
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@ Versuch: Wahle fiir S oder T' Permutationsmatrizen.

@ Dies realisiert Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen von A.
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Komplexita Gleichungssysteme r Orthonorma

Pivotisierung

e Versuch: Wihle fiir S oder T' Permutationsmatrizen.
@ Dies realisiert Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen von A.

@ Man maximiert dadurch den ersten Eintrag (Pivot-Element) von A.

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 18 /50



Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Pivotisierung

e Versuch: Wihle fiir S oder T' Permutationsmatrizen.
@ Dies realisiert Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen von A.

@ Man maximiert dadurch den ersten Eintrag (Pivot-Element) von A.
Beispiel
Im vorherigen Beispiel tauschen wir Spalten (also T = (9})):

1 le—4 | led 1 le—4| 1led
1 1 1 0 1 —led
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Pivotisierung

e Versuch: Wihle fiir S oder T' Permutationsmatrizen.
@ Dies realisiert Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen von A.

@ Man maximiert dadurch den ersten Eintrag (Pivot-Element) von A.

Beispiel

Im vorherigen Beispiel tauschen wir Spalten (also T = (9})):

1 le—4]1ed 1 1e—4‘ led
1 1 1 0 1 —1led

y = (led, —1ed),
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Pivotisierung

e Versuch: Wihle fiir S oder T' Permutationsmatrizen.

@ Dies realisiert Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen von A.

@ Man maximiert dadurch den ersten Eintrag (Pivot-Element) von A.
Beispiel

Im vorherigen Beispiel tauschen wir Spalten (also T = (9})):

1 le—4]1led 1 le—4| 1led
(1 1 1)N<o 1 ‘—1e4)
y = (led, —1ed),
r = (—le4,led) =~ (—10%,10 +1) v

Orthonormalisieren
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Gleichungssysteme

Uberbestimmte Gleichungssysteme

@ In der Neujahrsnacht 1801 entdeckte der Astronom Piazzi den Zwergplaneten Ceres.
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https://de.wikipedia.org/wiki/(1)_Ceres

Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Uberbestimmte Gleichungssysteme

@ In der Neujahrsnacht 1801 entdeckte der Astronom Piazzi den Zwergplaneten Ceres.

@ Die genaue Position wurde 40 Tage aufgezeichnet bis Ceres aus dem Blickfeld verschwand.

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 19 /50


https://de.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Piazzi
https://de.wikipedia.org/wiki/(1)_Ceres

Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Uberbestimmte Gleichungssysteme

@ In der Neujahrsnacht 1801 entdeckte der Astronom Piazzi den Zwergplaneten Ceres.
@ Die genaue Position wurde 40 Tage aufgezeichnet bis Ceres aus dem Blickfeld verschwand.

e Die Koordinaten von Ceres beschreiben ein iiberbestimmtes Gleichungssystem Ax = b,
wobei z die Parameter der gesuchten Bahnkurve enthidlt (A € R™™™ mit rk(A) = m < n).
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Uberbestimmte Gleichungssysteme

@ In der Neujahrsnacht 1801 entdeckte der Astronom Piazzi den Zwergplaneten Ceres.
@ Die genaue Position wurde 40 Tage aufgezeichnet bis Ceres aus dem Blickfeld verschwand.

e Die Koordinaten von Ceres beschreiben ein iiberbestimmtes Gleichungssystem Ax = b,
wobei z die Parameter der gesuchten Bahnkurve enthidlt (A € R™™™ mit rk(A) = m < n).

@ Wegen Messabweichungen gibt es keine exakte Ldsung. Wir suchen daher Z mit

|AZ — b| = min{|Az — b : z € R""}.
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Satz (Methode der kleinsten Quadrate)

Die Normalgleichung A* Az = A'b besitzt genau eine Lésung & und es gilt |AT — b| < |Ax — b
fir alle x # .
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Satz (Methode der kleinsten Quadrate)

Die Normalgleichung A* Az = A'b besitzt genau eine Lésung & und es gilt |AT — b| < |Ax — b
fir alle x # .
Beweis.
Fir x € Ker(A'A) gilt
|Az|? = 2’ A’Az =0 — Az =0 AT L — 0.

- y
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Satz (Methode der kleinsten Quadrate)

Die Normalgleichung A*Ax = A% besitzt genau eine Lésung & und es gilt |Az — b| < |Az — b|
fir alle x # .

Beweis.
Fir x € Ker(A'A) gilt

|Az|? = 2’ A’Az =0 — Az =0 AT L — 0.

Dies zeigt Ker(A'A) = {0} und A'A € R™*"™ ist invertierbar.

v
= o — - e

12.07.2021 20 /50



Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Satz (Methode der kleinsten Quadrate)

Die Normalgleichung A*Ax = A% besitzt genau eine Lésung & und es gilt |Az — b| < |Az — b|
fir alle x # .

Beweis.
Fir x € Ker(A'A) gilt
|Az|? = 2’ A’Az =0 — Az =0 AT L — 0.

Dies zeigt Ker(A'A) = {0} und A'A € R™*"™ ist invertierbar.
Also ist Z eindeutig bestimmt.

v
= o — - e
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Satz (Methode der kleinsten Quadrate)

Die Normalgleichung A*Ax = A% besitzt genau eine Lésung & und es gilt |Az — b| < |Az — b|
fir alle x # .

v

Beweis.

Fir x € Ker(A'A) gilt

|Az|? = 2’ A’Az =0 — Az =0 AT L — 0.

Dies zeigt Ker(A'A) = {0} und A'A € R™*"™ ist invertierbar.
Also ist & eindeutig bestimmt. Fiir y # 0 gilt

|A(Z +y) — b|? = [(AZ — b) + Ay, (A% — b) + Ay]

= o — — = VAL
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Satz (Methode der kleinsten Quadrate)

Die Normalgleichung A*Ax = A% besitzt genau eine Lésung & und es gilt |Az — b| < |Az — b|
fir alle x # .

4
Beweis.

Fir x € Ker(A'A) gilt

|Az|? = 2’ A’Az =0 — Az =0 AT L — 0.

Dies zeigt Ker(A'A) = {0} und A'A € R™*"™ ist invertierbar.
Also ist & eindeutig bestimmt. Fiir y # 0 gilt
[A(Z +y) — bf* = [(AZ - b) + Ay, (AT — b) + Ay]
— |A% — b? - 2[Ay, AT — b] + | Ay]?

= {4 - = = yer
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Satz (Methode der kleinsten Quadrate)

Die Normalgleichung A*Ax = A% besitzt genau eine Lésung & und es gilt |Az — b| < |Az — b|
fir alle x # .

4
Beweis.

Fir x € Ker(A'A) gilt

|Az|? = 2’ A’Az =0 — Az =0 AT L — 0.

Dies zeigt Ker(A'A) = {0} und A'A € R™*"™ ist invertierbar.
Also ist & eindeutig bestimmt. Fiir y # 0 gilt

A +) — b2 = [(A% — b) + Ay, (A% — b) + Ay
— | A% — b — 2[Ay, A% — b] + |Ayl?
— |AZ — b|> — 2P AN (AT —b) + Ay (=0)

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 20 /50



Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Satz (Methode der kleinsten Quadrate)

Die Normalgleichung A*Ax = A% besitzt genau eine Lésung & und es gilt |Az — b| < |Az — b|
fir alle x # .

4
Beweis.

Fir x € Ker(A'A) gilt

|Az|? = 2’ A’Az =0 — Az =0 AT L — 0.

Dies zeigt Ker(A'A) = {0} und A'A € R™*"™ ist invertierbar.
Also ist & eindeutig bestimmt. Fiir y # 0 gilt

|A(Z +y) — b|? = [(AZ — b) + Ay, (A% — b) + Ay]
= |Az — b|? — 2[Ay, A% — b] + | Ay|?
— |AZ — b — 24P A% (AF — b) + |Ay? (= 0)
=A% — b2 + |Ay|*> > |Az — b O

= {4 - = = yer
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Anwendung

@ Gaul hat auf diese Weise die Bahn von Ceres approximiert und die genaue Position erfolg-
reich vorhersagen kdnnen.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Anwendung

@ GauB hat auf diese Weise die Bahn von Ceres approximiert und die genaue Position erfolg-
reich vorhersagen kdnnen.

@ 2015 hat die NASA-Raumsonde Dawn Ceres fotografiert:
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Anwendung

@ GauB hat auf diese Weise die Bahn von Ceres approximiert und die genaue Position erfolg-
reich vorhersagen kdnnen.

@ 2015 hat die NASA-Raumsonde Dawn Ceres fotografiert:

@ Die Daten wurden mit dem Hamming-Code iibertragen.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Anwendung

@ GauB hat auf diese Weise die Bahn von Ceres approximiert und die genaue Position erfolg-
reich vorhersagen kdnnen.

@ 2015 hat die NASA-Raumsonde Dawn Ceres fotografiert:

@ Die Daten wurden mit dem Hamming-Code iibertragen.

@ Der helle Fleck ist der mit Salz gefiillte Meteoriten-Krater Occator.
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Gleichungssysteme

Verfahren fiir positiv definite Matrizen

Fiir das System A'Ax = A'D gibt es spezielle stabile Verfahren:
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Orthonormalisieren

Komplexitit Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Verfahren fiir positiv definite Matrizen

Fiir das System A'Ax = A'D gibt es spezielle stabile Verfahren:

Satz (Cholesky-Zerlegung)

Hat A € R™ "™ vollen Rang, so existiert genau eine obere Dreiecksmatrix R € R"™ ™ mit
positiven Diagonaleintrigen und A'A = R'R.
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Orthonormalisieren

Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Verfahren fiir positiv definite Matrizen

Fiir das System A'Ax = A'D gibt es spezielle stabile Verfahren:

Satz (Cholesky-Zerlegung)

Hat A € R™ "™ vollen Rang, so existiert genau eine obere Dreiecksmatrix R € R"™ ™ mit
positiven Diagonaleintrigen und A'A = R'R.

Die Matrix R lasst sich leicht rekursiv bestimmen:

tq Ap-1 a o Rir:n—l 0 Ry 1 7
AA_( at X))\t o 0 u
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Orthonormalisieren

Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Verfahren fiir positiv definite Matrizen

Fiir das System A'Ax = A'D gibt es spezielle stabile Verfahren:

Satz (Cholesky-Zerlegung)

Hat A € R™ "™ vollen Rang, so existiert genau eine obere Dreiecksmatrix R € R"™ ™ mit
positiven Diagonaleintrigen und A'A = R'R.

Die Matrix R lasst sich leicht rekursiv bestimmen:

tq Ap-1 a o Rir:n—l 0 Ry 1 7
AA_( at X))\t o 0 u

RY,_ir=a, w=\A—rtr
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Gleichungssysteme

Vorwarts- und Ruckwartssubstitution

Anstelle von R'Rx = b |6st man R'y = b durch Vorwirtssubstitution:

11 0 Y1 by _ b
y1 =
b T11
21 T22 Y2 2 _ by—rory1
= = y2 = Too
Tm1 = ° Tmm Ym bm
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Vorwarts- und Ruckwartssubstitution

Anstelle von R'Rx = b |6st man R'y = b durch Vorwirtssubstitution:

11 0 Y1 b1 _ b
Y1 =
b T11
21 T22 Y2 2 _ ba—ro1y1
. = : = y2 = T2
™Y1 - ° Tmm Ym b

und anschlieBend Rx = y durch Riickwartssubstitution:

Tl T2 Tim 4 Y T, = Ym
Tmm
Z2 _ Y2 T —  Ym—1"Tm—-1,mTm
- = m—1—= Tm—1,m—1
Tm—1,m—-1 Tm—-1m
0 T"mm Tm Ym
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Splitting-Methoden

o Fiir groBe Matrizen (n > 10°) ist die Cholesky-Zerlegung zu aufwendig.
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Splitting-Methoden

o Fiir groBe Matrizen (n > 10°) ist die Cholesky-Zerlegung zu aufwendig.

@ Stattdessen benutzt man iterative Verfahren, die auf einer additiven Zerlegung basieren:

* 0 0 *
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Splitting-Methoden

o Fiir groBe Matrizen (n > 10°) ist die Cholesky-Zerlegung zu aufwendig.

@ Stattdessen benutzt man iterative Verfahren, die auf einer additiven Zerlegung basieren:

* 0 0 *

o Wegen
Ar=b < Lz +Rrx=b < z=—L 'Re+ L'

suchen wir Fixpunkte von f(z) = —L~'Rx + L~ 'b.
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Schon wieder Gaul}

Satz (GauR-Seidel-Verfahren)

Ist A= L+ R € R™"™™ symmetrisch und positiv definit und x1 € R"™, so konvergiert

Tipy1 = —L 'Rxp + L7t (k=1,2,..))

gegen die Lésung von Ax = b.
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Schon wieder Gaul}

Satz (GauR-Seidel-Verfahren)

Ist A= L+ R € R™"™™ symmetrisch und positiv definit und x1 € R"™, so konvergiert

Tipy1 = —L 'Rxp + L7t (k=1,2,..))

gegen die Lésung von Ax = b.

Der Beweis benutzt Banachs Fixpunktsatz aus der Analysis.
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Schon wieder Gaul}

Satz (GauR-Seidel-Verfahren)

Ist A= L+ R € R"™ ™ symmetrisch und positiv definit und =1 € R™, so konvergiert

Tipy1 = —L 'Rxp + L7t (k=1,2,..))

gegen die Lésung von Ax = b.

Der Beweis benutzt Banachs Fixpunktsatz aus der Analysis.

Zitat Gaul3:

»Ilch empfehle lhnen diesen Modus zur Nachahmung. Schwerlich werden Sie je wieder direct
eliminieren, wenigstens nicht, wenn Sie mehr als 2 Unbekannte haben. Das indirecte Verfahren
|asst sich halb im Schlafe ausfiihren, oder man kann wahrend desselben an andere Dinge denken."
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Gleichungssysteme

Anwendung

GauB hat mit dieser Methode das Kdnigreich Hannover vermessen. Davon zeugt eine Zeichnung
auf dem 10DM-Schein:

Wangemag -
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Gleichungssysteme

Benchmark

Besonders schlecht konditioniert ist das Gleichungssystem H,x = b mit der Hilbert-Matrix

1 g ... Un
1 1 R VS
H, (;) B (2 /:3 /.+1

1/n 1/n—l—l 1/2n—1
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Benchmark

Besonders schlecht konditioniert ist das Gleichungssystem H,x = b mit der Hilbert-Matrix

1 1/2 1/n

1/9 1/3 1/n+1

pm (1) o[
1+ —1/4; : : :

1/n 1/n—l—l s 1/2n—1

Zum Beispiel ist det Hy = 1/6048000 und x(H4) ~ 15514.
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Gleichungssysteme

Benchmark

Beispiel
Das System Hyx = (1,1,1,1)" hat die Lésung = = (—4, 60, —180, 140)*.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Benchmark

Beispiel
Das System Hyx = (1,1,1,1)" hat die Lésung x = (—4, 60, —180, 140)*. GauR-Seidel liefert:

I = ( 0, O) 07 0 )
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Orthonormalisieren

Eigenwertberechnung

Gleichungssysteme

Komplexitat

Benchmark

Beispiel
Das System Hyx = (1,1,1,1)" hat die Lésung x = (—4, 60, —180, 140)*. GauR-Seidel liefert:
0, 0 )

( {8 0
~1.37, -—2.27,  4.34, 751 )

¢l
10

~

12.07.2021 28 /50
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Orthonormalisieren

Eigenwertberechnung

Komplexitat Gleichungssysteme

Benchmark
Beispiel
Das System Hyx = (1,1,1,1)" hat die Lésung x = (—4, 60, —180, 140)*. GauR-Seidel liefert:
2 o= (0, 0, 0, 0 )
20~ ( —137, -227, 434, 751 )
z100 ~ ( 2.84, —14.30, —5.01, 27.8 )
28/50
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Orthonormalisieren

Eigenwertberechnung

Komplexitat Gleichungssysteme

Benchmark
Beispiel
Das System Hyx = (1,1,1,1)" hat die Lésung x = (—4, 60, —180, 140)*. GauR-Seidel liefert:
2 o= (0, 0, 0, 0 )
20~ ( —137, -227, 434, 751 )
zi0 ~ ( 284, —1430, -501, 278 )
zi000 ~ ( —1.10, 2880, —107.00, 93.3 )
28/50
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Orthonormalisieren

Eigenwertberechnung

Komplexitat Gleichungssysteme

Benchmark

Beispiel
Das System Hyx = (1,1,1,1)" hat die Lésung x = (—4, 60, —180, 140)*. GauR-Seidel liefert:

21 = (0, 0, 0, 0o )
0 ~ ( -137, —227,  4.34, 751 )
00 ~ ( 284, —1430, —5.01, 278 )
z1000 ~ ( -1.10, 28.80, —107.00, 93.3 )
zi0000 ~ ( —4.000, 59.995, —179.988, 139.992 )
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Eigenwertberechnung

Probleme bei der Eigenwertberechnung

@ Das charakteristische Polynom ist schlecht konditioniert.
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Eigenwertberechnung

Probleme bei der Eigenwertberechnung

@ Das charakteristische Polynom ist schlecht konditioniert.

® Die Nullstellen eines Polynoms sind schlecht konditioniert.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Probleme bei der Eigenwertberechnung

@ Das charakteristische Polynom ist schlecht konditioniert.
® Die Nullstellen eines Polynoms sind schlecht konditioniert.

© Es gibt keine exakte Losungsformel fiir die Nullstellen eines Polynoms.
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Eigenwertberechnung

Kondition des charakteristischen Polynoms

@ Das Absolutglied des charakteristischen Polynoms x 4 ist 4+ det A.

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 30/50



Eigenwertberechnung

Kondition des charakteristischen Polynoms

@ Das Absolutglied des charakteristischen Polynoms x 4 ist 4+ det A.
@ Mit det A ist auch x4 schlecht konditioniert:

1 33 1.1 33
det (3 100) =1 det ( 3 100) =11
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Kondition des charakteristischen Polynoms

@ Das Absolutglied des charakteristischen Polynoms y 4 ist + det A.
@ Mit det A ist auch x4 schlecht konditioniert:

1 33 1.1 33
det (3 100) =1 det ( 3 100) =11
@ Noch schlechter ist das Minimalpolynom 14 konditioniert,
denn jede Abweichung kann sogar deg 14 dndern.
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Komplexitat Gleic g eme Eigenwertberechnung Orthonormalisiere

Kondition der Nullstellen eines Polynoms

Ebenso sind die Nullstellen eines Polynoms schlecht konditioniert:

X2 - 21X +110 Nullstellen: 10,11
X2 211X + 110 Nullstellen: ~ 9.41,11.69
X2 -20.9X + 110 Nullstellen: = 10.45 4+ 0.89i
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Komplexitat Gleichungs:

Eigenwertberechnung

Kondition der Nullstellen eines Polynoms

Ebenso sind die Nullstellen eines Polynoms schlecht konditioniert:

X2 - 21X +110 Nullstellen: 10,11
X2 211X + 110 Nullstellen: ~ 9.41,11.69
X% -20.9X + 110 Nullstellen: = 10.45 4+ 0.89i
Dennoch gilt:
Fakt

Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind gut konditioniert!

Orthonormal
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Kondition der Nullstellen eines Polynoms

Ebenso sind die Nullstellen eines Polynoms schlecht konditioniert:

X2 - 21X +110 Nullstellen: 10,11
X2 211X + 110 Nullstellen: ~ 9.41,11.69
X% -20.9X + 110 Nullstellen: = 10.45 4+ 0.89i
Dennoch gilt:
Fakt

Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind gut konditioniert!

Orthonormalisieren

Strategie: Bestimme die Eigenwerte direkt (ohne Polynome).
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Eigenwertberechnung

Gershgorin-Kreise

Die Lage der Eigenwerte in der komplexen Ebene ldsst sich leicht eingrenzen:
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Komplexitat Gleichungss

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Gershgorin-Kreise

Die Lage der Eigenwerte in der komplexen Ebene ldsst sich leicht eingrenzen:
Satz (Gershgorin)

Fiir jeden Eigenwert A € C von A = (a;j) € R™*™ existiert ein i mit

IA—ai| < la;l.

JF
Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis
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Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis

Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Gershgorin-Kreise

Die Lage der Eigenwerte in der komplexen Ebene ldsst sich leicht eingrenzen:
Satz (Gershgorin)
Fiir jeden Eigenwert A € C von A = (a;j) € R™*™ existiert ein i mit

IA—ai| < la;l.

JF

Je kleiner die Eintrage a;; mit i # j sind, desto genauer lassen sich die Eigenwerte lokalisieren.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Gershgorin-Kreise

Beweis.

Sei x = (21,...,x,) € C™ ein Eigenvektor zu A mit

|:L"L| = max{|x1|,. 009 |:En|}
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Komplexitat Gleic eme Eigenwertberechnung Orthonorma

Gershgorin-Kreise

Beweis.

Sei x = (21,...,x,) € C™ ein Eigenvektor zu A mit
|:L"L| = max{|x1|, coag |:En|}

Nach Skalierung mit z;* gilt =; = 1.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonorma

Gershgorin-Kreise

Beweis.

Sei x = (21,...,x,) € C™ ein Eigenvektor zu A mit
;| = max{|x1|, e |xn|}
Nach Skalierung mit :vz._l gilt z; = 1. Aus der Dreiecksungleichung folgt

n
A — aii| = [Az; — aims| = |(Az); — asizs| = ‘Z @ijTj — Qi

=1
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Gershgorin-Kreise

Beweis.

Sei x = (21,...,x,) € C™ ein Eigenvektor zu A mit
|J"’L| = max{|x1|, coag |:En|}

Nach Skalierung mit :vz._l gilt z; = 1. Aus der Dreiecksungleichung folgt

n
|A — ag| = |Az; — agas| = [(Az); — asms| = ‘Z AijTj — Qi
j=1
= ‘Zaij%“ <> lagllzsl <) lagl. -
jAi J#i J#i
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Eigenwertberechnung

Diagonal-dominante Matrizen
Die Eigenwerte von

3 10
A=105 4 1
1.5 0 2
liegen in folgenden Kreisen:
i
2 3 4
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Komplexitat

Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Diagonal-dominante Matrizen
Die Eigenwerte von

3 10
A=105 4 1
1.5 0 2
liegen in folgenden Kreisen:

i
2 3 4

Insbesondere ist A invertierbar.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Diagonal-dominante Matrizen

3 1 0
A=1(05 4 1
1.5 0 2

Da A und A* die gleichen Eigenwerte besitzen, kann man auch die Spalten
benutzen:
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Diagonal-dominante Matrizen

3 1 0
A=1(05 4 1
1.5 0 2

Da A und A" die gleichen Eigenwerte besitzen, kann man auch die Spalten benutzen. .. und
beide Mengen schneiden:
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Diagonal-dominante Matrizen

3 1 0
A=1(05 4 1
1.5 0 2

Da A und A" die gleichen Eigenwerte besitzen, kann man auch die Spalten benutzen. .. und
beide Mengen schneiden:

Ay *
A1

Az e
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Eigenwertberechnung

Positive Matrizen

Der Spektralradius von A € R™*"™ ist definiert durch

p(A) := max{|A| : X Eigenwert von A}.
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Eigenwertberechnung

Positive Matrizen

Der Spektralradius von A € R™*"™ ist definiert durch

p(A) := max{|A| : X Eigenwert von A}.

In vielen Anwendungen treten Matrizen mit lauter positiven Eintragen auf
(z. B. Googles PageRank-Algorithmus).

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 36 /50


https://de.wikipedia.org/wiki/PageRank

Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Positive Matrizen

Der Spektralradius von A € R™*"™ ist definiert durch
p(A) := max{|A| : X Eigenwert von A}.

In vielen Anwendungen treten Matrizen mit lauter positiven Eintragen auf
(z. B. Googles PageRank-Algorithmus).

Satz (Perron)

Fiir jede positive Matrix A ist p(A) ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1 und es existiert
ein positiver Eigenvektor zu p(A). Fiir jeden weiteren Eigenwert A von A gilt |\| < p(A).
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Potenz-Methode

Satz (Mises)

Seien A € R™ ™ und x1 € R™ positiv. Dann konvergiert die Folge

(k=1,2,...)

gegen einen positiven Eigenvektor zu p(A). Insbesondere ist

p(A) = lim |Axg].
k—ro0
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Potenz-Methode

Satz (Mises)

Seien A € R™ ™ und x1 € R™ positiv. Dann konvergiert die Folge

(k=1,2,...)

gegen einen positiven Eigenvektor zu p(A). Insbesondere ist

p(A) = lim |Axy|.
k—ro0

Das Verfahren konvergiert exponentiell (abhingig vom zweitgroBten Eigenwert).
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Eigenwertberechnung

Positiv definite Matrizen

@ Zur Berechnung aller Eigenwerte nehmen wir zunichst an, dass A symmetrisch
und positiv definit ist (alle Eigenwerte sind positiv).
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Positiv definite Matrizen

@ Zur Berechnung aller Eigenwerte nehmen wir zunichst an, dass A symmetrisch
und positiv definit ist (alle Eigenwerte sind positiv).

@ Nach dem Spektralsatz lasst sich A diagonalisieren.
Dafiir brauchte man aber bereits die Eigenwerte.

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021

Orthonormalisieren
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Positiv definite Matrizen

@ Zur Berechnung aller Eigenwerte nehmen wir zunichst an, dass A symmetrisch
und positiv definit ist (alle Eigenwerte sind positiv).

@ Nach dem Spektralsatz lasst sich A diagonalisieren.
Dafiir brauchte man aber bereits die Eigenwerte.

o |dee: Konstruiere eine Folge von Matrizen
A = A, Api1 =S P ApSk (k> 1,8) € GL(n,R)),

die gegen eine Diagonalmatrix konvergiert.
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Orthonormalisieren
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Positiv definite Matrizen

@ Zur Berechnung aller Eigenwerte nehmen wir zunichst an, dass A symmetrisch
und positiv definit ist (alle Eigenwerte sind positiv).

@ Nach dem Spektralsatz lasst sich A diagonalisieren.
Dafiir brauchte man aber bereits die Eigenwerte.

o |dee: Konstruiere eine Folge von Matrizen
A = A, Api1 =S P ApSk (k> 1,8) € GL(n,R)),

die gegen eine Diagonalmatrix konvergiert.

@ Da A und A; die gleichen Eigenwerte haben, approximieren die
Diagonaleintrage von A, die Eigenwerte von A.
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Positiv definite Matrizen

Satz (Cholesky-Verfahren)

Sei A1 := A positiv definit. Fiir k = 1,2, ... sei A, = R'R die Cholesky-Zerlegung und

Aji1 == R A R' = RR".

Dann konvergiert Ay, gegen eine Diagonalmatrix.

Orthonormalisieren

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis
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Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

58.0 [}
52.2 [}
46.3 |
40.6 |§
34.8
29.0 I
23.1 10

17.4
11.6
5.79
0.00
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59.3 |}
53.4 |
475 |
41.5 B
35.6 B
29.6 1l
23.7 [0

17.8
11.8
5.93
0.00
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Eigenwertberechnung

52.3 |}
47.1 |
41.9 |
36.6 |}
31.4 8
26.1 [
20.9 [0

15.7
10.4
5.23
0.00

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 39 /50



Eigenwertberechnung

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

19.3 |}
414.4 R
39.4 |}
34.5 B
29.6 |}
24.6 [
19.7 I

14.8
9.86
4.93
0.00
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Komplexitat me Eigenwertberechnung

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

10.7 |}
36.6 [}
32.5 |l
28.5 [}
24.4 B
20.3
16.2 0

12.2
8.14
4.07
0.00

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 39 /50



Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

31.8 |}
28.6 |}
25.4 |}
22.2 [}
19.0 0
15.9
12.7 10

9.54
6.36
3.18
0.00

&
I
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

24.5 ||}
22.1 |}
19.6 |l
172 |
14.7
12.2 [
9.83 11

7.37
4.91
2.45
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

19.0 R
17.1 |
15.2 |}
13.3 |8
11.4 [
9.54 8
76300

5.72
3.81
1.90
0.00

&
I
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

149 |
13.4 |
11.9 1
10.4 |
8.95 B
7.45
5.96 10

4.47
2.98
1.49
0.00

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 39 /50



Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

11.7 |
10.5 |
9.36 [}
8.19 B
7.02 B
5.85 I8
4.68 [

3.51
2.34
1.17
0.00

Ao =

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 39 /50



Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

9.21 ||}
8.29 |}
7.36 |}
6.44 |}
5.52 18
4.60 I8
3.68 0

2.76
1.84
0.92
0.00

Al =
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

7.54 I}
6.79 [}
6.03 [l
5.28 Il
4.52 |
3.77 B8
3.01 0

2.26
1.50
0.75
0.00

A1p =
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

6.75 [}
6.07 [}
5.40 |l
472 8
4.05
3.37 8
2.70 [0

2.02
1.35
0.67
0.00

Az =
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

7.18 |}
6.47 ||}
5.75 I
5.03
4.31
3.59 |8
2.87 [0

2.15
1.43
0.71
0.00

A =
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

7.39 |}
6.65 [}
5.91 |}
5.17 B
4.43
3.69 |8
2.95 [0

2.21
1.47
0.73
0.00

A5 =
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

7.40 |}
6.66 [
5.92 |}
5.18 [l
4.44
Agg = 3.70 I
2.96 [0
2.22
1.48
0.74
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

7.25 I}
6.52 i}
5.80 [l
5.07 Il
4.35
Ay = 3.62 [
2.90 [0
2.17
1.45
0.72
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

6.99 |}
6.29 |}
5.59 [}
4.89 |
419
Agg = 3.49
2.79 [0
2.09
1.39
0.69
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

6.64 i}
5.98 [}
5.31 |}
4.65 |
3.98 8
Agg = 3.32
2.65 [0
1.99
1.32
0.66
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

6.24 ||}
5.61 |}
4.99
4.36 |
3.74 B
Ago = 3.12
2.49 [
1.87
1.24
0.62
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.12 |}
0.11 |
0.09
0.08 |
0.07 8
Aggo = 0.06 [
0.04 [
0.03
0.02
0.01
0.00
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Beliebige Matrizen

o Fiir beliebige Matrizen konvergiert Ay nicht unbedingt gegen eine Diagonalmatrix.
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Beliebige Matrizen

o Fiir beliebige Matrizen konvergiert Ay nicht unbedingt gegen eine Diagonalmatrix.

e Wir streben stattdessen eine obere Dreiecksmatrix an (Schursche Normalform von A).
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Beliebige Matrizen

o Fiir beliebige Matrizen konvergiert Ay nicht unbedingt gegen eine Diagonalmatrix.
e Wir streben stattdessen eine obere Dreiecksmatrix an (Schursche Normalform von A).

@ Die Eigenwerte stehen nach wie vor auf der Hauptdiagonalen.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Beliebige Matrizen

o Fiir beliebige Matrizen konvergiert Ay nicht unbedingt gegen eine Diagonalmatrix.

e Wir streben stattdessen eine obere Dreiecksmatrix an (Schursche Normalform von A).
@ Die Eigenwerte stehen nach wie vor auf der Hauptdiagonalen.

e Dafiir ersetzt man die Cholesky-Zerlegung durch:
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QR-Zerlegung

Satz (QR-Zerlegung)
Fiir A € R™"™ existiert @ € O(n,R) und eine obere Dreiecksmatrix R mit A = QR. J
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

QR-Zerlegung

Satz (QR-Zerlegung)

Fiir A € R™"™ existiert @ € O(n,R) und eine obere Dreiecksmatrix R mit A = QR.

Orthonormalisieren

Beweis.

@ Nach Gram-Schmidt existiert eine Orthonormalbasis b1,
Spalte von A die Form Zle rieb; hat fir k=1,... n.

..,b, von R", sodass die k-te
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

QR-Zerlegung

Satz (QR-Zerlegung)

Fiir A € R™"™ existiert @ € O(n,R) und eine obere Dreiecksmatrix R mit A = QR.

Orthonormalisieren

Beweis.

@ Nach Gram-Schmidt existiert eine Orthonormalbasis b1,
Spalte von A die Form Zle riebi hat fir k=1,...,n.
o Definiere Q € O(n,R) mit den Spalten by,...,b, und R := (r;;).

..,b, von R", sodass die k-te

O
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Eigenwerte mittels QR-Zerlegung

Francis-Algorithmus
Setze Ay := A. Fir k = 1,2, ... berechne QR-Zerlegung A = QR und definiere

Aps1 = Q' A;Q = RQ.
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Eigenwerte mittels QR-Zerlegung

Francis-Algorithmus

Setze Ay := A. Fir k = 1,2, ... berechne QR-Zerlegung A = QR und definiere

Aps1 = Q' A;Q = RQ.

Satz

Haben die Eigenwerte von A paarweise verschiedene Betrage, so konvergiert Ay, gegen eine obere
Dreiecksmatrix.

4
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Eigenwerte mittels QR-Zerlegung

Francis-Algorithmus

Setze Ay := A. Fir k = 1,2, ... berechne QR-Zerlegung A = QR und definiere

Aps1 = Q' A;Q = RQ.

Satz

Haben die Eigenwerte von A paarweise verschiedene Betrage, so konvergiert Ay, gegen eine obere
Dreiecksmatrix.

4

o Aus der Voraussetzung folgt, dass A nur reelle Eigenwerte hat, denn |\| = |} fiir A € C.
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Komplexitat Gleichungssysteme

Eigenwertberechnung

Orthonormalisieren

Eigenwerte mittels QR-Zerlegung

Francis-Algorithmus

Setze Ay := A. Fir k = 1,2, ... berechne QR-Zerlegung A = QR und definiere

Aps1 = Q' A;Q = RQ.

Satz

Haben die Eigenwerte von A paarweise verschiedene Betrage, so konvergiert Ay, gegen eine obere
Dreiecksmatrix.

4

o Aus der Voraussetzung folgt, dass A nur reelle Eigenwerte hat, denn |\| = |} fiir A € C.

@ Besitzt A nicht-reelle Eigenwerte, so kann man erreichen, dass A;, gegen eine Dreiecksmatrix
aus 2 x 2-Blocken konvergiert (je ein Block fiir (A, A)).
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Eigenwertberechnung

33.2 |}
29.9 |}
26.6 |l
23.2 [
19.9 |8
16.6 [
13.3 1

9.98
6.65
3.32
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

4.27 I
3.84 I}
3.42 |}
2.99 [}
2.56 [l
2.13
1.71 [

1.28
0.85
u 0.42
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

2.54 ||}
2.29 |}
2.03 |}
1.78 B
1.52
1.27
1.01 [

0.76
0.50
0.25
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

5.81 |}
5.23 |
4.65 |
4.06 |
3.48 |
2.90 |8
2.32 0

1.74
1.16
0.58
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

6.47 ||}
5.82 I}
5.18 |}
4.53 |
m 3.88 [l
As = m 323
o 2.59 [
1.94
1.29
0.64
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

4.31 |}
3.88 |}
3.45 I}
3.02 |
2.59 B
2.15
1.72 [

1.29
0.86
0.43
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

2.52 |}
2.27 I}
2.02 [}
1.76 B
1.51 [
1.26 I

1.01
0.75
0.50
0.25
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

1.51 |}
1.36 |
1.21 B
1.06 |
0.91 |8
0.75 I

0.60
0.45
0.30
0.15
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

1.11 |
0.99 |}
0.88 |
0.77 Il
0.66 [
0.55 I

0.44
0.33
0.22
0.11
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.95 |}
0.85 ||}
0.76 |
0.66 |l
0.57 B
0.47 I8

0.38
0.28
0.19
0.09
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.82 |l
0.74 |}
0.66 |
0.58 |l
0.49
0.41 I

0.33
0.24
0.16
0.08
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.73 |}
0.65 ||}
0.58 |
0.51 |l
0.43
0.36 I

0.29
0.21
0.14
0.07
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.65 [}
0.59 |l
0.52 |}
0.46 [l
0.39 |8
0.32

0.26
0.19
0.13
0.06
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.60 [}
0.54 ||
0.48 [}
0.42 |}
0.36 [l
0.30 I

0.24
0.18
0.12
0.06
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.56 |}
0.50 ||}
0.44 |
0.39
0.33 18
0.28 |8

0.22
0.16
0.11
0.05
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.52 |l
0.47 |}
0.42 |
0.37 |
0.31 |8
0.26 |8

0.21
0.15
0.10
0.05
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.50 [}
0.45 i}
0.40 [
0.35 |l
0.30 I8
0.25 I8

0.20
0.15
0.10
0.05
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.48 ||
0.43 |l
0.38 |}
0.34 |}
0.29
0.24 I

0.19
0.14
0.09
0.04
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.47 |}
0.42 ||
0.37 |}
0.33
0.28 |l
0.23 8

0.18
0.14
0.09
0.04
0.00
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.46 ||}
0.41 ||}
0.36 |
0.32 |}
0.27
0.23 8

0.18
0.13
0.09
0.04
0.00
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Komplexitat e Eigenwertberechnung

Zufallsmatrix der GroRe 20 x 20

0.01 i
0.01 ||
0.00 |l
0.00 |l
0.00 B
0.00 I

0.00
0.00
0.00
0.00
0.00

A100 =
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Gram-Schmidt modifiziert

In der Gram-Schmidt-Formel

k-1 ,
/. _ 7. — Kk
bk‘ T Uk? ;[Ukv bl]b27 bk . ’bz‘

akkumulieren sich Rundungsfehler.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Gram-Schmidt modifiziert

In der Gram-Schmidt-Formel

k-1 ,
/. _ 7. — Kk
bk‘ T Uk ;[Ukv bl]b27 bk . ’bz‘

akkumulieren sich Rundungsfehler.
Numerisch stabiler ist die iterierte Berechnung:

bi1 1= v — [vg, b1]b1,
bi2 = br,1 — [br.1, ba]ba,

i k—1

b = ———.
ST
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Alternative zu Gram-Schmidt

@ Die QR-Zerlegung A = QR ldsst sich noch stabiler als Komposition von Spiegelungen
realisieren.
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@ Die QR-Zerlegung A = QR ldsst sich noch stabiler als Komposition von Spiegelungen
realisieren.

@ Sei a; die erste Spalte von A, e; = (1,0,...,0)" und b := a1 — |a1]e;.
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Komplexitat Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Alternative zu Gram-Schmidt

@ Die QR-Zerlegung A = QR ldsst sich noch stabiler als Komposition von Spiegelungen
realisieren.

@ Sei a; die erste Spalte von A, e; = (1,0,...,0)" und b := a1 — |a1]e;.

o Die Spiegelung Q; € O(n,R) an der Hyperebene (b)~ lasst sich bequem als Householder-
Transformation berechnen (siehe Aufgabe 8/3):

2

t
—Wbb.

leln
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Komplexitat Gleichungssysteme igenwertberechnung Orthonormalisieren

Alternative zu Gram-Schmidt

@ Die QR-Zerlegung A = QR ldsst sich noch stabiler als Komposition von Spiegelungen
realisieren.

@ Sei a; die erste Spalte von A, e; = (1,0,...,0)" und b := a1 — |a1]e;.

o Die Spiegelung Q; € O(n,R) an der Hyperebene (b)~ lasst sich bequem als Householder-
Transformation berechnen (siehe Aufgabe 8/3):

2

t
—Wbb.

leln

o Wegen aj + |ai|e; € (b)* gilt

Qia1 = <—b+ ay + |CL1|€1) = |a1|61.

N | —

(Qib+ Q1(a1 + |ar]er)) =

N | =
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Orthonormalisieren

Alternative zu Gram-Schmidt

e Es folgt
lag| = *
0 % - %
A= :
0 =« *
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Alternative zu Gram-Schmidt
e Es folgt

*
*

|a]
A=

@ Man kann den Prozess mit den Spalten 2,...,n wiederholen und erhilt eine obere Drei-
ecksmatrix R := @, ... Q1 A.
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Alternative zu Gram-Schmidt
e Es folgt

*
*

|a]
A=

@ Man kann den Prozess mit den Spalten 2,...,n wiederholen und erhilt eine obere Drei-
ecksmatrix R := @, ... Q1 A.
o Mit Q:=Q1...Qn € O(n,R) gilt A= QR (beachte: Q; ' = Q).
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Alternative zu Gram-Schmidt

e Es folgt
lay| * o
%
Q1A=

@ Man kann den Prozess mit den Spalten 2,...,n wiederholen und erhilt eine obere Drei-
ecksmatrix R := @, ... Q1 A.
o Mit Q:=Q1...Qn € O(n,R) gilt A= QR (beachte: Q; ' = Q).
@ Anstelle von Spiegelungen kann man Givens-Rotationen benutzen:
1,
cos ¢ —sing
ls S O(?’L,R)
sin ¢ cos
1
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Gleichungssysteme Eigenwertberechnung Orthonormalisieren

Ein Vergleich
Wir berechnen die QR-Zerlegung einer zufélligen 20 x 20-Matrix. Gram-Schmidt:

4.12e-14
3.7le-14
3.30e-14
2.88e-14
2.47e-14

QtQ = 2.06e-14

.65e-14

jun

-

.23e-14
8.25e-15
4.12e-15

3.71le-16
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Ein Vergleich
Wir berechnen die QR-Zerlegung einer zufélligen 20 x 20-Matrix. Gram-Schmidt modifiziert:

2.83e-15
2.55e-15

2.26e-15

=

.98e-15

ju

.70e-15

=

.4le-15

Q'Q =

jun

.13e-15
8.50e-16
5.66e-16

2.83e-16

[ | | 2.55e-17
L B aa
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Orthonormalisieren

Ein Vergleich

Wir berechnen die QR-Zerlegung einer zufilligen 20 x 20-Matrix. Householder-Transformation:

4.92e-16
4.43e-16
3.94e-16
3.44e-16
2.95e-16

|
QtQ = J u 2.46e-16
1.97¢-16
1.476-16

9.85e-17

4.92e-17

4.43e-18

e
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Orthonormalisieren

Ein Vergleich
Wir berechnen die QR-Zerlegung einer zufilligen 20 x 20-Matrix. Givens-Rotation:

4.87e-16
4.38e-16
3.89e-16

| 3.41e-16

Q'Q =

2.43e-16

2.92e-16
|
|

an
II B EE
n T gl

Benjamin Sambale (LUH) Lineare Algebra in der Praxis 12.07.2021 48 /50
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I 1.46e-16
9.74e-17
4.87e-17

4.38e-18
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Software

Bibliotheken: LAPACK, BLAS

@
] [ 1]
Programmiersprache: JUIla (open source, beste Performance)

Software: ‘ Matlab (LUH-Lizenz)

(open source)

Scila

a
Q Octave (open source)
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https://www.netlib.org/lapack/
http://www.netlib.org/blas/
https://julialang.org/
https://de.mathworks.com/products/matlab.html
http://www.scilab.org/
https://www.gnu.org/software/octave/

Komplexitat Gleic g eme rtberechnung Orthonormalisieren

Ende

Viel Erfolg in hrem weiteren Studium!
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