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Vorwort

Die meisten Geometrie-Biicher widmen sich hauptséchlich den projektiven Ebenen. Diese Seiten sind
ein Versuch die Geometrie der affinen Ebene axiomatisch aufzubauen. Die Hauptquelle ist [I], wobei
hier leider nicht vollstdndig der Zusammenhang zwischen Translationsebenen und Desargues-Ebenen
geklart wird. Diese Liicke wird in [2] geschlossen.
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1 Affine Ebenen

Definition 1.1. Sei P eine Menge und G eine Menge von Teilmengen von P.
e Die Elemente von P bzw. G nennen wir Punkte bzw. Geraden.
o Wir sagen z € P liegt auf G € G oder G geht durch x, falls x € G.

Punkte auf einer Geraden heiften kollinear.

Liegt « auf G und H, so nennt man z einen Schnittpunkt von G und H.

Sind die Geraden G und H gleich oder disjunkt, so heifsen sie parallel. Man sagt auch G ist eine
Parallele von H und schreibt G || H.

e Punkte z,y,z € P sind in allgemeiner Lage, wenn sei nicht kollinear sind.
Das Paar (P, G) heift affine Ebene, falls gilt
(A1) Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.

(A2) Je zwei verschiedene Punkte z,y € P liegen auf genau einer Geraden G € G. Man schreibt
zy = G.

(A3) (Parallelenaxiom) Zu jedem z € P und G € G existiert genau eine Parallele von G, die durch z
geht.



(A4)

Es gibt drei Punkte in allgemeiner Lage.

Bemerkung 1.2.

(i)

(i)

Das Parallelenaxiom geht auf Euklids ,Elemente” zuriick. Man hat 2000 Jahre lang versucht es
aus den anderen Axiomen zu folgern, bis Gaufl gezeigt hat, dass dies unméoglich ist.

Um voreilige Schliisse zu vermeiden, sollte man die Begriffe ,Punkt”, Gerade” und ,Ebene
nicht zu anschaulich interpretieren. Hilbert schrieb, man konne sie durch ,Tisch®, ,Stuhl* und
,,Bierseidel“ ersetzen.

Beispiel 1.3.

(1)

Sei (P,G) eine affine Ebene und a,b,c € P in allgemeiner Lage. Nach dem Parallelenaxiom
existiert eine Gerade G durch ¢, die parallel zu ab ist. Nach besitzt G mindestens einen
weiteren Punkt d. Jede affine Ebene besitzt also mindestens vier Punkte. Wahlt man fiir G alle
(sechs) 2-elementigen Teilmengen von P = {a,b,c,d}, so ist (P, G) eine affine Ebene.
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Sei P := {(z,y) € R? : y > 0} die obere Halbebene und
G:={(z,y) €P:y>0}U{(z,y) €P:(z—N>+y°=p* >0}

die Menge aller senkrechten Strahlen und aller Halbkreise mit Mittelpunkt auf der x-Achse. Jede
Gerade besitzt unendlich viele Punkte und es gibt sicher drei Punkte in allgemeiner Lage. Seien
nun (a,b) und (¢, d) verschiedene Punkte in P. Im Fall a = ¢ liegen beide Punkte auf genau einer
senkrechten Geraden und auf keinem Halbkreis. Im Fall a # ¢ fiihrt der Ansatz

(a=N2+b2=p*=(c— N +d°

zu der eindeutigen Losung
2 b2 2 d2
A= *2(a _CC) , p= VAN = V- N+ &

Wegen a # c ist (a — A\)? > 0 oder (b — A\)? > 0. In jedem Fall ist p > 0. Also ist erfiillt.
Anderenfalls ist das Parallelenaxiom nicht erfiillt, denn es kann sogar unendlich viele Parallelen
einer Gerade geben, die sich alle in einem Punkt schneiden:

Bemerkung 1.4. Weite Teile der linearen Algebra lassen sich allgemeiner iber Schiefkérpern K an-
stelle von Kérpern durchfiihren (die Multiplikation in K muss nicht kommutativ sein). So gilt zum
Beispiel der Basisergidnzungssatz sowie Steinitz’ Austauschsatz in dieser Allgemeinheit (Algebra 2).
Insbesondere lasst sich die Dimension fiir einen K-Vektorraum definieren. Fiir je zwei linear unabhan-
gige Vektoren v,w € K? und v/, w’ € K? existiert genau ein A € GL(2, K) mit Av = v’ und Aw = w'.
Davon werden wir im Folgenden Gebrauch machen.



Satz 1.5. Sei K ein Schiefkérper und P = K?. Fiir a,v € P mit v # (0,0) sei Gap = a + Kv die
Gerade durch a in Richtung Kv. Sei G := {Gqy : a,v € P : v # 0}. Dann ist E(K) := (P,G) eine
affine Ebene.

Beweis. Seien Gg,Gpy € G. Sind v und w linear abhéngig, so sind G, und Gj,, Nebenklassen
von Kv = Kw in (P,+). Folglich sind G4, und Gy, dann gleich oder disjunkt. Sind v,w linear
unabhiingig, so bilden sie eine Basis von K2 und es existieren eindeutige \, u € K mit \v — pw = b—a.
Dann ist G N Gp o = {a + Av = b+ pw}. Fazit: Go, || Gbw <= Kv = Kw. Nun zu den Axiomen:

(A1) Offenbar liegen a und a + v auf G-
(A2) Verschiedene z,y € P liegen auf Gy .. Gilt auch z,y € H € G, so folgt wie oben H = G y—,.

(A3) Sei z € P und G := Gup € G. Dann ist x € H := G4, || G. Gilt auch z € H' := Gy, || G, so
erhdlt man Kw = Kv und H || H'. Wegen x € H N H' folgt H = H'.

(A4) Offenbar sind (0,0), (1,0) und (0,1) in allgemeiner Lage. O
Bemerkung 1.6. Man nennt £(K) die Koordinatenebene iiber K. Fiir K = Fy erhélt man die Ebene

mit vier Punkten aus [Beispiel 1.3| Der Spezialfall £(R) heift euklidische Ebene. Im Folgenden sei
& = (P, QG) stets eine affine Ebene.

Lemma 1.7. Fiur G, H € G gilt:
(i) Aus G C H folgt G = H.
(i) Aus G}t H folgt GN H = {x}. Man schreibt dann G N H := x.

Beweis.

(i) Nach|(Al) existieren verschiedene x,y € G C H. Nach ist G=a2y=H.

(ii) Da G und H nicht parallel sind, existiert ein Schnittpunkt € G N H. Ist auch y # z ein
Schnittpunkt, so folgt der Widerspruch G = zy = H. O

Lemma 1.8. Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis. Sei (P,G) eine affine Ebene und G, H, K € G. Sicher ist G || Gund G | H & H || G. Sei
nun G || H || K und 0.B.d. A. G, H, K paarweise verschieden. Angenommen G und K haben einen

Schnittpunkt x. Dann ist sowohl G als auch K die eindeutig bestimmte Parallele von H durch z. Also
ist G=Kund G || K. O

Definition 1.9. Die Menge der Parallelen von G € G nennt man eine Richtung und schreibt dafiir [G].
Die Menge aller Richtungen sei [G]. Die Menge der Geraden durch z € P nennt man Geradenbischel
und schreibt dafiir [z]. Die Menge aller Geradenbiischel sei [P].

Satz 1.10. Seien G,H € G nicht parallel. Dann ist ¢ : [H] - G, K — K N G eine Bijektion.
Insbesondere sind je zwei Geraden gleichmdachtig.



Beweis. Nach und dem Parallelenaxiom ist ¢ wohldefiniert und bijektiv. Ist auch G’ }f H,

kann man G durch G’ ersetzen und erhilt |G| = |[H]| = |G’|. Seien nun z,y € H verschieden. Dann
existiert ein z € P\ H nach Nun sind H = zy, G := 2z und G’ := yz paarweise nicht parallel.
Es folgt |H| = |[G]| = |G'| = |G]. O

Definition 1.11. Die Méchtigkeit einer Gerade nennt man die Ordnung ord(€) von £ (nach [Satz 1.10
ist dies wohldefiniert).

Satz 1.12. Fir die Ordnung n € NU {co} von (P,G) gilt
(i) |[z]| =[Gl + 1 =n+1 fir alle x € P und G € G.
(ii) |P| = n? und |G| = n?® + n.

Beweis.

(i) Die Gleichung |[G]| = n folgt bereits aus|Satz 1.10 Wie iiblich existiert H € G mit x ¢ H. Jeder
Punkt y € H bestimmt die Gerade zy € [x]. Zusitzlich gibt es genau eine Parallele von H durch
x. Dies zeigt |[z]| =n + 1.

(ii) Da jede Richtung genau eine Gerade durch x enthélt (Parallelenaxiom), gilt |G| = |[z]||[G]| =
n? 4+ n nach . Nun ist |P|(n+1) = |P||[z]| = Y eg |Gl = GIn = n*(n+ 1) und |P| =n?. O

Bemerkung 1.13. Es gibt keine affinen Ebenen mit genau 5 Punkten, da 5 keine Quadratzahl ist.
Zu jeder Primzahlpotenz g # 1 existiert ein Kérper mit ¢ Elementen. Die Koordinatenebene hat dann
Ordnung ¢. Bruck und Ryser haben bewiesen, dass die Ordnung n einer affinen Ebene die Summe
zweier Quadratzahlen ist, falls n kongruent zu 1 oder 2 modulo 4 ist. Dies schlieft n = 6 aus. Unter
groflen Computereinsatz hat man gezeigt, dass es auch keine affinen Ebenen der Ordnung 10 gibt. Man
vermutet, dass die Ordnung einer endlichen affinen Ebene stets eine Primzahlpotenz ist, auch wenn
nicht jede Ebene eine Koordinatenebene ist.

2 Isomorphismen

Definition 2.1. Seien & := (P,G) und & := (P’,G’) affine Ebenen. Eine Bijektion ¢ : P — P’
heilt Isomorphismus, falls o(G) € G’ fiir alle G € G gilt (Geraden werden auf Geraden abgebildet).
Gegebenenfalls nennt man £ und £’ isomorph und schreibt £ = £’. Im Fall £ = £’ nennt man ¢ einen
Automorphismus (oder Kollineation) von €. Die Automorphismen von & bilden die Automorphismen-
gruppe Aut(€) bzgl. Komposition von Abbildungen.

(y).

Bemerkung 2.2. Sei ¢ : £ — £’ ein [somorphismus. Fiir verschiedene z,y € P gilt p(zy) = p(z)¢
I o(H).

Insbesondere induziert ¢ auch eine Bijektion G — G'. Fir G, H € G ¢gilt G || H & ¢(G) ||
AuRerdem ist Aut(€) — Aut(€’), o — pop~! ein Isomorphismus von Gruppen.

Beispiel 2.3.

(i) Jede affine Ebene (P,G) der Ordnung 2 ist zu E(F2) isomorph, denn G muss aus allen 2-
elementigen Teilmengen von P bestehen. Jede Permutation P — P ist ein Automorphismus,

d.h. Aut(é’(]Fg)) = Sym(P) =~ Gy.



(i) Sei K ein Schiefkérper, A € GL(2,K), € K? und a € Aut(K). Fiir v = (v1,v2) € K? sei
a(v) = (a(vy), a(vs)). Die Abbildung

FA,x7a:K2—>K2, v a(v)A+x

ist offenbar injektiv. Da a™1((v—x)A~1) ein Urbild von v ist, ist T'4 4 o bijektiv. Fiir eine Gerade
Gap gilt

Faza(Gap) =ala+ Kv)A+z = a(a)A+ Ka(v)A+ 2 = Go) A+z,a(w)A-

Dies zeigt I'4 z.o € Aut(E(K)). Wir zeigen in [Satz 3.9, dass jeder Automorphismus von £(K)

diese Form hat.

Definition 2.4. Eine Permutation o : P — P heiftt Dilatation von € = (P, G), falls o(z)o(y) || zy fir
alle z,y € P gilt.

Satz 2.5. Die Dilatationen bilden einen Normalteiler Dil(E) von Aut(E).

Beweis. Offenbar ist Dil(€) eine Gruppe. Fiir o € Dil(€), ¢ € Aut(€) und x # y gilt

ol M x)ole W) | ¢ (@) (z)
(o™ ) (@) (o) (y) = (oo™ (@)oo W) || (e (x)p ™ (1) = zy.

Dies zeigt pop~! € Dil(€).

C Aut(€) zeigen. Fiir ord(€) = 2 ist Dil(€) C Sym(P) = Aut(E) nach
3

)
Wir miissen nur noch Dil(€)
) und z, y, z paarweise verschiedene Punkte auf G € G. Fiir o € Dil(€)

Beispiel 2.3 Sei nun ord(€) >
gilt
o(x)o(2) || xz = zy = yz || o(y)o(2).

Nach ist o(x)o(2) || o(y)o(z). Da beide Geraden o(z) enthalten, folgt

Dies zeigt 0(G) C o(x)o(y). Ersetzt man o durch o, so erhilt man o~ !(o(x)o(y)) C zy = G. Also
ist Dil(€) C Aut(&). O

Lemma 2.6. Jede Dilatation ist durch die Bilder zweier verschiedener Punkte eindeutig bestimmt.
Insbesondere ist id die einzige Dilatation mit zwei Fixpunkten.

Beweis. Sei o € Dil(€) und z,y € P verschieden. Sei zundchst z € P\ xy. Sei G die Parallele von zz
durch o(z) und sei H die Parallele von yz durch o(y). Wegen o(x) € G || zz || o(x)o(z) ist 0(2) € G
und analog o(z) € H. Aus G || zz }f yz || H folgt nun o(z) = G A H.

Sei nun z € zy \ {z,y}. Wir wéhlen a € P \ zy. Nach dem ersten Teil ist o(a) durch o(z) und o(y)
eindeutig bestimmt. Wegen z ¢ xa ist o(z) durch o(x) und o(a) eindeutig bestimmt. Die Behauptung
folgt. O



Beispiel 2.7. Fiir einen Kérper K sind die Abbildungen I'y1, ;iq mit A € K> und = € K? Dilatationen
von £(K), denn
F)\lg,x,id(Ga,v) = G)\a+ac,>\v H Ga,v'
Sei umgekehrt I' € Dil(€(K)). Indem man T' mit 'y, _p(g) 0 multipliziert, kann man I'(0) = 0 anneh-
men. Sei v := (1,0). Wegen 0I'(v) = I'(0)I'(v) || Ov = Go,, = Kv existiert ein A € K* mit I'(v) = Awv.
Nun stimmen I'" und I'y1,0iq an den Punkten 0 und v tiberein. Aus folgt I' = T'x1,,0,id-
Insgesamt gilt
Dil(£(K)) = {Tajyzia: A € K*,2 € K*} = K? x K*.

Definition 2.8. Man nennt G € G eine Fizgerade von ¢ € Aut(€), falls p(G) = G gilt.

Satz 2.9. Fiir jede Dilatation o # id gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(i) Die Fizgeraden von o bilden eine Richtung. Dann hat o keine Fizpunkte.

(ii) Die Fizgeraden von o bilden ein Geradebiischel [x], wobei x der einzige Fizpunkt von o ist.

Beweis. Wegen o # id existiert a € P mit o(a) # a. Aus o(a)a || 02(a)o(a) folgt o(o(a)a) = o(a)a.
Also ist G := o(a)a eine Fixgerade von o. Nehmen wir an, dass o einen Fixpunkt x € P hat. Nach
ist  dann der einzige Fixpunkt von 0. Sei y € G\ {z}. Dann ist © = o(x) € o(z)o(y) || zy
und o(z)o(y) = zy = yo(y) = G. Also ist G € [z]. Ist umgekehrt H € [z],sogilt z = o(x) € o(H) || H
und o(H) = H.

Nun nehmen wir an, dass o keine Fixpunkte besitzt. Jede Fixgerade muss dann zu G parallel sein, da
anderenfalls G A H ein Fixpunkt von o wére. Sei umgekehrt H € [G] und y € H. Dann ist yo(y) eine
Fixgerade und daher parallel zu G und zu H. Wegen y € yo(y) N H ist o(y) € yo(y) = H. Dies zeigt
o(H)=H. O

Bemerkung 2.10. Bilden die Fixgeraden einer Dilatation o eine Richtung [G], so nennt man [G] auch
die Richtung von o.

Definition 2.11. Eine Dilatation o heifst Translation, falls o keine Fixpunkte hat oder falls ¢ = id.
Sei Tra(&) die Menge der Translationen von &.

Lemma 2.12. Jede Translation ist durch das Bild eines Punktes eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei 0 € Tra(€) und = € P. Im Fall o(z) = x ist ¢ = id. Anderenfalls ist G := zo(z) eine
Fixgerade von ¢. Nach geniigt es zu zeigen, dass das Bild eines weiteren Punktes y € P\ G
eindeutig bestimmt ist. Die Fixgerade H := yo(y) muss nach die Parallele von G durch y sein.
Aufserdem ist K := o(z)o(y) die Parallele von xy durch o(x). Wegen y ¢ G gilt H | G }f zy || K. Es
folgt o(y) = H N K. O

Beispiel 2.13. Fiir jeden Kérper K sind die Abbildungen I'y, ;g mit x € K 2 Translationen. Nach
kann es keine weiteren Translationen geben.

Satz 2.14. Fir jede Translationsebene gilt Tra(E) < Aut(E).



Beweis. Seien 0,7 € Tra(£). Da ¢ und ¢~! die gleichen Fixpunkte haben, gilt c~! € Tra(€). Besitzt
o einen Fixpunkt z, so ist 7(z) = o~ 1(z) und zeigt T = o~ L. Es folgt o7 = id € Tra(€).
Anderenfalls hat o7 € Dil(€) keine Fixpunkt und man erhilt o € Tra(€). Also ist Tra(&) < Aut(E).
Fiir ¢ € Aut(€) und 7 € Tra(€) gilt pre~! € Dil(€) nach [Satz 2.5 Hat 7 keine Fixpunkte, so auch

o1t Dies zeigt ™! € Tra(&).

3 Translationsebenen

O

Definition 3.1. Eine affine Ebene £ = (P, G) heifit Translationsebene, falls fiir alle z,y € P (genau)
eine Translation 7 mit 7(x) = y existiert.

Beispiel 3.2.

(i) Fiir jeden Korper K ist £(K) nach Beispiel 2.13| eine Translationsebene.
(ii) Fiir o, 8,7 € R mit (a, 3) # (0,0) betrachten wir folgende ,Geraden in P = R?:

G .: {(xay)€R2:aa:+ﬁy:»y}
T N (wy) €R? x4 By =7,y <0} U {(z,y) € R?: az + 28y = v,y > 0} falls af <0

falls a8 > 0

(Die Geraden mit positiver Steigung sind an der xz-Achse geknickt.)

Sei G die Menge dieser Geraden. Wir behaupten, dass € = (P, G) eine affine Ebene ist. Jede
Gerade besitzt unendlich viele Punkte. Seien (z,y), (z/,y’) € P verschieden und 0. B.d. A. y < ¢/.

Dann hat

\

8

a\

8.8

8

/

8

/

1
4 1) falls 4/ < 0

Yy
y -1 falls y <0 <y
2y -1 -
2 —1
4 falls y > 0
2y —1

Rang 2. Somit besitzt das Gleichungssystem (a, 8,7)M"' = 0 genau eine nicht-triviale Losung
(a, B,7) bis auf Skalierung. Also liegen (z,y) und (2/,y’) auf genau einer (geknickten) Geraden.
Zwei (geknickte) Geraden mit unterschiedlicher Steigung haben stets einen Schnittpunkt. Daher
gilt auch das Parallelenaxiom. Die Punkte (0,0), (1,0) und (0, 1) liegen in allgemeiner Lage. Also
ist £ eine affine Ebene, die man Moulton-Ebene nennt.

Angenommen es existiert eine Translation o von £ mit ¢(0,0) = (0, 1). Die Fixgeraden von o sind
die Parallelen der y-Achse, d. h. o(z,y) = (z, *) fur alle (z,y) € P. Aukerdem ist o(z,0) = (x,1).
Die geknickte Gerade G mit Parametern («, 3,7v) = (1, —1,0) wird unter o auf die Parallele G’
mit Parametern (o, 3,7) = (1,—1,—1) abgebildet. Dies zeigt o(—1,—2) = (—1,0). Nun sind
aber die gewdhnlichen Geraden (—2,0)(—1,—2) und o(—2,0)0(—1,—-2) = (—2,1)(—1,0) nicht
parallel. Daher ist £ keine Translationsebene.



Lemma 3.3. Fir jede Translationsebene £ ist Tra(E) abelsch.

Beweis. Seien o,7 € Tra(€) \ {id} mit Richtungen [G] und [H]. Dann ist sowohl G als auch H eine
Fixgerade von oro~'7~1. Im Fall [G] # [H] folgt o7 = 70 aus [Satz 2.9 Sei nun [G] = [H], z € G
und y € P\ G. Da € eine Translationsebene ist, existiert eine Translation p mit p(x) = y. Offenbar ist
dann G keine Fixgerade von p. Aus dem ersten Teil folgt daher op = po und 7p = p7. Also ist G auch
keine Fixgerade von 7p. Wieder folgt

or =o(rp)p~ ! =7(po)p~! = Topp~! = T0. O

Definition 3.4. Sei £ = (P, G) eine Translationsebene und o € P ein beliebiger Punkt. Fiir € P sei
7, € Tra(€) mit 7,(0) = z. Wir definieren = + y := (7,7,)(0). Nach gilt z +y =71,(y) =

Ty ().

Beispiel 3.5. Die Wahl o = (0,0) in der Koordinatenebene eines Schiefkorpers K liefert die Addition
von Vektoren in K2

Lemma 3.6. Fir jede Translationsebene € = (P, G) ist (P,+) eine zu Tra(E) isomorphe Gruppe. Fir
z € P\ {o} ist ox eine Untergruppe von (P,+).

Beweis. Die Abbildung 7 : P — Tra(£) ist nach [Lemma 2.12| eine Bijektion. Wegen 7,44(0) =2 +y =
(127y)(0) fiir z,y € P ist (P,+) eine Gruppe und 7 ein Isomorphismus von Gruppen. Fiir x # o ist
oz eine Fixgerade von 7,. Dies zeigt x + y = 7,(y) € ox fiir y € ox. Also ist oz eine Untergruppe von

(P,+). O

Satz 3.7 (Parallelogrammsatz). Fir paarweise verschiedene nicht-kollineare Punkte a,b,c,d einer
Translationsebene sind dquivalent:

(1) a+c=b+d.
(2) ab || cd, ad || be.



sadtc

Beweis. |(1)=1(2)

ab || 7—q(a)7—q(b) = 0(b — a) = o(c — d) || de = cd,
ad || o(d — a) = o(c — b) = be.

(2)={(1); Sei x € P mit b—a+ x = 7,(b—a) = c—d. Dann gilt auch 7,(d —a) =d—a+z=c—b.
Wegen

o(b—a) | ab| de | o(c - d),
o(d—a) | ad || bc | o(c —b),

sind o(b—a) = o(c—d) und o(d — a) = o(c —b) Fixgeraden von 7,. Im Fall ab || ad wéren a,b, ¢, d
kollinear. Also ist 0 = o(b — a) A o(d — a) ein Fixpunkt von 7. Dies zeigt 7, =id und z = 0. O

Lemma 3.8. Jeder Automorphismus ¢ einer Translationsebene € = (P, G) mit (o) = o ist auch ein
Automorphismus von P bzgl. +.

Beweis. Seien zunéchst o, z,y € P in allgemeiner Lage. Wegen oz || y(z +y) ist op(x) || o(y)e(z +y)

und analog op(y) || ¢(@)¢(x +y). Andererseits ist op(z) || ¢(y)(¢(z) +¢(y)) und op(y) || ¢(z)(p(x) +

¢(y)). Dies zeigt o(y)p(z +y) = w(y)(p(z) + ¢(y)) und p(z)p(z +y) = ¢(2)(p(x) + ¢(y)). Der
eindeutige Schnittpunkt dieser Geraden ist ¢(x + y) = p(z) + ©(y).

Seien nun o, z, y kollinear und z € P\ zy. Aus z(z+y) || oy = oz folgt x(z+y) = ox = oy = o(x +y).
Daher sind o,z + y, z und o, x,y + z sowie 0, y, z in allgemeiner Lage. Aus dem ersten Teil folgt

olx+y)+e(z) =p@+y+2)=p@)+ ey +2) =)+ e(y) + ¢(z)

und (@ + y) = @(@) + o). -

Satz 3.9. Fiir jeden Schiefkorper K gilt

Awt(E(K)) ={Taza: A€GL?2,K),x € K* ac Aut(K)} = ATL(2, K).

Beweis. Nach [Beispiel 2.3)ist ATL(2, K) C Aut(E(K)). Sei umgekehrt I' € Aut(E(K)) gegeben. Nach
Multiplikation mit I'y, _p()iq kénnen wir I'(0) = 0 annehmen. Sei e; := (1,0) und ey := (0,1).
Wegen Oeq Jf Oeg ist OI'(e1) Jy OF(ez). Insbesondere bilden I'(e;) und I'(es) eine Basis von K?2. Sei
A € GL(2, K) mit I'(e;) A = e; fiir i = 1,2. Indem wir I' durch I'4 g jaI" ersetzen, konnen wir I'(e;) = e;
fir ¢ = 1,2 annehmen. Dann ist I'(Ke;) = Ke;. Sei o; : K — K mit I'(z,0) = (ai(x),0) und
I'0,y) = (0,a2(y)) fiir alle z,y € K. Nach ist I' ein Automorphismus auf (K2, +). Dies



zeigt T'(1,1) =T'(e1) +T(e2) = (1,1) und I'(K(1,1)) = K(1,1). Aus (a1 (), a2(z)) =T'(z,z) € K(1,1)
folgt a; = ag =: . Offenbar ist « ein Automorphismus von (K, +). Fiir z,y € K ist

(a(zy), a(x)) = T(zy,z) = T(z(y, 1)) € KT(y,1) = K(a(y), 1)

und man erhélt a(zry) = a(z)a(y). Somit ist @ € Aut(K) und I't, 0, € AT'L(2, K). O

Bemerkung 3.10.
(i) Fiir K € {F,, Q,R} ist Aut(K) =1 und Aut(£(K)) = AGL(2,K) 2 K? x GL(2, K).
(ii) Nicht jeder Automorphismus von (P, +) liegt in Aut(€). Fiir K = [F4 ist beispielsweise

|Aut(K?, +)| = |Aut(Cy)| = |GL(4,2)| = 15-14-12- 8
>16-15-12-2 = |K2|| GL(2, K)||Aut(K)| = | ATL(2, K)|.

Definition 3.11. Sei £ = (P, G) eine Translationsebene. Ein Endomorphismus ¢ von (P, +) heifst
Multiplikator von &, falls p(z) € ox fiir alle x € P\ {o}. Sei K(£) die Menge der Multiplikatoren von
E.

Beispiel 3.12. Den trivialen Multiplikator x — o (z € P) bezeichnen wir mit o. Die Identitiat auf P
ist ebenfalls ein Multiplikator. In der Koordinatenebene & eines Korpers K ist K(€) = {T'xpia : A €
K}~ K.

Lemma 3.13. Fir jede Translationsebene £ besteht K(E) \ {o} genau aus den Dilatationen ¢ mit
¢(o) =o.

Beweis. Sei ¢ € Dil(€) mit ¢(0) = o. Nach ist ¢ ein Endomorphismus mit oz || op(x) fiir
alle 2 € P\{o}. Dies zeigt ¢ € K(E). Sei nun umgekehrt ¢ € K(£) \ {o} und 2 € P mit ¢(z) = o.
Nehmen wir  # o an. Fir y € P\ oz gilt ¢(y) = ¢(y —z) € oyNo(y —z) = o. Fiir z € P\ oy
erhélt man mit dem gleichen Argument ¢(z) = o. Dann wére aber ¢ = o. Dieser Widerspruch zeigt
Ker(p) = {0}, d. h. ist ¢ injektiv. Fir z,y € P gilt

e(@)e(y) || o(p(y) —¢(z)) = 0op(y —x) =o(y — z) || zy. (3.1)

Es bleibt die Surjektivitét von ¢ zu zeigen. Sei € P\ {o} und y € P \ ox. Sei G := zp(y) und sei
H die Parallele von G durch y. Im Fall G || oz wire G = ox und ¢(y) € ox N oy = o. Also existiert
z = HNox. Wegen y ¢ oz ist z # y und H = yz. Nach ist G = p(y)p(z). Aus z € ox folgt
schlieflich p(z) = ox A G = x. O

Satz 3.14. Fir jede Translationsebene ist K(E) ein Schiefkorper.

Beweis. Da (P, +) abelsch ist, ist End(P) ein Ring. Nach Definition und [Lemma 3.13|ist K (&) unter
Addition und Multiplikation abgeschlossen. Die von o verschiedenen Multiplikatoren sind Dilatationen
und daher invertierbar. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 3.15. Man beachte, dass die Zeichnungen in den folgenden S&tzen immer nur einen
Spezialfall darstellen und nicht als Beweis dienen kénnen.
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Satz 3.16 (Kleiner Scherensatz). Seien G und H wverschiedene Parallelen einer Translationsebene E.
Fiir a,a’,c,d € G und b,v',d,d € H gilt

ab || a'bt, be || V', cd || dd = ad | d'd.

Beweis. Im Fall a = a' ist b= abAN H = o't/ N H = b und analog ¢ = ¢/, d = d’. Wir konnen also
a#a,b+#V und ¢ # ¢ annehmen. Aus dem Parallelogrammsatz folgt

(a+b)Y+d+d =d+b+)+d =d +V +(c+d)=d +b + +d,

also a+d =da' +dund ad || d'd'. O

Satz 3.17 (Kleiner Satz von PAPPUS). Seien F' und G verschiedene parallele Geraden einer Transla-
tionsebene E. Fir f, ', f" € F und g,9', 9" € G gilt

fa N flall g = foll f'q"

f f/ f//

1

Beweis. Im Fall f = f"ist ¢ = f¢ NG =f'g" N\G=¢"und fg=fg| f'd = f"g". Sei also f # f’
und analog f' # f”. Aus dem Parallelogrammsatz folgt f +¢”" = f'+¢ =g+ f" und fg | f"¢". O

Bemerkung 3.18. Der folgende Satz gibt eine rein geometrische Charakterisierung von Translations-
ebenen.

Satz 3.19 (Kleiner Satz von DESARGUES). Fir jede affine Ebene € = (P,G) sind dquivalent:

(1) & ist eine Translationsebene.

(2) Fiir paarweise verschiedene parallele Geraden F,G,H € G, f,f' € F, g,¢' € G und h,h' € H
gilt
fall f'g', ghllgh = fh| f'h.

f /!

9/ i 9/
h B
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Beweis. [(1)E{(2)f Im Fall f = f"ist g= fgANG = f'¢’ NG = ¢’ und analog h = h'. Wir konnen also
f # f und g # ¢’ annehmen. Dann sind f, f, g, ¢’ nicht kollinear. Aus dem Parallelogrammsatz
folgt (f +g) + 1 = f'+g+h = +g +h, f+H = +hund fh| fH.

(2)={(1); Hat £ Ordnung 2, so ist &€ = £(F2) nach [Beispiel 2.3| und die Behauptung folgt aus
Wir kénnen also ord€ > 3 annehmen. Seien z,2’ € P. Wir suchen 7 € Tra(€) mit

7(z) = «’. Dafiir konnen wir x # 2/ annehmen. Sei y € P \ zz’ und sei G die Parallele von
xx’ durch y. Sei H die Parallele von zy durch 2/. Wegen xz’ Jf xy existiert 3y’ := G A H. Wegen
Gnaa' = @ ist y ¢ za’. Wir definieren 0,7 : P\ z2’ — P\ z2/, y — y'. Wegen H Ny = & ist
y' # y und es folgt yy' = G || za’ sowie 2'y’ = H || xy. Daher existiert auch die Abbildung oy,
mit o, () = 2’

Wegen ord € > 3 existiert z € P\ (za’ Uyy'). Fiir 2’ := 0, ,/(2) gilt z2’ || 22’ und zz || 2’2, Aus
[(2)]folgt yz || 4/2". Also ist auch oy, (2) = 2/, d.h. 04, und 0y, stimmen aukerhalb von za’ Uyy/
tiberein. Aus Symmetriegriinden stimmen o, ,» und o, . aukerhalb von yy' U 22’ {iberein. Daher
héngt die Abbildung
T:P—=P, U — {nyx/(u) ifud o’
oyy(u) ifueaza
nicht von der Wahl von y ab. Wegen 7(x) = 2’ verbleibt zu zeigen, dass 7 eine Translation ist.
Seien u,v € P verschieden. Eine der (disjunkten) Parallelen xz’, yy’ oder 2z’ enthélt weder u noch
v. O.B.d. A. sei zz/ N {u,v} = @. Im Fall wv || z2’ ist ur(u) = wu’ || z2’ || vv' = v7(v) und
ww = ur(u) = v7(v) = 7(u)7(v). Sei nun wv J za’. Dann kann man y = u und z = v in der
Definition von 7 wihlen. Es folgt 7(u)7(v) = y'2' || yz = wv. Somit ist 7 eine Dilatation. Nach
Konstruktion besitzt 7 keine Fixpunkte, d. h. 7 ist eine Translation. O

4 Desargues-Ebenen

Definition 4.1. Eine affine Ebene £ = (P, G) heilst Desarques-Ebene, falls folgende Eigenschaft gilt:
Seien F,G,H € Gmit x == FANG=FANH =GAH. Fir f,f € F\{z}, g,¢ € G\ {2z} und
h,h' € H\ {z} gilt

fall f'd, ghll g’ = fh| f'n.
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Satz 4.2 (Umkehrung der Desargues-Eigenschaft). Sei & = (P, G) eine Desargues-Ebene und f, g, h €
P in allgemeiner Lage. Seien f',g',h' € P mit fg || f'g’, gh || ¢'h', fh| f'W. Dann sind die Geraden
ff', g, hh' entweder parallel oder sie schneiden sich in einem Punkt.

Beweis. Sei 0.B.d.A. z:= ff' Ngg und ff # hh' # gg’'. Wegen fh || f'h ist dann b’ # z. Im Fall
fh || xh/ ware zh/ = f'h und f' = f'W' A ff' = x € g¢'. Sei also h” := fh A xh/. Im Fall h” = f wire
fexh AN ff =z Wegen fh = fh” konnen wir die Desargues-Eigenschaft auf f,g,h” und f', ¢, 1/
anwenden. Es folgt gh” || ¢'h' || gh, also h” € gh N fh = h. Dies zeigt © € h'h” = hl'. O

Satz 4.3. Jede Desargues-Ebene ist eine Translationsebene.

Beweis. Wir benutzen den kleinen Satz von Desargues auf die Desargues-Ebene £ = (P,G). Seien
F,G, H € G paarweise verschiedene parallele Geraden und f, f' € F, g,¢' € G, h,h' € H mit fg || f'd,
gh || ¢'W. Im Fall f'0" || gh || ¢'W ist fg || f'd = ¢g'h || gh und fh = gh || ¢h' = f'h'. Sei also
f'h' [t gh. Die Parallele von f’h’ durch f schneidet dann gh in einem Punkt h”. Es gilt h” # I/, denn
anderenfalls wire b’ € F N H = @. Wegen f'h' || fh” und gh” = gh || ¢’k kénnen wir [Satz 4.2] auf die
Punkte f,g,h” und f’,¢',h' anwenden. Aus F' || G folgt h'h" || F || H. Dies zeigt b = H A gh = h
und fh= fh" | f'}.

O

Lemma 4.4. Sei & = (P,G) eine Desargues-Ebene und x € P\ {o}. Fir alle 2’ € ox existiert dann
ein Multiplikator o mit a(x) = 2.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zum kleinen Satz von Desargues. Hat £ Ordnung 2, so ist 2/ = x und
wir kénnen o = id wéhlen. Sei also ord € > 3. Sei y € P\ {oz} und G € G die Parallele von zy durch
2'. Dann existiert ¢’ := oy A G und wir definieren oy, : P\ oz — P\ oz, y — y. Fir ein festes
y € P\ oz existiert ay, : P\ oy = P\ oy mit o, (z) =2’

13



Wegen ord £ > 3 existiert z € P\ (ozUoy). Fiir 2’ := a, »(2) gilt zz || 2’2". Die Desargues-Eigenschaft
zeigt yz || ¥'2" und ay,(2) = 2’. Daher stimmen oy, und o, auerhalb von ox U oy iiberein. Aus
Symmetriegriinden stimmen «,, ,» und «, ,» aukerhalb von oy U oz iiberein. Daher héngt

Qg (u) falls u ¢ oz,
a:P — P’u — ay’y/(u) falls u € ox \ {0},

o falls u = o

nicht von der Wahl von y ab. Wegen a(z) = 2’ und a(0) = o geniigt es zu zeigen, dass « eine Dilatation
ist. Seien u,v € P verschieden. Im Fall o € wv gilt a(uv) = uv. Anderenfalls sei 0. B.d. A. u,v ¢ oy.
Wie oben gilt yu || y'u/, yv || ¥'v" und es folgt wov || u'v" = a(uv). O

Lemma 4.5. Sei £ = (P,G) eine Desarques-Ebene mit verschiedenen Punkten x,y € P. Dann gilt
ry={z+aly—z):ac K(E)}.

Beweis. Fiir die Translation 7, gilt
zy =10y —2)Er{aly—2)ac KEY) ={z+aly—z):ac KE). 0

Satz 4.6 (Strahlensatz). Sei & = (P,G) eine Desargues-Ebene und F,G € G mit © = F A G. Seien
f, /e F\{z} und g,¢' € G\ {x} paarweise verschieden. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) fgll f'g"
(2) Es existiert v € K(&) mit f' —x=~(f —z) und ¢ —x =~(g9 — z).
(3) Es existiert v € K(E) mit y(g—f)=¢ — .

f/

Beweis. Nach Translation kénnen wir 2 = o annehmen. Nach existieren «, 5 € K(E)
mit a(f) = f" und B(g) = ¢". Gilt fg || f'¢’, so ist f'a(g) = a(f)alg) | fg | f'd’ = f'B(g) und
a(g) = f'alg) Nog = f'B(g) N og = B(g). Aus folgt a = B =: 1.

Sei nun " = ~(f) und ¢’ = ~(g) fir ein v € K(&). Dann ist v(9 — f) = ¢’ — f’. Schlieklich sei
v(g—f)=4¢ — f'. Nach gilt dann

' ={"+6(d —f):acKE}={f+d(g—f):0€ KE)}=1p_¢(f9) || fo. 0

Lemma 4.7. Sei & = (P,G) eine Desargues-Ebene. Seien o,a,b € P in allgemeiner Lage. Fir jedes
x € P existieren eindeutig bestimmte Multiplikatoren o, B mit x = a(a) + B(b).
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Beweis. Fiir die Existenz von a und  kénnen wir x ¢ oa U ob annehmen. Sei G bzw. H die Parallele
von oa bzw. ob durch z. Dann existieren «, 5 € K(&) mit a(a) = G Aob und S(b) = H A oa. Die
Translation 7,4 bildet ob = 03(b) auf die Parallele a(a)(a(a) + 3(b)) = G ab. Analog bildet 73 die
Gerade oa = oa(a) auf S(b)(B(b) + a(a)) = H ab. Daher ist

a(a) 4+ B(b) =GANH =z

]?’
CIO R T ,x G
b
o a(a) @

Seien nun auch o/, 8’ € K(€) mit z = o/(a)+ ' (b). Dann ist (a« —a/)(a) + (8 —5')(b) = 0. Wir kénnen
daher z = o annehmen und miissen o = 3 = o zeigen. Nach [Satz 3.14| geniigt es a(a) = 0 zu zeigen.
Im Fall a(a) # 0 wére oa = oa(a) = o(—5(b)) = ob im Widerspruch zur Wahl von a und b. O

Satz 4.8 (DESARGUES). FEine Translationsebene £ ist genau dann eine Desargues-Ebene, wenn sie zur
Koordinatenebene des Schiefkorpers K(E) isomorph ist.

Beweis. Sei &€ = (P,G) eine Desargues-Ebene und K := K (£). Seien o,a,b € P in allgemeiner Lage.
Nach existiert eine Bijektion

r:P— K2, x = (g, Be)

mit © = a,(a) + By (b). Offenbar ist I' ein Homomorphismus bzgl. +. Sei xzy eine beliebige Gerade in
€. Nach gilt

I(zy) =T(z + K(y — 2)) = [(2) + I(K(y — z)) = I'(z) + KT(y — x)

Dies zeigt, dass I' ein Isomorphismus affiner Ebenen ist.

Sei umgekehrt £ = £(K) mit K = K(&). In der Desargues-Eigenschaft diirfen wir = (0,0) nach
Translation annehmen. Dann existieren o, 8,7 € K mit ' = «a(f), ¢ = B(g) und b’ = ~v(h). Wegen
fall f'¢ sind f'—¢" = a(f)—5(g) und f—g linear abhéngig. Dies liefert & = 5. Analog ist 5 = . Daher
sind auch f' — b’ und f — h linear abhéngig, d.h. fh || f’h’. Folglich ist £ eine Desargues-Ebene. []

Folgerung 4.9. Sei & = (P, G) eine Desargues-Ebene und f, f',g,9',h,h' € P. Sind f,g,h und f',g', h’
jeweils in allgemeiner Lage, so ezistiert ein o € Aut(E) mit a(f) = f', a(g) = ¢ und a(h) = 1'.

Beweis. O.B.d.A. sei &€ = E(K) mit K := K (). Nach Translation gilt f = f" = (0,0). Da g, h sowie
g'h linear unabhéngig sind, existiert ein A € GL(2, K) mit Ag = ¢’ und Ah = h’. Die Behauptung
folgt nun aus O

Satz 4.10. Desargues-Ebenen £ und £ sind genau dann isomorph, falls die Schiefkorper K := K (&)
und K' := K(&') isomorph sind.
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Beweis. Nach dem Satz von Desargues konnen wir € = £(K) und £ = £(K’) annehmen. Ist ¢ : K —
K’ ein Isomorphismus, so ist K? — (K')2, (x,9) — (o(),o(y)) ein Isomorphismus zwischen £ und
&', denn
pla+ Kv) = p(a) + ¢(K)p(v) = p(a) + Kp(v)

fiir a,v € K?2. Sei umgekehrt ¢ : K? — (K’)? ein Isomorphismus zwischen £ und &’. Nach [Satz 3.9
konnen wir ¢(0) = 0 und ¢(e;) = e; fiir i« = 1,2 annehmen. Wie im Beweis von existiert ein
Ringisomorphismus « : K — K’ mit ¢(z,y) = (a(x), a(y)) fir alle z,y € K. Insbesondere sind K und
K’ isomorph. O

Satz 4.11 (Scherensatz). Sei &€ = (P,G) eine Desargues-Ebene. Fir paarweise verschiedene Punkte
a,a ,c,d € GeGundbb,d,d € HeG gilt

ab || ', be || b, cd | dd = ad| dd.

Beweis. Nach dem kleinen Scherensatz diirfen wir G A H = o annehmen. Im Fall ¢ = o wire H =
ab || @'t/ und G = aad’ = H. Daher ist a # o und es existiert ein @ € K (&) mit ' = a(a). Aus dem
Strahlensatz folgt V' = a(b), ¢ = a(c), d = a(d) und ad || d’d'. O

Bemerkung 4.12. Um Translationsebenen zu konstruieren, die keine Desargues-Ebenen sind, schwa-
chen wir den Begriff des Schiefkorpers ab.

Definition 4.13. Eine Menge () mit bindren Verkniipfungen + und - heiltt Quasikdorper, falls gilt:
(Q1) (@, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

(Q2) Firallex e Qgiltx-0=0=0"=.

(Q3) Es existiert 1 € Q\ {0} mit 1 -2 =2 =z -1 fir alle z € Q.
(Q4)

Q4) Fir a,b € @\ {0} ist a-b # 0 und es existieren eindeutig bestimmte z,y € @ \ {0} mit
a-xr=b=y-a.

(Q5) Furalle z,y,z€ Qugilt - (y+2) = (x-y) + (x - 2).

(Q6) Fiir alle a,b,c € Q mit a # b existiert genau ein z € Q mit a-x = (b-z) + c.

Bemerkung 4.14. Wie iiblich benutzen wir die Kurzschreibweise xy — z := (z-y) + (—z) fiir Elemente
eines Quasikorpers. Da in |(Q5)| nur das Linksdistributivgesetz gefordert wird ((Q6)|ist ein Ersatz fiir

das Rechtsdistributivgesetz), miisste man genauer von Links-Quasikorper reden. Offenbar ist jeder
Schiefkorper ein Quasikorper.
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Satz 4.15 (HALL). Sei Q ein Quasikorper. Fir x,a,b € Q sei Gy := {x} x Q und Gy = {(z,y) €
Q? :ax +b=y}. Dann ist
E=(Q*{Gs,Gap : 7,a,b € Q})

eine Translationsebene.

Beweis. Wegen 0,1 € Q besitzt jede Gerade mindestens zwei Punkte. Seien (%), (2/,vy') € Q? ver-
schieden. Im Fall = 2’ liegen, die Punkte nur auf der ,senkrechten” Geraden G, denn anderenfalls
wire y = ax+b = ax’+b =1y'. Im Fall z # 2’ existiert genau ein a € Q mit ax —az’ = a(x—2') = y—y/
(firy =y ist a =0). Fir b := y —azx gilt dann axz +b =y und ar’ +b=azx+y —y+b =19
Umgekehrt sind a und b durch diese Gleichungen eindeutig bestimmt. Also liegen die Punkte nur auf
Gap- Sei (7,y) € Q% und eine Gerade G gegeben. Im Fall G = G, liegt (z,y) nur auf der Parallelen
Gy von G. Sei also G = Gy p und V' := y—ax € Q. Dann gilt ax+V =y, d. h. (z,y) liegt auf G || G.
Fir ¢’ # a und ¢ € Q gilt Gop NGy o # @ nach Daher ist G,y die Einzige Parallele von G,
die (z,y) enthélt. Dies zeigt das Parallelenaxiom. Schlieklich sind die Punkte (0,1), (1,0) und (1,1) in
allgemeiner Lage. Somit ist £ eine affine Ebene.

Sei (s,t) € Q? beliebig. Zum Nachweis der Translationsebene geniigt es eine Translation ¢ mit ¢(0,0) =
(s,t) zu konstruieren. Fiir (x,y) € Q? sei ¢(z,y) := (z+ s,y +1). Da (Q,+) eine abelsche Gruppe ist,
ist ¢ : Q% — Q2 eine Bijektion mit (0,0) = (s,t). Aukerdem besitzt ¢ nur dann Fixpunkte, wenn
¢ = id. Offenbar gilt ¢(G;) = Gays || Go. Fir (z,y) € Gop und b’ := b —as + ¢ gilt a(z +s) + V' =
ar +as+b—as+t=y+t Dal nicht von (z,y) abhéngt, folgt p(Ggp) = Gap. Also ist ¢ eine
Translation und £ eine Translationsebene. O

Bemerkung 4.16. Fiir eine Galois-Erweiterung K C L mit G := Gal(L|K) sei N : L — L,
T ngG g(z) die Normabbildung. Fir z,y € L und g € G gilt offenbar N(zy) = N(z)N(y)
und N(g(x)) = N(z).

Satz 4.17 (ANDRE). Sei K C L eine Galois-Erweiterung und G := Gal(L|K) und ¢ : L — G eine
beliebige Abbildung mit (0) = ¢(1) = 1. Mit der Multiplikation

zxy:=zp(N()(y) (z,y€L)

wird (L, +, %) zu einem Quasikiorper.

Beweis. Die Axiome |(Q1)H(Q3)| gelten nach Definition. Fir x,y, z € @ gilt
z# (Y +2) = wp(N(2))(y + 2) = 2o(N(2))(y) + 20(N(2))(2) =z *y + 2,

also

Seien a,b,c € Q mit a # b. Im Fall 0 := ¢(N(a)) = p(N(b)) ist a * x = bx x + ¢ dquivalent zu
(a —b)o(z) = c. Dann gilt Sei daher 7 := ¢(N (b)) # o und somit N(a) # N(b). O.B.d. A. sei
a # 0. Nach Multiplikation mit ! in L erhalten wir o(x) —b7(x) = ¢ mit N(b) # 1. Schlieklich kénnen
wir 7 = 1 annehmen. Es geniigt zu zeigen, dass die K-lineare Abbildung f : L — L, z — o(z) — bz
invertierbar ist. Sei indirekt x € L ein Eigenwert von o zum Eigenwert b. Sei n := [(0)|. Dann gilt

z=0"z)=0""bx) =" 2(c(b)bz) = ... = IHO’i(b).
i=1
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Ist 71,...,7 € G ein Reprisentantensystem fiir die Nebenklassen von (o) in G, so ergibt sich der

Widerspruch
N®) = [TT11ve’®) =[]w) =1
i=1j=1 i=1

Also gilt .
Es verbleibt |(Q4)| zu zeigen. Fir a,b € @ \ {0} ist sicher a x b # 0. Auferdem existiert genau ein
r € Q mit axx = ap(N(a))(z) = b. Wir setzen y := bp(N(a"1b))(a)~t, wobei ~! das Inverse in (L, -)
bezeichnet. Wegen N(y) = N(a~'b) (Bemerkung 4.16) gilt

y*a=bp(N(y))(a)"e(N(y))(a) = b.

Sei nun y *x a = b = z * a. Mit [Bemerkung 4.16| folgt

N(y)N(a) = N(yp(N(y))(a)) = N(y*a) = N(z)N(a)
und N(y) = N(z). Daraus erhilt man y = (y * a)o(N(y))(a) ™! = (2 *x a)p(N(2))(a)"! = 2. Also gilt
O

Satz 4.18. Es existiert eine Translationsebene der Ordnung 9, die keine Desargues-Ebene ist.

Beweis. Wir betrachten die Galois-Erweiterung F3 C Fg mit G := Gal(Fg|F3) = (o) = Cs
o(x) = 23 fiir x € Fy). Fiir a € Fy gilt N(a) = ao(a) = a* und N(Fy) = F3. Wir definieren ¢(—
in [Satz 4.17| und erhalten den Quasikorper Q. Fir F = (¢) gilt
Ciadd = C. . fallsi =0 (mod 2),
37 falls j =1 (mod 2).
Aus [Satz 4.15| erhilt man eine Translationsebene £ mit Punkten Q2. In [Definition 3.4| wihlen wir

o = (0,0), sodass die Addition in & mit der komponentenweisen Addition in Q2 iibereinstimmt. Sei
v € K(€) C End(Q?). Wegen v(1,0) € Go existiert s € Q mit v(1,0) = (s,0). Wegen v(0,z) € Gy
und (s,0) +7(0,2) = y(1,x) € Gy ist y(1,2) = (s,z % s) und v(0,z) = (0,2 * s) fir alle x € Q. Aus
Y(z,0) 4+ (0,2 % s) = y(z,z) € G1 folgt y(x,0) = (x *s,0) fiir alle z € Q. Also ist v durch s eindeutig
bestimmt. Wegen v € End(Q?) gilt (z +y) *s = z* s +y* s fiir 2,y € Q. Aus ( + ¢ € F3 folgt
(C+¢3)s = Co(s) + ¢3o(s) und o(s) = s € F3. Dies zeigt |K(€)| < 3 und £ kann nach [Satz 4.8 keine
Desargues-Ebene sein. O

Bemerkung 4.19. Die in [Satz 4.18 konstruiere Ebene heifst Hall-Ebene. Neben E(Fg) gibt es bis auf
Isomorphie noch zwei weitere affine Ebenen der Ordnung 9, die aber keine Translationsebenen sind
(ohne Beweis).

Beispiel 4.20. Sei H := C + Cj der Hamiltonsche Schiefkérper mit j2 = —1 und ij = —ji. Fiir
z:i=x+yj € Hseiz" =7 —yj. Es gilt
22" =aT+yy=z2"z2€R.
Fiir 21, 29 € Hist (21 + 22)* = 2] + 25 und
(z122)" = (122 — Y172 + (T1y2 + 1172)7)" = T1Z2 — Yiy2 — (T1y2 + Y172) ]
= (T2 — y25)(T1 — y1J) = 2327
Wir betrachten O := H? mit der Multiplikation
(a,b) - (c,d) := (ac — d*b,da + bc") (a,b,c,d € H).

Man kann zeigen, dass O ein Quasikorper ist. Seine Elemente heiften Oktonionen.
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5 Pappus-Ebenen

Definition 5.1. Eine affine Ebene heifit Pappus-Ebene, falls fiir F, G € G und paarweise verschiedene
Punkte f, f', f” € F und ¢,¢,¢" € G gilt

N fal f'9 = fall f"g".

Satz 5.2 (HESSENBERG). Jede Pappus-Ebene ist eine Desarques-Ebene und daher eine Translations-
ebene.

Beweis. Sei £ = (P, G) eine Pappus-Ebene und F,G,H € Gmit t = FAG=FANH =G A H. Seien
£ € F\{z}, 9.9 € G\ {w}, b, € H\ {x} mit fg || f'g' und gh | ¢h'. Tm Fall f = f ist g = ¢
und A = I/. Dann gilt fh = f’h’. Wir konnen also annehmen, dass keine zwei Punkte gleich sind. Im
Fall fh || G || f'A sind wir fertig. O.B.d. A. sei daher G } f'h'. Sei G’ die Parallele von G durch h.
Dann existiert
k=G A fH.

Wegen h ¢ G und G }f H ist k ¢ {g',h'}. Sei voriibergehend gh || kg’. Dann ist k € ¢'h' wegen
gh || ¢'I. Nach Definition ist auch k € f'h’ und es folgt ¢'h’ = kh/ = f’'h/. Damit ist auch f'h' = f'¢’
und fh = fg | f'd = f'h’ wie gewlinscht. Sei daher gh }f kg’ und

l:=ghNkg'.

Wir wenden dreimal die Pappus-Eigenschaft an:

(i) Die Punkte z,h,h’ und [, ¢’, k sind jeweils kollinear. Im Fall [ = h wire h = hg NG’ =k € f'h/
und f' € H. Also ist hl || h'¢' und z¢' || hk. Es folgt «l || h'k.

(ii) Sei f"” := G' A F. Die Punkte z, f, f” und [, ¢, k sind jeweils kollinear. Im Fall f” = [ wéare
heghnNnG =l=f"e F.ImFal ff=kist k=G ANF = f"ud f"l = f'l = f'g" || fg.
Anderenfalls gilt «l || K’k = f'k und z¢’ || f"k. Es folgt f"U || f'¢" || fg.

(i) Die Punkte I, g, h sind kollinear. Aus f”l|| fg und f"h || xg folgt xl || fh.
Insgesamt ist fh ||zl || W'k || f'R.
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Die zweite Aussage folgt aus O

Bemerkung 5.3. Analog zu Desargues impliziert die Pappus-Figenschaft die Giiltigkeit des kleines
Satz von Pappus.
Satz 5.4 (PAPPUS). Fir jede affine Ebene £ sind dquivalent:

(1) & ist eine Pappus-Ebene.

(2) & ist zu einer Koordinatenebene eines Korper isomorph.

Beweis. |(1)={(2)i Nach Hessenberg ist £ eine Desargues-Ebene und als solche zur Koordinatenebene
E(K) eines Schiefkérpers K isomorph (Satz 4.8). Seien a, 8 € K\ {0, 1}. Wir betrachten f = (1,0)
und g = (0,1). Es gilt fa(g) || a=1(f)g sowie 371(f)g || fB(g). Die Pappus-Eigenschaft zeigt
a Y (H)B(g) || B71(f)a(g). Daher existiert v € K mit

a”(f) = Blg) =v(B7H(f) — alg))

Da f und g linear unabhéingig sind, erhdlt man o= = y3~! und 8 = va. Dies zeigt aff = aya =
Ba. Also ist K ein Korper.

(2)={(1); Nach dem kleinen Satz von Pappus diirfen wir annehmen, dass die Geraden F' und G in der
Pappus-Eigenschaft nicht parallel sind. Nach Translation schneiden sie sich in o = (0,0) € K2. Es

existieren o, 8 € K\ {0,1} mit f' = a(f) und f” = B(f). Aus fg' || a(f)g" und ga(f) || ¢'B(f)
folgt ¢ = a(g’) sowie a~18(g) = Ba=1(g) = ¢’. Damit erhilt man

fa=rB""ald) |l B(Haly) = f"g". 0

Bemerkung 5.5.

(i) Da der Hamiltonsche Schiefkorper H kein Korper ist, ist £(H) eine Desargues-Ebene, aber keine
Pappus-Ebene. Merke:

Pappus-Ebene = Desargues-Ebene = Translationsebene = affine Ebene.

(ii) Wedderburn hat bewiesen, dass jeder endliche Schiefkérper kommutativ ist. Daher ist jede end-
liche Desargues-Ebene eine Pappus-Ebene.

Lemma 5.6. Sei K ein Korper, f,g € K? linear unabhdngig und o, 3,7,0 € K mit ad # 3y. Dann
gilt

(af)(Bg) N (vf)(0g) = m;%

B,y(oﬁ(vf + Bg) — By(af +0g)).

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt af # g und ~vg # dg. Ein gemeinsamer Punkt auf (af)(59g)
und (vf)(dg) lasst sich in der Form

r=Aaf+(1—-N)Bg=pyf+(1—u)dg

mit A\, u € K schreiben. Da f und g linear unabhéingig sind, gilt A = py und (1 — A\)8 = (1 — p)d. Es
folgt

_A6-8) a5 p)
ad — By’ F= - By’
Insbesondere ist = eindeutig bestimmt. O
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Satz 5.7 (PascaL). Sei & = (P,G) eine Pappus-Ebene und F,G € G. Seien f, ', f" € F\ G und
9,9,9" € G\ F paarweise verschieden, sodass die Schnittpunkte x := fg' A f'g, y := f'g" N f"g" und
z:= fg" A f"q existieren. Dann sind x,vy, z kollinear.

Beweis. Wie iiblich sei £ = £(K) fiir einen Korper K. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass sich F'
und G in einem Punkt, o. B.d. A. 0, schneiden. Nach Voraussetzung existieren «, 3,7, € K \ {0,1}
mit [/ =af, [/ =8f, 9 =~vgund ¢’ = dg. Mit u:= f+g, v:=af +vg und w := Bf + dg erhilt
man

1 1 1
(ayu —v), y= ,85—04’7(&%_0{710)’ = T

(w — Bou)

Tr =
ay—1

aus [Lemma 5.6] Wegen

Bo(ay — D)z + (86 — ay)y + ay(l — Bd)z =0,
Bé(ay — 1) + (86 — ay) + ay(l - B5) =0

gilt y = Az + (1 — \)z fiir ein A € K. Also sind z, y, z kollinear.

Seinun F' || G. Nach Translation sei z = (0,0). Wir beschreiben alle Punkte bzgl. der Basis f, f”. Nach
dem Strahlensatz existieren «,v,0 € K mit ¢" = af, g=af’, 2 =~f+ (1 —7)¢d =~vf + (1 —)g,
y=0f+(1—-08)g" =d0f"+ (1 —0)g". AuBerdem existieren \,u € K mit f' = \f + (1 — \)f” sowie
g =pg+ (1 —p)g" = paf’+ (1 —paf. Es folgt

=+ 0= =ma)f+ 1 —ypaf’=vAf + (y(1 = X) + (1 =)o) f”
y=0A+1=0)a)f +0(1-Nf"=(1-0)1 - paf + (0 + (1 —0)ua)f”

Ein Koeffizientenvergleich liefert

_ _ _ 0 (1—-pa
T+ A=) —pa=9A = T T
1) J1%e!
d(1=XN) =6+ (1-9)pa — 5=

Man sieht nun, dass sich die Koeffizienten von x und y im gleichen Verhéltnis teilen:

A (A= (A-0)d-pa
(I=7ypa  p(l=2A) 6(1 =)
Also sind z,y linear abhéngig und z,y, z = (0,0) kollinear. O
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Bemerkung 5.8. In nennt man xy = xz die Pascal-Gerade. Im Folgenden sei K stets ein
Korper.

Definition 5.9. Fiir Zeilenvektoren z, vy, 2z € K? sei

. 1 =z
[z,y] := det ( ) , [z,y,2] :=det |1 y
y 1 z

Lemma 5.10. Fir z,2',y,y, 2,2 € K? gilt

’ ]: [Z,Jf,y] = [‘T—Z7y_z] = [CE,y]—l-[y,Z]—i-[Z,.’II],

[z,y,2] =y, 2,
[z, y, 2] + [z, 2] + [2',y, 2] + [2, o, 2],
0.

[x+2",y+y,z+ 7
[z,ylz + [y, 2]z + [z, 2]y =

Beweis. Die erste Zeile folgt aus den Determinantenregeln und der Gauf-Elimination. Fiir die zweite
Zeile benutzt man die erste:

w42 y+y, 2+ 2] = [z, y] + [z, y]+ 2 y] + [2, ] + [y, 2] + [y, 2]
+ [y, 2]+ [, 2+ [z 0] + [2,27] + [, 2] + [, 2]
= [z,y, 2] + [z, ¢, 2] + [y, 2] + [2', ¢/, 2].

Sind z,y linear abhéngig, etwa x = Ay mit A € K, so gilt [y, z]x + [z, z]y = (A]y, z] + A[z,y])y = 0.
Sind z, y linear unabhéngig, so gilt z = Az + py mit A\, u € K und es folgt

[z,y]z + [y, 2l + [z, 2]y = (A2, y] + Ay, 2])z + (ulz, y] + ply, 2])y = 0. O
Lemma 5.11. Genau dann sind z,y, z € K? kollinear, wenn [z,y, 2] = 0.

Beweis. Es gilt:

x,y, z kollinear <= x — z,y — z linear abhéngig £ [z,y,2] =[x — z,y — 2] = 0. O

Satz 5.12. Seien a,b,c € K2 in allgemeiner Lage und
z:=aa+ (1 —a)b, y:=pb+ (1 —P)e, z:=vc+ (1—7)a
Punkte auf den Geraden ab, bc und ca, wobei o, B,y € K \ {1}.
(i) (MENELAOS) Genau dann sind z,y, z kollinear, wenn

a B v
l—al—-p1—xv
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(ii) (CEVA) Die Geraden ay, bz und cx sind genau dann parallel oder schneiden sich in einem Punkt,

wenn

aﬁv_l

l—-al—pB1—v

Beweis. Nach Translation kénnen wir a = (0,0) annehmen. Dann ist b, ¢ eine Basis von K?2. Wir stellen
x,y, z bzgl. dieser Basis dar: z = (1 — «,0), y = (8,1 — 3), z = (0,7).

(i) Aus der Sarrus-Regel fiir Determinanten folgt

[z,y,2] =By + (1 —-a)(1—=5)—~v(1—a)
Daher ist

(67
[2,y,2] =0 <= af+py+yat+l=a+p+7y < br _
l—al-F1-x

(ii) Sind ay, bz, cx parallel, so sind y = (5,1 — ), b— 2z = (1,—y) und ¢ — z = (o — 1, 1) paarweise
linear abhéngig sind. Dies fiithrt zu 1 — f = —f~ und 1 = (1 — «). Es folgt

Sl S SR o

1)———=1.
l—al—-p1-—x v 1—7

Schneiden sich die Geraden in einem Punkt, so existieren A, p, p € K mit
(AB,A1=8)) = y=pz+(1—ple=(ul—a),l—p)=pz+(1-pb=(1-p,p).
Es folgt A = u(l —a)=1—pund A\(1 — B) =1 — pu = py. Dies ergibt

a B v _pads py pa _q
l—al=B1—-v Mpyp(l—v) p—1+4pu

Sei umgekehrt
a B v _y
l—-al—-pB1—v ’
Im Fall ay || bz ist 1 — 8 = —fv und es folgt « = (1 — a)(y — 1). Dies ergibt v(1 — «) = 1 und
ay || bz || cz. Sei nun ay }f bz. Dann existieren A, p € K mit

(AB,A(1 = B)) = Ay = pz+ (1= p)b=(1—p,pV).
Also gilt AB=1—pund A(1 — ) = pv. Es folgt a(1 — p) = (1 — a@)p(1 — ~) und
a(l=py)=al=A+A8) =a(2—p—7) =p(l 7).

Mit p:=1— py gilt nun pu(1 —a) =1— py— p+ py =1 — p. Wie oben haben nun ay, bz und
cx einen gemeinsamen Schnittpunkt. O
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Bemerkung 5.13.

(i) In der Situation von [Satz 5.12| nennt man zy = xz die Menelaos-Gerade und ay A bz = ay A cx
den Ceva-Punkt.

(ii) Hat K Charakteristik char K = 2, so sind die Bedingungen von Menelaos und Ceva identisch,
d.h. z, y, z sind genau dann kollinear, wenn ay || bz || cx oder ay A bz = ay A cx. Damit hat man
eine geometrische Charakterisierung der Koérpereigenschaft char K = 2.

Definition 5.14. Sei char K # 2. Fiir verschiedene a,b € K? lisst sich dann der Mittelpunkt zwischen
a und b durch 3(a + b) definieren.

Satz 5.15 (Diagonalensatz). Sei char K # 2. Seien a,b,c,d € K? paarweise verschieden und nicht
kollinear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) a,b,c,d bilden ein Parallelogramm, d. h. ab || c¢d und ad || bc.

(2) Die Diagonalen ac und bd schneiden sich im Mittelpunkt 3(a + c) = $(b+ d).

Beweis. Folgt aus dem Parallelogrammsatz. O

Satz 5.16 (VARIGNON). Sei char K # 2. Seien a,b,c,d € K? paarweise verschieden und nicht kolli-
near. Dann bilden die Seitenmittelpunkte 3(a+b), 2(b+c), 3(c+d), 3(d+ a) ein Parallelogramm.

Beweis. Im Fall a +b = c+d ist $(a+d) + 2(b+ ¢) = $(a + b) und alle vier Mittelpunkte liegen
auf einer Geraden, die wir als Parallelogramm interpretieren. Seien nun die Mittelpunkte paarweise
verschieden und nicht kollinear. Dann folgt die Behauptung aus dem Diagonalensatz. O

Satz 5.17. Sei char K # 2 und a,b,c € K? in allgemeiner Lage. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) char K # 3.
(2) Die Geraden 3(a+b)c, 2(b+ c)a, 2(a+ c)b schneiden sich in einem Punkt.
Beweis. Sind zwei der Geraden gleich, sagen wir (a + b)c = (b + c)a, so existiert A € K mit

¢ = a+ Ab+ ¢ —2a). Dann wéren a, b, ¢ kollinear nach [Lemma 5.11} Also sind die Geraden stets
paarweise verschieden.
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(DE2)} Man sieht leicht, dass %(a + b+ ) auf allein drei Geraden liegt.

(2)={(1); Sei s der gemeinsame Schnittpunkt. Nach Translation kénnen wir ¢ = (0,0) annehmen.
Dann existieren A, 4 € K mit

A p
=2 =51 - pa
§= 3 (a+0b) 5 b—(1—pa
Ein Koeffizientenvergleich ergibt A = g und A/2 = (1 — \). Dies zeigt 3\ = 2 # 0 also char K #
3. O

Definition 5.18. Vier Punkte a, b, ¢, d einer affinen Ebene bilden ein allgemeines Viereck, falls keine
drei der Punkte kollinear sind und keine zwei der moglichen Verbindungsgeraden parallel sind. Die
Schnittpunkte

z:=abAcd, y = ac A bd, z = ad N bc

heifsen Diagonalpunkte des Vierecks.

Satz 5.19 (GAuss). Seichar K # 2. Seia,b,c,d ein allgemeines Viereck in E(K) mit Diagonalpunkten
x,y, z. Dann liegen die Mittelpunkte von ac, bd und xz auf einer Geraden, die man Gaufs-Gerade nennt.

Beweis. Aus|[Lemma 5.10] und [Lemma 5.11] folgt

4[%(@—1— c), %(b—i— d), %(m + 2)] = [a,b, 2] + [a,d, z] + [¢, b, 2] + [¢,d, 2] = 0. O

6 Projektive Ebenen

Definition 6.1. Ein Paar (P, G) heifst projektive Ebene, falls gilt:
(P1) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei verschiedene Punkte.
(P2) Zwei verschiedene Punkte liegen auf genau einer Geraden.
(P3) Je zwei Geraden haben einen Schnittpunkt.
(P4)

P4) Es gibt drei Punkte in allgemeiner Lage.

Bemerkung 6.2. Im Unterschied zu affinen Ebenen sind parallele Geraden einer projektiven Ebene
bereits gleich. Wegen |(P2)| ist |(P3)| daher dquivalent zu: Je zwei verschiedenen Geraden haben genau
einen Schnittpunkt.
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Satz 6.3. Fir jede affine Ebene £ = (P,G) ist
&:=(PUIGL{GU{[G]}: G € Gt u{[g]})

ist eine projektive Ebene. Man nennt € den projektiven Abschluss von €.

Beweis. Da G € G mindestens zwei Punkte enthélt, besitzt G U {[G]} mindestens drei Punkte (man
beachte, dass [G] ein Punkt von & ist). Da € drei Punkte in allgemeiner Lage besitzt, gilt |[G]| > 3.

Dies zeigt |(P1)

Verschiedene z,y € P liegen in genau einer Geraden G U {[G]} von € (man beachte {[G]} NP = @ =
[G]N'P). Verschiedene [G], [H] € [G] liegen nur in der Geraden [G]. Sei schlieflich x € P und [G] € [G].
Nach dem Parallelenaxiom existiert genau ein H € [G] mit € H. Also liegen z, [G] = [H] nur in der

Geraden H N {[H]}. Daher gilt [(P2)|

Seien G U{[G]} und H U {[H]} verschiedene Geraden in €. Sind G und H parallel, so ist [G] = [H] ein
Schnittpunkt. Anderenfalls ist G A H ein Schnittpunkt. Dies zeigt |(P3)]

Drei Punkte aus £ in allgemeiner Lage sind offensichtlich auch in € in allgemeiner Lage. Also gilt

(P4) O

Bemerkung 6.4. Sei ¢ : £ — &£’ ein Isomorphismus von affinen Ebenen. Wegen G | H <= ¢(G) ||
@(H) (Bemerkung 2.2) setzt sich ¢ zu einem Isomorphismus & — &’ fort.

Beispiel 6.5. Sei £ := £(K) die Koordinatenebene eines Schiefkorpers K. Der projektive Abschluss
von € enthilt dann neben den Punkten aus K2 noch die Richtungen Kw fiir v € K2\ {0} (also die 1-
dimensionalen Unterriume von K2). Beide Mengen kann man einheitlich durch die 1-dimensionalen Un-
terriume von K3 beschreiben. Die Elemente aus K2 entsprechen den Unterriiumen der Form K (z,vy,1)
und die Punkte K (z,y) entsprechen K (x,v,0). Die Geraden von & sind nun genau die 2-dimensionalen
Unterrdume von K3. Der Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden G, H in & ist der 1-dimensionale
Raum G N H. Aufserdem ist

PGL(3, K) := GL(3, K)/K*13 < Aut ().

Daher ist Aut(£) deutlich groRer als Aut(€), d.h. £ ist ,symmetrischer als £ Man nennt & die
projektive Koordinatenebene iiber K. Im kleinsten Fall K = Fy nennt man £ die Fano-Ebene.

Satz 6.6. Fir jede projektive Ebene € = (P,G) und F € G ist
Er = (P\F{G\F:GeG\{F}})

eine affine Ebene.
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Beweis. Nach|(P1)lund|Bemerkung 6.2|gilt |G\ F| > 2 fiir G € G\{F'}, d. h.|[(A1)|gilt. Zwei verschiedene
Punkte z,y € P\ F liegen nach |(P2)| auf genau einer Geraden G € G. Wegen z,y ¢ F liegen x,y auch

auf G\ F. Also gilt [(A2)]

Seien nun x € P\ F und G € G\ {F} gegeben. Sei y := F A G (nach und H := zy. Im Fall
G#Hist GNH=ye€ Fund (G\F) || (H\F). Fiir[[A3)] miissen wir zusétzlich zeigen, dass H \ F
die einzige Parallele von G \ F durch z ist. Sei also z € (K \ F) || (G\ F). Im Fall K\ F = G\ F
ist K = G nach und . Wegen x € K = G ist dann auch H = zy = G = K. Seien also
K\ F und G\ F disjunkt. Dann folgt GAK € F,y=F NG € K und H = zy = K. Somit gilt das

Parallelenaxiom |(A3)]

Seien schliefslich z,y,z € P in allgemeiner Lage (nach . Im Fall 2,y,2z € P\ F sind z,y, z auch
bzgl. £p in allgemeiner Lage. O.B.d. A. sei also z € F und x ¢ F. Da 2z # F mindestens drei Punkte
besitzt (nach [(P1)), kénnen wir z durch einen Punkt aus zz \ F ersetzen. Dabei éndert sich 2z nicht.
Insbesondere gilt nach wie vor y ¢ zz. Mit dem gleichen Argument kann man y ¢ F' annehmen. Nun

sind z,y,z € P\ F in allgemeiner Lage bzgl. Er. Also gilt [(A4)] O

Bemerkung 6.7.
(i) Mit [Satz 6.6 lassen sich [Definition 1.11| und [Satz 1.12| auf projektive Ebenen iibertragen: Fiir

jede projektive Ebene & = (P, G) existiert ein n € NU {oo} mit |P| = |G| = n? +n + 1 und jede
Gerade enthélt genau n + 1 Punkte. Man nennt dann auch ord £ := n die Ordnung von &.

(ii) Startet man mit einer affinen Ebene € = (P, G) und wihlt die Gerade F = [G] in &, so ist offenbar
Er =€

(iii) Ist ¢ : & — &’ ein Isomorphismus projektiver Ebenen, so gilt & = 5:0 (F) wie man leicht nach-
rechnet. Operiert Aut(&) also transitiv auf der Menge der Geraden, so hingt der Isomorphietyp

von Ep nicht von der Wahl von F' ab. Dies gilt zum Beispiel fiir die projektive Koordinatenebene
E(K) uber einem Schiefkorper K (siehe [Beispiel 6.5]).

(iv) Im Allgemeinen héngt der Isomorphietyp von & jedoch von der Wahl von F' ab. Sei dafiir
E = (P,G) die Translationsebene der Ordnung 9 iiber dem Quasikorper @ aus [Satz 4.18, Sei

Go = GoU[Gy] die Gerade in £ und &’ := EGT' Wegen £ = £|g) geniigt es zu zeigen, dass £ keine
Translationsebene ist. Die Geraden in £ bezeichnen wir mit

Gl = (G U[G])) \Go = G, = {x} x Q (z e Fy),
G:z,b = Ga,b \ {(07 b)} U [Ga,b] (a7 be Q)7
6] =[]\ {[Go]}-

Die Geraden G, sind offenbar parallel zu [G]'. Die Geraden G,p und Gy sind genau dann
parallel, wenn b = b'. Wir wenden den kleinen Satz von Desargues auf F' := G, G := G_1
und H := G¢p an, wobei ( € Fg mit (2 = —1. Sei f := (1,1), f := (-1,-1), g == (1,-1),
g = (-1,1), h=(=¢ 1) und ' := (1 — ¢,1 + (). Offenbar ist fg = G} | G"_; = f'g’. Wegen
N() = ¢* = 1ist (2 = (x fiir alle # € Q. Insbesondere ist h,h’ € H. Andererseits ist
(14 ¢) *x = (1+¢)2?, denn

N1+ =01+)0+) =1+ -¢) =1L

Dies zeigt gh = G";_ . || G{_; - = ¢'W. Schlieflich ist fh =G, ff G-,
keine Translationsebene.

1= f'h. Also ist &

Satz 6.8. Fiir jede projektive Ebene £ und jede Gerade F von £ gilt £ = Ef.
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Beweis. Sei & = (P,G). Jeder Punkt z € & liegt entweder in P \ F oder hat die Form [G \ F]
fir G € G\ {F}. Im ersten Fall definieren wir ¢(z) := = und anderenfalls ¢(x) := G A F. Im Fall
GANF=HAFist (G\F)| (H\F),dh. [G\F]=I[H\ F]. Dies zeigt die Injektivitdt von . Ist
z € F gegeben, so wihle y € P\ F' und setze G := zy € G. Offenbar gilt ¢([G \ F]) = GAF = z.
Damit bildet ¢ surjektiv nach P ab.

Sei G' := (G\ F)U{[G \ F]} eine Gerade in €. Offenbar ist dann ¢(G’) = G € G. Sei schlieflich
G':={[G\ F] : G # F} die ausgezeichnete Gerade in p. Dann gilt offenbar ¢(G’) = F. Folglich ist
¢ : Er — & ein Isomorphismus. O

Bemerkung 6.9. Seien £ und &’ projektive Ebenen mit Geraden F, F’, sodass £ = . Aus
lkung 6.4{ und [Satz 6.8| folgt dann & = &p = &, = &'.

Satz 6.10 (Dualitat projektiver Ebenen). Sei & = (P,G) eine projektive Ebene und P* = {[z] :
x € P}. Dann ist £ := (G, P*) eine projektive Ebene. Man nennt £* die zu € duale Ebene. Es gilt
(&) =€

Beweis. angewendet auf Er zeigt |[z]| > 3 fir x € P, sodass fiir £* gilt. Verschiedene
Geraden G, H € G liegen nur in [GAH], d. h.[(P2)]gilt fiir £*. Fiir verschiedene z, y € P ist [z]Aly] = zy.
Damit ist gezeigt. Seien z,y, z € P in allgemeiner Lage. Dann sind zy, zz,yz € G in allgemeiner
Lage bzgl. £*, denn anderenfalls wire x = y = z der gemeinsame Schnittpunkt dieser Geraden. Es

folgt [[P4]

Fiir die zweite Aussage betrachten wir die Bijektion ¢ : P — P*, x — [z]. Fiir G € G ist ¢(G) = {[z] :
x € G} € G*. Daher ist ¢ : £ — (£*)* ein Isomorphismus. O

Definition 6.11. Fiir einen Ring (R, +, -) sei R° := (R, +, %) der entgegengesetzte Ring mit xxy := y-x.

Satz 6.12. Sei £ die projektive Koordinatenebene iiber einem Schiefkérper K. Dann ist £* zur pro-
jektiven Koordinatenebene iber K° isomorph. Insbesondere ist £ selbstdual, d. h. £ = £*, falls K ein
Koérper ist.

Beweis. Sei £ = (P,G) und £* = (G, P*). Fiir einen Unterraum W € G sei
Whi={ve K3 VweW:w' =0}

Wegen wv!T = v * w' ist W' ein 1-dimensionaler K°-Vektorraum, also ein Punkt der projektiven
Koordinatenebene £° = (P°,G°) iiber K°. Wegen W = {w € K3 : Yo € Wt : wv' = 0} ist die
Abbildung ¢ : G — £°, W +— W eine Bijektion. Fiir V€ P und W € [V] € P* gilt W+ C V. Es
folgt

o([V])={U eP°:UCV!}eg.

Daher ist ¢ : £* — £° ein Isomorphismus. Ist K ein Korper, so gilt K = K° und £* = £°. O

Beispiel 6.13.

(i) Sei K ein Korper, dessen Brauergruppe ein Element [A] der Ordnung > 2 besitzt (zum Beispiel
K = Q). Dabei konnen wir annehmen, dass A eine Divisionsalgebra ist. Die Algebra A° gehort
dann zu [A]~! # [A]. Insbesondere ist A 2 A°. Angenommen es existiert ein Isomorphismus ¢
zwischen den projektiven Koordinatenebenen & iiber A bzw. £° iiber A°. Dann wire p = 5;( F)

im Widerspruch zu Somit ist £ nicht selbstdual.

28



(ii) Der projektive Abschluss der in[Satz 4.18 konstruierten Ebene ist nicht selbstdual, da der zugrun-
de liegende Quasikorper nur das Linksdistributivgesetz, aber nicht das Rechtsdistributivgesetz
erfillt (ohne Beweis).

Bemerkung 6.14. Durch Ubergang zum projektiven Abschluss lassen sich Aussagen iiber affine Ebe-
nen auf projektive Ebenen iibertragen und dort zusétzlich dualisieren. Kollineare Punkte in £* ent-
sprechen Geraden in £ mit gemeinsamen Schnittpunkt.

Satz 6.15 (Projektiver DESARGUES). Sei & = (P,G) die projektive Koordinatenebene tber einem
Schiefkorper K. Seien F,G, H € G paarweise verschieden und f, f' € F, g,¢' € G, h,h' € H paarweise
verschieden. Genau dann haben F,G,H einen gemeinsamen Schnittpunkt, wenn x := fg A f'q’, y =
ghNg'h', z:= fh A f'h kollinear sind.

Beweis. Da F,G, H paarweise verschieden sind, sind z, y, z wohldefiniert. Nehmen wir zuerst an, dass
sich F, G, H in einem Punkt s € P schneiden. Im Fall = y sind x, y, z kollinear. Sei also x # y und
L:=zyeG. ImFall feList L= fx=fg=gy=gh=fh>zundz,y,z € L sind kollinear (wegen
f # fist x # f und analog y # ¢). Wir konnen also annehmen, dass keiner der Punkte f, f/, g,¢, h, b’
auf L liegt.

Nach [Bemerkung 6.7 ist £, zur (affinen) Koordinatenebene tiber K isomorph. Die Geraden F'\ L,
G\ L, H\ L in &, sind entweder parallel (falls s € L) oder sie haben den gemeinsamen Schnittpunkt s.
Andererseits ist (fg\ L) || (f'¢’\ L) sowie (gh\ L) || (¢’ \ L). Aus dem (kleinen) Satz von Desargues
folgt (fR\ L) || (f'h’\ L). Dies zeigt z € L. Also sind z,y, z € L kollinear.

Seien nun umgekehrt z,y,z € L € G kollinear. In £* schneiden sich dann [z], [y], [z] in einem Punkt

(ndmlich L). Nach Definition ist [x] = (fg9)(f'd’), [y] = (gh)(¢’h') und [z] = (fh)(f'R"). Nach [Satz 6.12
konnen wir den ersten Teil des Beweises auf die Punkte fg, f'g’, gh, ¢'I, fh, f'h’ von £* anwenden.
Es folgt, dass

(f9)(gh) A (f'd) (M) =g A ld'] = g9,
(gh)(fR) A (g'R)(f'R') = hi/,
(fO)(fRYN(f'gNS'W) = ff

kollinear sind, also einen gemeinsamen Schnittpunkt haben. 0

Satz 6.16 (Projektiver PAPPUS). Sei & = (P, G) die projektive Koordinatenebene iber einem Kdrper
K. Seien F,G € G verschieden und f, ', f" € F, g,¢',¢" € G paarweise verschieden. Dann sind die
Schnittpunkte © := fg' A f'g, vy := f'¢" N f"q", z:= f"g A fg" kollinear.

29



Beweis. Wegen F # @ sind z,y, z wohldefiniert. Wir kénnen x # y annehmen und definieren L :=
xy € G. Im Fall f € L wire

L=fe=fd=yd=f"d=ff"=F=af'=fg=99=G.

Daher enthélt L keinen der Punkte f, f/, f”,g,4¢',¢”. In der Pappus-Ebene &, gilt (f¢'\ L) || (f'g\ L)
und (f'g" \ L) || (f"¢"\ L). Es folgt (f¢" \ L) || (f"g\ L) und z € L. O

Bemerkung 6.17. [Satz 6.16] ist genau die Aussage von Pascals fiir projektive Ebene. Der
Vorteil der projektiven Variante ist, dass die Fallunterscheidung im Beweis von tiberfliissig

wird. Die Aussage von Pappus hingegen ergibt fiir projektive Ebenen wenig Sinn, da parallele Geraden
gleich sind.

Satz 6.18 (BRIANCHON). Sei & = (P,G) die projektive Koordinatenebene iber einem Korper K.
Seien f,g € P wverschieden und F,F',F" € [f], G,G',G" € |g] paarweise verschieden. Dann haben die
Geraden (FAG')(F'NG), (F'ANG")(F"ANG') und (FANG")(F" ANG) einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Beweis. Die Aussage ist dquivalent zu fiir £ 2 £ und daher korrekt. O

Bemerkung 6.19. Der Satz von Brianchon gilt auch fiir affine Ebenen, sofern die benutzten Schnitt-
punkte F' A G’ usw. existieren.

7 Euklidische Geometrie

Bemerkung 7.1. Wir betrachten in diesem Abschnitt ausschlieflich die euklidische Ebene £ = E(R) =
(P,G).

Definition 7.2.

(i) Fiir a,b € R? sei wie iiblich (a,b) := ab® € R das Skalarprodukt und |a| := \/{a,a) die Norm.
Im Fall (a,b) = 0 nennt man a und b orthogonal und schreibt a L b. Fiir a = (z,y) setzt man
at = (—y,x).

(ii) Geraden G, H € G heifen orthogonal oder senkrecht, falls verschiedene g,¢' € G und h,h' € H
mit g — ¢’ L h — h/ existieren. Dies hingt offenbar nur von der Richtung von G und H ab. Ggf.
schreibt man G 1 H.

(iii) Punkte a,b,c € R? in allgemeiner Lage bilden ein Dreieck mit Eckpunkten a, b, c und Seiten ab,
bc und ac. Man nennt |a — b|, |b — ¢, |a — ¢| die Ldngen der Seiten, |a — b| + |b — ¢| + |c — a| den
Umfang und 5|[a,b, c]| den Flicheninhalt des Dreiecks. Sind zwei Seiten gleich lang, so heift das
Dreieck gleichschenklig. Sind alle Seiten gleich lang, so spricht man von gleichseitigen Dreiecken.
Sind hingegen zwei Seiten orthogonal, so heifst das Dreieck rechtwinklig.

Bemerkung 7.3.

(i) Man beachte, dass die Begriffe ,Lénge und ,Flacheninhalt“ keinerlei Bedeutung haben, solange
man sie nicht mit einem Maf (wie dem Jordanma#) in Verbindung bringt. Wir verzichten zunéchst
auf dem Begriff des ,,Winkels".
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(ii) Die Verbindungsstrecke zwischen a und b besteht aus allen Punkten der Form aa + $b mit
0<a,pB<1und a+ B = 1. Die Punkte im Inneren des Dreiecks a, b, c haben daher die Form
aa+ Pb+vecmit 0 < o, B,y < 1und a+ f+v = 1. Zwei Punkte a,b € P liegen auf der gleichen
Seite einer Geraden G, falls die Verbindungsstrecke zwischen a und b disjunkt zu G ist.

(iii) Die Abbildung P — P, a + a* ist offenbar linear (sie entspricht einer Drehung um 90° gegen
den Uhrzeigersinn). Auferdem gilt

(a’l)J_ =—a, <a7al> =0, |aJ_| = ‘a|’ <aJ_vbJ_> = <a’7 b>7 <ava> = [(1, b]

Lemma 7.4. Fiir a,b € R? gilt

(a,b)? < (a,0)* + [a,b]* = |a|?|b| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
lla] = [b]] < |a+b] < |a] + [b] (Dreiecksungleichung).

Gleichheit |a + b| = |a| + |b] gilt genau dann, wenn a = \b fiir ein A > 0.

Beweis. Mit a = (ay,ay) und b = (by, by) gilt
(a, b>2 + [a, b]2 = (azb, + OLyby)2 + (azby — aybm)2 = (ai + ai)(bi + by)2 = ]a\zle.
Daraus folgt
la+b* = (a+b,a+b) = {a,a) +2{a, b) + (b,b) < |a|* + 2lal[b] + [b]* = (|al + |b])*
mit Gleichheit genau dann, wenn (a, b) = |al||b|, also [a,b] = 0. Dies zeigt a = A\b mit A > 0.
Fiir die linke Abschéitzung benutzen wir |a| = |[a+b—b| < |a+b|+|b| und |a| —|b| < |a+b|. Vertauschen

von a und b liefert —(|a| — |b]) = [b] — |a| < |a + b], also ||a| — |b]| < |a + b]. O

Bemerkung 7.5. Die Gleichung
(a,0)”  [a,b)?
lal?[b]>  |al?[b]?

ist eine Version des trigonometrischen Pythagoras.

=1

Lemma 7.6. Fir G € G existiert bis auf Parallelitit genau eine Gerade H € G mit G L H. Man
schreibt |G+ := [H]. Fiir a € P ewistiert genau ein H € G mit a € H und H L G. Man nennt
d(a,G) :=|a — G A H| den Abstand von a zu G. Fir verschiedene g,¢' € G gilt

(a—g,9—-4¢)

lla—g,9— 4|
d(a,G) = 12— I
lg— g'|? (@.G)

GANH=g+ 9—d]

(9—49),

Beweis. Sei v = (x,y) € P\ {0} die Richtung von G. Die zu G orthogonalen Geraden haben dann die
Richtung (—y, x), sie sind also parallel zueinander. Die zweite Behauptung folgt aus dem Parallelenaxi-
om. Fiir die letzte Aussage konnen wir g— ¢’ = v und |v| = 1 annehmen. Der Punkt b := g+ (a — g, v)v
liegt offenbar auf G. Wegen

<a—b,v):<a—g,v>—<a—g,v>:0

liegt b auch auf H. Sei a = (az,ay) und g = (g4, gy). Nach gilt
d(a,G)* =la—bf> = |a = b*|v* = [a = b,0]* = [a — g + g — b,v]* = [a — g,2]". O
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Definition 7.7.

(i) Sei a,b,c ein Dreieck. Die zu ab orthogonale Gerade durch ¢ (bzw. 3(a + b)) heikt Hohe (bzw.
Mittelsenkrechte) an ab. Die Gerade 3(a + b)c heift Seitenhalbierende an ab.

(ii) Fir m € P und p > 0 sei
K,m):={ac€P:la—m|=p} CP

der Kreis mit Mittelpunkt m und Radius p.

Satz 7.8. Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks a,b,c schneiden sich im Schwerpunkt %(a +b+c).
Die Héohen schneiden sich im Hohenschnittpunkt.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Da ab und bc nicht parallel sind, schneiden sich die
Hohen H,, und Hp. in einem Punkt h. Dabei gilt

(h,a) — (h,b) — (c,a—b) =(h—c,a—b) =0=(h—a,c—b)y = (h,c) — (h,b) — (a,c —b)

und es folgt (h —b,a —¢) = (h,a) — (h,c) — (b,a — ¢) = 0. Also liegt h auch auf H,,. O

Satz 7.9. Die Eckpunkte eines Dreiecks a, b, c liegen auf genau einem Kreis, den man Umkreis von
a, b, c nennt. Der Umkreismittelpunkt ist der gemeinsame Schnittpunkt der Mittelsenkrechten. Der Ra-

dius des Umbkreis ist
la —b]|b — c||c — al

2|[a, b, ]|

a v b
Beweis. Sei My, die Mittelsenkrechte an ab. Dann gilt
1

ve My = 0={a—bv—(a+b)) = (a,0) ~ (bv) — 5 (laf* )

= o —al’ =[]’ = 2(v,a) +[af* = [vo]* = 2(v,b) + |o* = v~ bJ.

Da ab und bc nicht parallel sind, miissen sich My, und M. in einem Punkt m schneiden. Wegen

r:=|m—al = |m—>b] = |m—¢| liegt m auch auf M,.. Auferdem liegen a, b, c auf K, (m). Liegen a, b, ¢
auch auf K,,(m'), so ist m" = My A Mype = m und r = [v —m| = |[v — m/| = /. Fiir die letzte Aussage
kénnen wir nach Translation ¢ = (0,0) annehmen. Wegen [a, b, c] = [a,b] = (a*,b) ist dann
1
— b 2 1 2bJ_ )
= gy (0P — o)

Das Quadrat des Radius ist

m|* =

IMWM—bw2

bl +[al ol — 2lal?lb(a,6)) = (5

4[a, b)? (
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Folgerung 7.10. Zwei verschiedene Kreise schneiden sich in héchstens zwei Punkten.

Satz 7.11 (EULER). Fir den Umkreismittelpunkt u, den Schwerpunkt s und den Héhenschnittpunkt

h eines Dreiecks gilt |3s = 2u + h.| Insbesondere liegen alle drei Punkte auf einer Geraden.

Beweis. Durch Translation um den Vektor v werden die rechte und linke Seite der Gleichung mit 3w
addiert. Wir konnen daher v = 0 annehmen. Dann gilt |a| = |b] = |¢| und

(3s—c,a—b)=(a+ba—b =0=(3s—ba—c)=(3s—a,b—c).
Also ist 3s = h. Die zweite Behauptung folgt aus O

Bemerkung 7.12. Gilt u = h in [Satz 7.17] so liegt ¢ auf der Mittelsenkrechten M,;, und der Beweis
von zeigt |c¢ — a| = |¢ — b|. Folglich ist a,b, ¢ dann gleichseitig. In allen anderen Féllen ist die
Gerade in [Satz 7.11| eindeutig bestimmt und heifst Euler-Gerade von a, b, c.

Definition 7.13. Der Kreis durch die Seitenmitten eines Dreiecks heillt Feuerbachkreis. Sein Mittel-
punkt f heifst Feuerbachpunkt.

Satz 7.14 (FEUERBACH). Fir den Umkreismittelpunkt u, den Schwerpunkt s und den Feuerbachpunkt
f eines Dreiecks gilt Insbesondere liegt f auf der Euler-Gerade (falls nicht gleichseitig)
genau in der Mitte von u und dem Hohenschnittpunkt. Der Radius des Feuerbachkreis ist halb so grofs
wie der Umkreisradius.

Beweis. Diesmal kénnen wir durch Translation s = 0 annehmen. Die Seitenmitten haben dann die
Form —%a, —%b und —%c. Wegen [2f +a| = |2f +b] = |2f + ¢| erfiillt —2f genau die Gleichungen von
u. Damit ist 3s = u 4+ 2f bewiesen und der Radius des Feuerbachkreis ist halb so groff wie der Radius

des Umkreis. Aus[Satz 7.11]erhélt man 2u+ h = u + 2f, also f = 1(u+ h). O
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Satz 7.15. Gegeben sei ein Dreieck a,b,c mit HohenfufSpunkt h,. auf ab und Seitenlingen A = |b— c|,
B=la—¢,C=|a—0b|, H=|c—he, P=1b—he, Q@ =|a— he|. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent:
(1) a,b,c ist rechtwinklig mit ac L bc.
(2) A% + B2 = C? (PYTHAGORAS).
(8) Der Umkreismittelpunkt liegt auf ab (THALES).
(4) H? = PQ (Hohensatz).
(5) A% = QC und B% = PC (Kathetensatz).

(6) 4z + gz = 77z (Inverser PYTHAGORAS).

Beweis. |(1)={(2)

C*’=(a—ba—b ={(a—c+c—ba—c+c—b) =B>+2(a—cc—b)+ A

(DE[B)} Fiir den Mittelpunkt m = 3(a + b) der Seite ab gilt

1 1 1 1 1 1
— 2 = | = — — — = — 2 — 2 = — 2 = | = —
|m — ¢| ’2((1 c)+ (b c)‘ 4B + 4A 4C ‘Q(a b)

2
2 |

= |m — b

Daher ist m der Umkreismittelpunkt.
B)E[D} Sei m = §(a+b). Nachgilt 0.B.d.A. m—a = Am— h,) fir ein A > 0 (tausche notfalls

a und b). Wir wenden Pythagoras auf die rechtwinkligen Dreiecke m, h¢, ¢ und b, h., ¢ an:

H? =|m — c’ — |m — hef” = |m — af® = [m — he|* = (|m — a| + [m — hel)(Jm — b] — [m — hel)

I op.

(4)=1(5)F Pythagoras auf b, ¢, he und a, ¢, h, ergibt
PC =P(P+Q) =P+ H*= A%
QC=Q(P+Q) = H*+Q*= B

(5)F(2)]
A2+ B?=C(P+Q)=C~

(4)k={(6)r Es gilt
1 1 1

_ 2 2 2\ . A2n2
rrp o T W) =AD
— HQ(H2+P2+H2+Q2):(H2+P2)(H2+Q2)
<~ H'=P2Q? < H?’=PQ. O

Satz 7.16. Mit den Bezeichnungen aus gilt

A2+ B?>=C?+2(c—a,c—D) (Kosinussatz)
Ala — hg| = Blb — hy| = C|c — he| (Sinussatz)
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Beweis. Der Kosinussatz folgt aus
A2+ B’=(b-cb—c)+{a—c,a—c)={a—ba—b)+2(c—a,c—D).
Fiir den Sinussatz wihlen wir A € R mit h, — ¢ = A(b — ¢). Nach gilt
Ala—hel = [b—clla—ha| = |[b—¢,a = ho]| = |[b — ¢,a — ha + A(b = ¢)]| = [[a, b, ]|

und die Behauptung folgt aus Symmetriegriinden. O

Bemerkung 7.17. Der Beweis von liefert die bekannte Formel fiir den Flacheninhalt
lla,b,c]| = £ Ala — hq|. Der néichste Satz liefert eine Formel fiir das Quadrat des Flicheninhalts.

Satz 7.18 (HERON-Formel). Fiir ein Dreieck mit Seitenlingen A,B,C sei S := £(A+ B+ C) der
halbe Umfang. Dann gilt

Jla.b.d? = 5(5 — A)S - B)(S - O).

Beweis.
165(S —A)(S-B)(S-C)=(A+B+C)(B+C—-A)(A+C—-B)(A+B-C)
= ((A+B)* - C*)(C* - (A~ B)?)
— 4A2B? — (A% 4 B? - (?)?
I’EHZIT—R;IMQ—c,b—c)2—i—4[a—c,b—c]2—4<c—a,c—b)2
= 4[a, b, ¢]? O

Satz 7.19 (9-Punkte-Satz). Folgende Punkte liegen auf dem Feuerbachkreis eines (nicht gleichseitigen )
Dreiecks a, b, c:

e Die Seitenmitten 1(a+b), 3(a+c),
e Die HiohenfufSpunkte hq, hy, he.
e Die Mittelpunkte 3(h+a), 3(h+b), 1(h +c).

(b+c).

N[ =

Beweis. Nach Definition liegen die Seitenmitten auf dem Feuerbachkreis. Aus 3s = 2u + h und 6s =
4f + 2u folgt 4f = 3s+ h = a+ b+ ¢ + h. Umstellen liefert f — %(a +b) = %(h +¢) — f und
|f —3(a+0b)| = |f — $(h+c)|. Also liegt 2(h + ¢) auf dem Feuerbachkreis und analog auch % (h + a)
und 3(h +b).
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Nach liegt f genau zwischen u und h. Seien F' und G die Parallelen zur Hohe ah, durch u
bzw. f. Nach dem Strahlensatz liegt dann g := G A bc genau zwischen %(b + ¢) und h,. Pythagoras
zeigt

1 1
= haP =1f =gl 1o~ hal? = |f = g +lg = 56+ AP =1f = 56+l

Also liegt h, auf dem Feuerbachkreis und analog hy, he. O

Satz 7.20 (STEWART). Sei a, b, c ein Dreieck und d ein Punkt auf der Verbindungsstrecke zwischen a
und b. Mit den Bezeichnungen A:=|b—c¢|, B:=|a—c|, C:=]a—=1V|, P:=|d—a|, Q:=|d—b| und
D :=|c—d| gilt

PA% + QB? = C(D* + PQ).

Beweis. Mit dem Kosinussatz und C' = P + @ gilt

PA?+QB?>=P(Q*+D?>+2(d—b,d—¢)) + Q(P?> + D*+2(d — ¢,d — a))
= C(D*+ PQ)+2(d—c,P(d—b) +Q(d — a)).

Da d zwischen a und b liegt, sind d — a und d — b linear abhingig mit entgegengesetzten Richtungen.

Aus |P(d —b)| = PQ = |Q(d — a)| folgt P(d —b) + Q(d — a) = 0. Dies zeigt die Behauptung. O

Definition 7.21. Fiir ein Dreieck a, b, c nennt man

Wa = a+R(|lc—a|(b - a) + |a = bl(c = a)),
Wy := b+ R(la = bl(c =) +[b—c[(a — b)),
We = c+R(|b - c|(a = ¢) +[c —al(b—-¢))

die (inneren) Winkelhalbierenden und

Wi :=a+R(lc—al|(b—a)—|a—10b|(c—a)),
Wy =b+R(|b—c|(a—0b) —|a—0b|(c—0)),
Wi=c+R(lc—al|(b—c)—|b—c|(a—c))

die dufleren Winkelhalbierenden.
Bemerkung 7.22.
(i) Wegen

{le=al(b—a) +la = bl(c = a),[c = al(b—a) = |a = b|(c — a))

=lc—al*lb—al*>—|a—b*c—al*=0

ist W, L W; und analog W, L Wy, W, L W[,

36



(ii) Sei a + Av ein Schnittpunkt der Gerade a + Rv mit dem Kreis K, (m). Dann gilt

la —m|? — 2\ a — m,v) + X2|v|? = |a + dv — m|? = 2.

Da diese quadratische Gleichung in A hochstens zwei Losungen hat, schneiden sich Gerade und
Kreis in hochstens zwei Punkten. Gibt es genau einen Schnittpunkt, so berihren sich Gerade und
Kreis. Die Gerade heifst in diesem Fall Tangente am Beriihrpunkt des Kreis. Wir sagen auch,
dass sich zwei Kreise beriihren, wenn sie genau einen Punkt gemeinsam haben.

Satz 7.23. Die inneren Winkelhalbierenden eines Dreiecks a, b, c schneiden sich im Punkt
1
w:=—(|b—cla+ |c—alb+ |a—blc),
o

wobei o := |a—b|+ |b—c|+ |c—a| der Umnfang ist. Der Kreis mit Mittelpunkt w und Radius |[a,b,c]|/o
beriihrt die drei Seiten des Dreiecks und heiffit daher Inkreis.

a b

Beweis. Wegen
1
w:a—i-;(\c—a\(b—a)—k|a—b|(c—a))

:b+l(|a—b[(c—b)+|b—c\(a—b))

= Q

=c+ ;(\b—c\(a—c)—i—\c—a\(b—c))

liegt w in W, NW,NW,.. Waren zwei der Winkelhalbierenden parallel, so miissen sie bereits gleich sein.
Dann wéren aber a, b, ¢ kollinear. Also ist w = W, AW, = W, A W..

Fiir die zweite Aussage benutzen wir Es gilt

— —b — —-b b
d(w,ab) — |['LU ‘CLG’LCZ| ” — HC a(;a ” — Ha’?0-7 C” — d(w,bc) — d(w,ac).
Nach Pythagoras schneidet der Inkreis die Seiten des Dreiecks in genau einem Punkt. OJ

Satz 7.24. Die Winkelhalbierenden W,, W, und W7 schneiden sich in
. 1
w, = —(lc—alb+|a—blc —|b—cla) Oq:=|c—al+]a—bl—1]b—¢|.
o

a
a

Dies ist der Mittelpunkt des Ankreis mit Radius W, der die drei Seiten des Dreiecks beriihrt.

37



Beweis. Es gilt

wZ:a—i—%(]c—a!(b—a)%—\b—a\(c—a))

a

= b+i(\a—b|(c—b) —le—0b|(a—0b))

a

:c—i-i(]a—c\(b—c) —le=b|(a —¢))

a

und
t—a,a—b —aa—b b
d(wy,ab) = lwo —aa =t _ Jleza,a =0l _ Jla;be]| d(w},be) = d(w}, ac). O

la — b Oq Oq

Bemerkung 7.25. Selbstverstandlich gibt es zwei weitere Ankreise an ab und ac.

Satz 7.26 (Winkelhalbierendensatz). In einem Dreieck a,b,c sei w, := Wy A be, wy = Wy A ac,
we == We A ab. Dann gilt |a — bljc — wa| = [b — ¢||b — wql|, d.h. die Winkelhalbierenden teilen die
gegeniiberliegende Seite im Verhdltnis der anliegenden Seiten. Insbesondere ist

la — wp||b — we||c — wq| = |a — we||b — wql|c — wp)-

Beweis. Wie iiblich sei A :=|b—¢|, B :=|a — ¢| und C := |a — b|. Man sieht leicht:
A B

. = Ala — B(b—2c¢)) = .
w C+A+B( (a—c)+B(b—c)) A+Ba+A+Bb
Es folgt
AB
Alwe — a| = A+B\b—a| = Alw. — b|.
Durch zyklische Permutation erh&lt man
C A
la — wp|[b — we||c — wq| = Z|a — wel - E\b We - 6]0 —wp| = |a — we||b — wgl|c — wp). O
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Lemma 7.27. Verschiedene Kreise K,(m) und Ky (m') berihren sich genau dann, wenn |m —m/'| =
p+p oder |m —m/| =|p—p'|. Gegebenenfalls liegt der Berihrungspunkt auf mm/’.

Y
N

Beweis. O.B.d.A. sei m' = (0,0) # m. Jedes x € P lisst sich eindeutig in der Form x = Am + pum=*
schreiben. Es gilt © € K,(m) N K, (0) genau dann, wenn

0242 mf? = o = (02 (A= D2+ @)l = o —m]? = .

Ggf. gilt (2A—1)|m|? = (p')? — p?. Dadurch ist A eindeutig bestimmt. Der Schnittpunkt ist genau dann
eindeutig, wenn die Gleichungen mit p = 0 gelten. Ggf. ist z = Am € mm’ und |m| = |z| + |m — z| =
p' + p oder |m| = ||z| — |m — z|| = |p — p/| nach der Dreiecksungleichung. O

Satz 7.28 (FEUERBACH). Der Feuerbachkreis eines Dreiecks berihrt den Inkreis und die drei Ankreise.

Beweis. Wie iiblich sei A := |b—¢|, B:=|a—c| und C := |a—b|. O.B.d. A. sei (0,0) der Mittelpunkt
des Umkreis und |a| = |b| = |¢| = % sein Radius |} Nach [Satz 7.14ist f = (a4 b+ c)
der Mittelpunkt und |a|/2 der Radius des Feuerbachkreis. Sei w der Mittelpunkt und |[a,b, c]|/o der

Radius des Inkreis (Satz 7.23)).

Nach der Heron-Formel ist

4lab,d? = o(A+ B~ C)(B+C~A)C+A-B)=((A+ B~ C*)(C* — (A~ B)?)
=2A°B? + 2B%C? +20%A4% — A* — B* — C*

Andererseits ist

402w — f*=|(A=B-C)a+ (B—A—C)b+(C—A-B)|.
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Wegen 2(a,b) = 2|a|?> — (a — b,a — b) = 2|a|?> — C? ergibt sich

40%|w — fI* = |a*e® — (A*(B—-A-C)(C-A-B)+B*(A-B-C)(C—-A-B)
+C*(A-B-C)(B-A-0))
= |af*0* + A%((C — B)* — A?) + B*((A - 0)* = B} + C*((A — B)* — C?)
= o?|a]* = 20ABC 4 2A%B% + 2B?C? + 20%A? — A* — B* — ¢
= (olal - 2l[a, b, ¢]]).

Dabher gilt |w — f|? = (%I - M)Q und die erste Aussage folgt aus|Lemma 7.27]

Sei nun w; der Mittelpunkt und W der Radius des Ankreis wie in [Satz 7.24] Dann gilt

462w, — f? =|—oa+ (A+B—-C)o+ (A+C — B)c|* = (—0,)?|a]* = A2(A+ B - C)(A+C — B)
+B*¢(A+C —B)+C%*(A+B-0C)
=o2lal* + A%((B—C)* — A%) + B*((A+ C)* — B + C*((A + B)* — C?)
= o2|a|* +20,ABC +2A%B% 4 2B*C? + 20%A* - A* - B* — ¢
= (aalal + 2|[a, b, ][)*.

Dies zeigt |w, — f| = %‘ + w und die zweite Aussage folgt. O]

Bemerkung 7.29. Da der Feuerbachkreis alle Seiten des Dreiecks beriihrt oder schneidet, ist sein

Radius mindestens so grof wie der Inkreisradius. Es gilt daher |w — f| + Ha’ab’c]‘ = 2@%?;”.

Satz 7.30 (NAPOLEON). Sei a,b,c ein Dreieck und ', V', ¢ € P, sodass die Dreiecke A, := {a,b,c'},
A, = {b,c,d'} und Ay := {c,a,V'} gleichseitig und nach ,auflen” gerichtet sind, d.h. a und o’ liegen
auf verschiedenen Seiten von be (analog fir V', ). Die Schwerpunkte von A,, Ay und A, bilden dann
emn gleichseitiges Dreieck.

Beweis. Sei mq := 3(b+ ¢) und s, der Schwerpunkt von A,. Nach Pythagoras gilt

b—c* 3

_ O _ 2
1 —4\b cl”.

Imq —d'|* = |a' —bf* -
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Da s, auch der Umkreismittelpunkt von A, ist, gilt

|b—cf”
4

=|b— 5a|2 — |mg — 5a|2 = (|a/ —Mg| — Mg — 5a|)2 — |[ma — 54 2

3
== |2 = V3|b — ¢|jmq — sal.
Es folgt |mg — sq| = ﬁﬂ) —¢|. Wegen |b— ¢| = |(b— ¢)*| lisst sich nun s, exakt berechnen:

Sq = Mg + (b—c)t.

1
2V3

Mit [Bemerkung 7.3| ergibt sich

1
48 — s> = |b—a+ —=(a+b—2c)"

V3

2 1
:\b—a|2+—(b—a,(b—a+2(a—c))J‘>+§\a+b—26|2

V3

4 1 4 4
= |b—al*+ ﬁ@_ a,(a—c)t) + 5ya+b\2 —glatbo)+ §\c12

2 (al? + b2 + [ef? — (a,B) — (a,c) — (b,¢))

:g( [b—a,c—al

_l’_ -
V3
= %(!a\Q + [0+ [el* = (a,b) — (a,¢) = (b,¢)) + i[a, b, |
3 V3
Da dieser Ausdruck invariant unter zyklischer Permutation von a, b, ¢ ist, sind die Seiten von sg, Sp, S¢
gleich lang. O

Bemerkung 7.31. Napoleons Satz gilt auch, wenn man die Dreiecke A,, Ay, Ac nach ,innen® rich-
tet und voraussetzt, dass a, b, ¢ nicht gleichseitig ist (sonst fallen die Schwerpunkte von Ag,, Ay, A,
zusammen). Im Beweis dndert sich nur das Vorzeichen von ~%a, b, c].

V3

Bemerkung 7.32. Nach lassen sich je zwei Dreiecke durch einen affinen Isomorphismus
f = (v, A) € R? x GL(2,R) ineinander iiberfiihren. Ist dabei A orthogonal (d.h. A*A = 15), so nennt
man die Dreiecke kongruent. Im Fall A'A = A1, mit A € R heifen die Dreiecke dhnlich.

Definition 7.33. Fiir ein Dreieck a, b, ¢ bezeichnen wir die Zahlen

(a —b,a—c)

B (b—a,b—c) (c—a,c—b)
~la—blla—c|’

fi= b—allb—¢|’ T e alle — b

a:
als Winkel.

Bemerkung 7.34.

(i) Unsere Winkel sind eigentlich die Kosinuswerte der ,Winkel“. Da der Kosinus auf [0, 7] injektiv
ist, sind die Sichtweisen dquivalent. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt —1 < «, 8,y < 1.

(ii) Ein Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn ein Winkel 0 ist. Es ist genau dann gleichseitig,
wenn alle Winkel § sind. Sind alle Winkel positiv (bzw. ein Winkel negativ), so heift das Dreieck
spitzwinklig (bzw. stumpfwinklig).

(iii) Der néchste Satz entspricht der Aussage, dass die Innenwinkelsumme im Dreieck stets 7 betragt.
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Lemma 7.35 (,Innenwinkelsumme®). Fir die Winkel o, 3, eines Dreiecks gilt

7=/ —a?)(1— 57 - ap.

Bewess. [Lemma 7.4 ist

VA= (1= 5 —af = la=ba—d[|b—ab—c]] (a—ba—c)b—ab—c)

BC AC ABC?
_la-ba—c?*—({a—ba—c)yb—a,b—c)
B ABC?
_ B*C?*—{(a—ba—c) - (a—ba—c)b—a,b—c)
B ABC?
_ B*C?—(a—b,a—¢)C* (a—c,a—c)—{a—ba—c)
B ABC? B AB
:7@ Z’é b>:'y. O

Satz 7.36 (Kongruenzsitze). Fir Dreiecke A und A" sind folgende Aussagen dquivalent:
(K) A und A’ sind kongruent.
(SSS) Die Seitenlingen von A und I stimmen bis (auf die Reihenfolge) iiberein.
(SWS) Zwei Seitenldngen und der eingeschlossene Winkel stimmen dberein.
(SSW) Zwei Seitenlingen und der der grofSeren Seite gegeniiberliegende Winkel stimmen tberein.

(SWW) FEine Seitenlinge und zwei Winkel stimmen iberein.

Beweis. Seien a, b, c die Ecken, A, B,C' die Seitenldngen und «, 5,7~ die Winkel von A. Die entspre-
chenden Grofen fiir A’ seien o/, V', ¢ usw.

(K)=(SSS): Sei f = (v,S) € Aut(€) mit S'S = 15 und f(A) = A’. Dann gilt ¢' = |d — V| =
|Sa+v—Sb—wv|=]a—0b| =C usw.

= : Nach dem Kosinussatz gilt
(SSS)=(SWS): Nach dem K gil
, <a/ o b/,CL, o C,> (C/)Q 4 (B/)Z o (A/)Q _ 02 4 BQ o A2 _

o = =

B'C 2BC 2BC

[

(SWS)=(SSW): O.B.d.A. sei ¢! = C > B’ = B und o = a. Aus dem Kosinussatz erhélt man
A’ = A un anschliefend ~' = .

(SSW)=(SWW): O.B.d.A.sei C" =C > B’ = B und v/ = ~. Der Kosinussatz liefert diesmal eine
quadratische Gleichung A% + B? = C? +2yAB in A. Wegen C' > B ist nur die Losung

A=yB+ V(2 -1)B2+C% =B +/((+)2 - 1)(B)? - (C")? = A

>|y|B

moglich. Mit dem Kosinussatz erhédlt man nun wahlweise o/ = a oder §' = .
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(SWW)=(K): Sei @/ = « und ' = 5. Nach [Lemma 7.35|ist v = ~. Sei also 0. B.d. A. C' = C. Nach

einer Translation konnen wir @’ = a = (0,0) annehmen. Nach einer Drehung gilt ¥’ = b = C(1,0).
Sei ¢ = B(z,y). Dann gilt a = ((x,y),(1,0)) = 2z und y = £v/1 — 22. Daher liegt ¢ entweder auf
der Geraden G := R(a, v/1 — o2) oder auf der Gerade R(a, —v/1 — «?). Indem wir notfalls an der

x-Achse spiegeln, diirfen wir den ersten Fall annehmen. Sei nun b — ¢ = A(z,y). Dann ist § =

((1,0), (z,y)) = x und y = £4/1 — 32. Da c eine positive y-Koordinate hat, muss y = —/1 — /32
gelten. Also liegt ¢ auf der Geraden H := b+ R(S, —/1 — 3?). Insgesamt ist c = GAH = ¢/, d. h.
A und A’ sind kongruent. O

Satz 7.37 (Ahnlichkeitssitze). Fiir Dreiecke A und A’ sind folgende Aussagen dquivalent:
(A) A und A" sind dhnlich.
(WW) Zwei Winkel von A und A" stimmen iberein.
(SSS) Die Verhiltnisse der Seitenlingen von A und A’ stimmen tiberein.
(SWS) Ein Winkel und das Verhdltnis der anliegenden Seiten stimmen iberein.

(SSW) Ein Seitenverhdltnis und der, der gréfieren Seite gegeniiberliegende Winkel stimmen tberein.

Beweis. Wir benutzen die Bezeichnungen wie in
(A)=(WW): Sei f = (v,8) € Aut(€) mit S*'S = A und f(A) = A’. Dann gilt (' — ¢, b/ — ) =
(S(a—¢),S(b—c)) =Aa—c,b—c). Daraus folgt die Behauptung.
(WW)=(SSS): Aus folgt

1-a® Ja—ba—c]?  A2C? A?

1-382  B2C? |b—ab—c?2 B

Dies zeigt A’/JA=B'/B=C"'/C.

(SSS)=(SWS): Da durch Skalierung die Winkel erhalten bleiben, kénnen wir A’ = A, B’ = B und
C’ = C annehmen. Nach dem (SSS)-Kongruenzsatz sind A und A’ kongruent und haben daher
auch identische Winkel.

(SWS)=(SSW): Sei A’/A = B'/B und v = ~. Nach Skalierung kénnen wir wieder A’ = A und
B’ = B. Nun sind A und A’ nach dem (SWS)-Kongruenzsatz kongruent.

(SSW)=-(A): Diesmal folgt die Behauptung aus dem (SSW)-Kongruenzsatz. O

Lemma 7.38. Fin Punkt x € P liegt genau dann auf dem Umkreis eines Dreiecks a,b, c falls
[a,b, ¢|z[* = [2,b, ] |a|* + [a, =, ]|b]* + [a, b, z]| ]

gilt.

Beweis. Da die Gleichung fiir x = a,b, ¢ erfiillt ist, geniigt es zu zeigen, dass die Gleichung einen
Kreis beschreibt. Da a, b, ¢ in allgemeiner Lage sind, gilt [a,b, ] # 0. Wir konnen also durch |[a, b, ]
teilen. Verwendet man [z, b, c] = (x,b) 4 [b, ] + (c*, ) usw., so erhiilt man die dquivalente Gleichung
|22 = 2(z,m) — |[m|* + p? fiir geeignete m € P und p € R. Dies beschreibt genau K,(m). O
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Lemma 7.39. Fir a,b,c,d,z € P hdingt
Kabed = [a, b, ]|z — d|2 —[b,¢,d]|x — a|2 + [e,d, a]|x — b|2 —[d,a,b]|z — c|2

nicht von x ab.

Beweis. Es gilt
[au b, C] - [b7 &) d] + [C, d, a] - [da a, b] = [a7 b] + [b7 C] + [Cv a’} - [b7 C] - [Cv d] - [da b] + [67 d]
+[dya] + [a,c] — [dya] — [a,8] — [b,d] = 0.
Wegen |z — d|?> = |x| — 2(z,d) heben sich die |z|>-Terme auf. Wegen [a,b]d + [b,d]a + [d,a]lb = 0
(Lemma 5.10|) heben sich auch die linearen Terme in = auf. O

Definition 7.40. Ein Viereck besteht aus vier Punkten a,b,c,d € P, von denen keine drei kollinear
sind.

Satz 7.41 (PTOLEMAUS). Sei a,b,c,d € P ein Viereck, sodass a,b (bzw. b,c) auf gleichen Seite von
cd (bzw. ad). Dann sind dquivalent:

(1) a,b,c,d liegen auf einem Kreis.

(2) Die Winkel an a und b sind gleich (bzgl. ¢,d).
(8) Die Winkel an a und ¢ addieren sich zu 0.
(4) Kabea = 0.

(5) la —bllc—d|+ |a—d||b—c| =|a—¢||b—d|.

Gegebenenfalls nennt man a,b, c,d ein Sehnenviereck.

7

a

Beweis. (1)=(2): Da die Dreiecke a,c,d und b, ¢,d den gleichen Umkreis(radius) haben, gilt

(a—c,a—d>2 -1 [aa Cy d]2 [ba Gy d]2 <b—C,b—d>2

a—cPla—d? " a—cPla—d? " [b—cPlb—dP?  [b—c]lb—d]*

_ _\2
Da die Abbildung x % auf dem Kreisbogen zwischen a und b stetig ist, muss sie sogar

konstant sein. Dies zeigt die Behauptung.

(2)=(1): Die obige Rechnung zeigt, dass a,c,d und b, ¢,d den gleichen Umkreisradius haben. Durch
die Punkte ¢, d ist der Umkreismittelpunkt bereits eindeutig festgelegt. Daher liegen a, b, ¢, d auf
dem gemeinsamen Umkreis.
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(1)=(3): Wie in (1)=(2) zeigt man, dass die Winkel an a und ¢ betragsméfig gleich sind. Nach
(2) diirfen wir ¢ auf dem Kreis verschieben, sodass ac durch den Mittelpunkt des Kreises geht.
Nach Thales sind die Winkel an b und d gleich 0. Es gibt nun A\, x € R mit M(a — d)* = ¢ — d,
p(a —b)t =c—0b, A >0und p < 0 (Drehung gegen den Uhrzeigersinn). Dies zeigt

(c=byc—d) = Auf{a—c,a— d).
Daher haben die Winkel an a und ¢ verschiedene Vorzeichen und addieren sich zu 0.
(3)=(1): Analog zu (2)=-(1).
(1)=-(4): Wéhlt man fiir x den Kreismittelpunkt in |Lemma 7.39} so folgt Kapeq = 0.
(4)=-(5): Wir zeigen (unabhéngig von (4))

Ahigpea = (la = bllc —d| +|a — ¢l|b— d| + |a — d|[b — ])
(la = blle = d[ +[a = ¢[[b = d| = |a — d||b - ¢])

7.1
(la = blle — d| — la — cljp—d + |a - d]}b— c] -y
(—=|la —bllc —d| + |a — ¢||b — d| + |a — d||b — ¢]).
Nach Translation diirfen wir d = 0 annehmen. Eine Rechnung zeigt
a b
a = bllel = lallllel| 7 — 7
Das erste Produkt in [Z.] hat daher die Form
a b b c c a
allbllel (| = 531 + 55 = =l + [ — s )-
‘|a!2 \bP‘ ’|b|2 |c|2| ‘|c\2 |a|2|
Mit der Heron-Formel fiir das Dreieck ﬁ, #, ﬁ ist die rechte Seite von ([7.1)) gleich
a b ¢ 2
ol 1ol [ . e 1o = Al Bl + Dclaf® + [ a2 = 4
Nach (4) ist nun eines der vier Produkte 0. Nach der Dreiecksungleichung fiir 45, b < sind die
al?? 167 ]
Punkte kollinear. Da a, c auf verschiedenen Seiten von bd liegen, muss ‘# — #| + |# — ﬁ‘ =

’# — ﬁ| gelten. Also verschwindet das dritte Produkt in ([7.1]).

(5)=(4): Folgt aus (7.1
(4)=(1): Mit x = 0 in Kgpeq folgt die Behauptung aus [Lemma 7.38 O
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