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Vorwort

Die Zahlentheorie ist neben der Geometrie eines der &ltesten Teilgebiete der reinen Mathematik. Im
Zentrum der Untersuchung stehen die natiirlichen Zahlen 1,2, ... und deren arithmetische Eigenschaf-
ten. Im Gegensatz zur anderen mathematisch Gebieten, lassen sich in der Zahlentheorie scheinbar
einfache Probleme angeben, die seit Jahrhunderten im Zentraum der Forschung stehen. Dies betrifft
besonders die Verteilung der Primzahlen. Erwdhnt seien die Goldbach-Vermutung (jede gerade Zahl
grofer als 2 ist die Summe von zwei Primzahlen), die Primzahlzwillingsvermutung (es gibt unendlich
viele Paare von Primzahlen (p, ¢) mit ¢ = p + 2) oder das Millennium-Problem, die Riemannsche Ver-
mutung (die nicht-trivialen Nullstellen der ¢(-Funktion haben Realteil 1/2). In dieser Vorlesung werden
wir die aus meiner Sicht schonsten Kapitel der Zahlentheorie behandeln. An vielen Stellen gebe ich
Anwendungsbeispiele. Es werden Vorkenntnisse der linearen Algebra und Analysis 1 vorausgesetzt.
Kenntnisse der Algebra 1 sind hilfreich, aber nicht zwingend erforderlich.

Literatur:
e Bundschuh, Einfihrung in die Zahlentheorie, 6. Auflage, Springer, 2008
e Scheid, Zahlentheorie, 3. Auflage, 2003
e Leutbecher, Zahlentheorie, Springer, 1996

Schmidt, Finfihrung in die algebraische Zahlentheorie, Springer, 2007



1 Teilbarkeit

Bemerkung 1.1. Wir benutzen die iiblichen Zahlbereiche:
e Natiirliche Zahlen: N ={1,2,...}, No ={0,1,...}.

Ganze Zahlen: Z ={...,—1,0,1,...}.

Rationale Zahlen: Q = {% : a,b € Z, b # 0}.

Reelle Zahlen: R (Analysis).

e Komplexe Zahlen: C = {a + bi: a,b € R}.

Satz 1.2 (Division mit Rest). Fir a € Z und d € N existieren eindeutig bestimmte q,r € Z mit
a=qd+rund0<r<d.

Beweis. Offenbar ist die Menge M = {a—cd : ¢ € Z mit a—cd > 0} C Ny nicht leer und besitzt daher
ein minimales Element r := a — ¢d > 0 mit ¢ € Z. Im Fall r > d wére auch a — (¢ + 1)d=r—-d e M
im Widerspruch zur Minimalitidt von 7. Also ist 0 < r < d. Seien nun ¢’,7’ € Z mit a = ¢’d + r’ und
0<7r' <d Ausd|q—¢|=|dg—dq|=|r"—r|<dfolgt dann ¢ = ¢ und r =r'. O

Bemerkung 1.3. Man nennt r in den Rest bei der Division von a durch d.
Beispiel 1.4. Die Division 20 durch 7 ldsst Rest 6, denn 20 =2 -7 4 6.

Satz 1.5 (b-adische Entwicklung). Seib € N mit b > 2. Fiir jedes n € N existieren eindeutig bestimmite
Zahlen k € N und 0 < ng,ni,...,ne < b—1 mit

n = nkbk + nk,lbk_l 4+ ...+ nb+ng= [nk, e ,no]b.

und ng > 0.

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 1 muss offenbar £ = 0 und by = 1 gelten. Sei nun n > 2. Division
mit Rest durch b liefert n = ¢b+ r mit g,7 € Z und 0 < r < b. Im Fall ¢ < 0 wire n < —b+r < 0.
Also ist 0 < ¢ < n. Nach Induktion existieren 0 < gg, q1,...,q <b—1mit ¢ = g + ... + gb' (im Fall
qg=0seil=0=gqy). Wir kénnen nun k :=1+ 1, ng := r und n; := ¢;—; fiir i = 1,..., k definieren.
Dann gilt n =¢b+r = neb® + ... 4+ nib + no.

Angenommen es gilt auch n = nfk,bk/ + ...+ ng mit 0 < ng,nj,...,n, <b—1und np > 0. Dann ist
no = ny der eindeutig bestimmte Rest bei der Division von n durch b. Daraus erhalt man

n—mng

bt ngb 4y = = npb" + .. b+ <n.

Nach Induktion gilt K =& und n; =n} firi=1,... k. O

Beispiel 1.6.

(i) Die 10-adische Entwicklung ist genau die gewohnte Dezimalzahlschreibweise. Die 3-adische Ent-
wicklung von 100 lautet: 100 = 81 + 184+ 1 =3* +2-32 4+ 3% =[1,0,2,0, 1]3.



(i)

Wir werden spéter (positive) reelle Zahlen in eine unendliche p-adische Reihe entwickeln (siche
Satz 5.2)).

Auf Computern rechnet man im Bindrsystem also mit 2-adischen Entwicklungen.

(Nim-Spiel) Euler und Gauf spielen folgendes Spiel: Gegeben sind n Stapel mit jeweils m; Miinzen
fir ¢ = 1,...,n. Die Spieler nehmen abwechselnd in jedem Zug eine beliebige positive Anzahl
von Miinzen von einem der Stapel (es ist auch erlaubt den gesamten Stapel zu nehmen). Wer die
letzte Miinze nimmt, gewinnt. Kann Euler als beginnender Spieler einen Sieg erzwingen? Im Fall
mp = ... =m, = 1 gewinnt Euler offenbar genau dann, wenn n ungerade ist. Fiir n = 2 und
(m1,m2) = (3,2) kann Euler wie folgt gewinnen:

. o (2,00 —2 (0,0)
(37 2) - (2’ 2)

G (27 1) E (171) e (170) T) (O’O)

Sei m; = Z >0 m;;27 die 2-adische Entwicklung und o := Y"1 m;; fiir 7 > 0 (fiir geniigend
grofe j gilt a; = 0). Wir behaupten:

Euler kann genau dann den Sieg erzwingen, wenn ein «; ungerade ist.

Beweis. Seien j1 < ja2 < ... < jj die Indizes, fiir die a; ungerade ist. Dann existiert ein ¢ mit
m;j, = 1. Euler nimmt genau

20k 4+ (=)™ 2! > 0

Miinzen vom Stapel i. Dadurch &ndert sich jedes der a;, um £1. Nach Eulers Zug sind also alle
a;j gerade. Beispiel:

my = 12 =10,1,1,0,0], 4 oo [0,1,1,0,0]2

me =17  =[1,0,0,0,1]s —>2% 1[0,0,1,0,1]s =5
mg =9 [Oa 1,0,0, 1]2 [071a0a0a 1]2
s, o0] = [L2,1.0.2) 0,2,2,0,2]

Da Gauf nur einen Stapel verdndern kann und muss, wird nach seinem Zug wieder ein a;; ungerade
sein. Nach endlich vielen Ziigen erreichen wir die Situation mit nur noch einem Stapel, sagen wir
m1 > 0. Offenbar ist dann ein o; = m;; = 1, d.h. Euler ist am Zug und siegt, indem er den
gesamten Stapel nimmt.

Nehmen wir nun an, dass zu Beginn alle a; gerade sind. Wie eben gesehen, wird durch Eulers
Zug mindestens ein «; ungerade. Nun kann aber Gauf den Sieg erzwingenﬂ Ul

Definition 1.7. Fiir a,b € Z sagt man a teilt b (oder a ist ein Teiler von b oder b ist durch a teilbar),
falls ein ¢ € Z mit ac = b existiert. Man schreibt dann a | b.

Lemma 1.8. Fira,b,c,d,e € Z gilt
(i) £1] a0,

'Da mit Wahrscheinlichkeit 2;; L

mindestens ein «; ungerade ist, geniigt es gegen unerfahrene Spieler zunéchst zuféllig

zu spielen, bis eine bekannte Situation auftritt (vgl. [Aufgabe 2]).



(i) 0] a < a=0,
(i) a |b|c = alc,

() a|bla = a= =D,
(v) a|bc = a| (bd+ ce),
(vi) a|b#0 = |a] <1}

Beweis. Alle Aussagen sind leicht. Wir beweisen als Muster (iv). Wegen a | b | a existieren ¢, d € Z
mit ac = b und bd = a. Also ist a = bd = cda. Im Fall a = 0 ist auch b = ac = 0. Anderenfalls ist
cd =1 und ¢ = £+1. Dann ist a = =+b. O

Definition 1.9. Fiir aq,...,a, € Z sei
gl(a,...,an) ={d€Z:d|ai,...,an}

die Menge der gemeinsamen Teiler von ay,...,a,. Ein g € gT(ay, ..., ay,) heilt grofiter gemeinsamer
Teiler von ai,...,a,, falls ¢ > 0 und d | ¢ fiir alle d € gT(ay,...,a,) gilt. Man schreibt dann
geT(ay,...,an) :=g. Im Fall ggT(aq,...,a,) =1 nennt man aq,...,a, teilerfremd.

Bemerkung 1.10.

(i) Sind ¢ und ¢’ grofte gemeinsame Teiler von ay,...,a,, so gilt g | ¢’ | g und g = +¢’ nach

Lemma 1.8((iv]). Wegen g, ¢’ > 0 ist also g = ¢/, d. h. es existiert héchstens ein gemeinsamer Teiler
von ai,...,a, (dies rechtfertigt die Schreibweise ggT).

(ii) Die Bezeichnung ,grofiter gemeinsamer Teiler” ist irrefiihrend, denn gT(0,0) = Z, aber ggT(0,0) =
0.

(iii) Fir die Berechnung von ggT(a, ..., a,) kann man offenbar a; > ... > a,, > 0 annehmen. Fiir d €
gT(ay,...,a,) giltd| a;undd | ggT(as,...,a,). Alsoist gT(a1,...,a,) C gT(a1,ggT(as, ... ay)).
Fir d € gT(a1,gegT(ag,...,ay)) gilt umgekehrt d | ggT(ag,...,ay) | a; fir ¢ = 2,...,n, also
d € gT(ay,...,ay). Dies zeigt

ggT(ay,...,a,) = ggT(ar,geT(as, ... ay)).
Es geniigt also den ggT von zwei natiirlichen Zahlen berechnen zu kénnen.

(iv) Seia > b > 0. Division mit Rest liefert a = bg+r mit ¢, € Z und 0 < r < b. Nach
ist gT(a,b) = gT(bg + r,b) = gT(r,b) und daher ggT(a,b) = ggT(r,b). Im Fall »r > 0 kann man
b mit Rest durch r teilen und erhélt dadurch immer kleinere Zahlen. Man Ende ist ggT(a,b) =
geT(r,b) = ... = ggT(d,0) = d. Insbesondere existiert der ggT immer. Der folgende Satz gibt
genauere Auskunft.

Satz 1.11 (Erweiterter euklidischer Algorithmus).
FEingabe: a,b € N.
Initialisierung: (zo, Yo, 20) = (1,0,a), (x1,y1,21) := (0,1,b) und k := 0.
Solange zp11 > 0 wiederhole:
Division mit Rest: zj = qrp+12k+1 + Thr1 Mt 0 < rppq < Zpy1-
Setze (T2, Yut2, 2h42) ‘= (Th — Thg1Qht1, Yk — Ykt 1Qk+1, Tht1) und k =k + 1.
Ausgabe: z, = zpa + yib = ggT(a,b).



Beweis. Wegen z1 > ry = z9 > r9 = z3 > ... terminiert der Algorithmus. Am Ende gilt

2z, = 88T (2, 0) = ggT (2, 2+1) = 28T (2, 7%) = 28T (2k, 261 — qr2k)
= ggT(2k, 2p—1) = ... = 88T (20, 21) = ggT(a, b).

Fir ¢ = 0,1 gilt z;a + y;b = 2z;. Induktiv folgt

Tit10 + Yip1b = (zi—1 — zigi)a + (Yi—1 — ¥iqi)b = zi—1a + yi—1b — (a0 + yib)g;

= Zi—1 — 2iqi = Ti = Zi41-

Daher ist ggT(a,b) = zk = xra + yib. O

Beispiel 1.12. Fiir a := 45 und b := 24 erhélt man:

Ti Yi 2 G

1 0 45

0 1 24 1

1 -1 21 1

102 [3] 7
0

Also ist ggT(45,24) =3 = —45+ 2 24.

Folgerung 1.13. Fiir ai,...,a,,b € Z gilt

geT(ay,...,an) |b <= 3Fb1,...,bp €Z:a1by + ...+ apb, =b.

Beweis. Sei g := ggT(ay,...,an).

=: Sei gd = b. Nach [Bemerkung 1.10| und [Satz 1.11|existieren c1,...,¢, € Z mit g = ajc; + ... +
anCrn. Die Behauptung folgt mit b; :=dc; firt=1,...,n.

<: Wegen g | a; furi=1,...,ngilt g | a1b1 + ...+ apb, =b. O
Definition 1.14. Man nennt v € Z ein gemeinsames Vielfaches von ay,...,a, € Z, falls a; | v fur
1 =1,...,n gilt. Ein gemeinsames Vielfaches v € Ny heiltt kleinstes gemeinsames Vielfache, falls v
jedes gemeinsame Vielfache von ay, ..., ay teilt. Man schreibt dann kgV(aq,...,a,) :=v.

Bemerkung 1.15. Wie beim ggT zeigt man, dass héchstens ein kgV existiert. Aufterdem ist
kgV(ai,...,a,) =kgV(ai,kgVasg,..., ay)).

Wir berechnen das kgV iiber einen Umweg.



2 Primzahlen

Definition 2.1. Man nennt p € N Primzahl, falls p genau zwei positive Teiler hat, ndmlich 1 und p.
Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit P. Man nennt p € P Primteiler von a € Z, falls p | a.

Bemerkung 2.2.
(i) Beachte: 1 ist keine Primzahl!

(ii) Zwei verschiedene Primzahlen sind stets teilerfremd.

Lemma 2.3.
(i) Fira,beZ undpeP giltplab=p|aVp]|b.
(i1) Jedes a € N\ {1} besitzt einen Primteiler.

Beweis.

(i) Seip | ab und p 1 a. Nach dem euklidischen Algorithmus existieren ¢,d € Z mit 1 = ggT(a,p) =
ac + pd. Es folgt p | abe + pbd = b1 = b.

(ii) Sei p > 1 ein moglichst kleiner Teiler von a (notfalls p = a). Im Fall p ¢ P existiert 1 < ¢ < p mit
q | p | a im Widerspruch zur Wahl von p. Also ist p € P. O

Satz 2.4 (EUKLID). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis (HERMITE). Annahme: p ist die grofte Primzahl. Fiir einen Primteiler ¢ von n = p! + 1 gilt
¢ < p und man erhélt den Widerspruch ¢ | (n — p!) = 1. O]

Bemerkung 2.5 (Sieb des ERATOSTHENES). Ist n > 2 keine Primzahl, so existiert stets ein Primteiler
p < /n (falls p > y/n wihle man stattdessen einen Primteiler von n/p < y/n). Mit dieser Uberlegung
kann man leicht eine Tabelle aller ,kleinen“ Primzahlen aufstellen:

(1) Erstelle eine Liste der Zahlen von 2 bis n.

(2) Sei p < 4/n die kleinste Zahl in der Liste, die noch nicht gestrichen ist (zu Beginn p = 2).
(3) Man streiche alle Vielfachen pg mit ¢ > p aus der Liste (zu Beginn 4,6,8,...).
(4)

4) Man wiederhole Schritt 2 und 3 bis kein geeignetes p mehr existiert.


https://de.wikipedia.org/wiki/Euklid
https://de.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite

Die nicht gestrichenen Zahlen der Liste sind genau die Primzahlen zwischen 1 und n. Fir n = 100
erhélt man folgende Liste:

213|145 |6 |78 10
1111213 | 14 16 | 17| 18 | 19 | 20
22 23|24 | 25 | 26 28 129 | 30
31| 32 34| 35 | 36 | 37 | 38 40
41 | 42 | 43 | 44 46 | 47 | 48 50
52 | 53 | 54 | 55 | 56 o8 | 59 | 60
61 | 62 64 | 65 | 66 | 67 | 68 70
7L 72|73 |74 76 78| 79 | 80
82| 83 | 84 | 35 | 86 88 | 89 | 90
92 94 195 | 96 | 97 | 98 100

Satz 2.6 (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Fiir jedes n € N existieren eindeutig bestimmte a, € Ny

fiirp e P mit
n = Hp“”.
peP
Beweis. Induktion nach n: Im Fall n = 1 ist a, = 0 fiir alle p € P. Sei nun n > 2 und p ein

Primteiler von n. Nach Induktion besitzt n/p eine Primfaktorzerlegung und daher auch n = p - n/p.
Sei n = [[p% = []p® und a, < b, fiir ein ¢ € P. Dann ist

a| - =[]»

1 p#£q

und zeigt ¢ = p fir ein p € P\ {¢q}. Widerspruch. O

Beispiel 2.7. Sei & > 2 und n € N nicht die k-te Potenz einer natiirlichen Zahl. Dann ist {/n
irrational, denn anderenfalls existieren teilerfremde a,b € N mit /n = a/b. Dann ist nb* = a*. Die
eindeutige Primfaktorzerlegung zeigt v* = 1 und man erhilt den Widerspruch n = a*. Insbesondere
ist /2 irrational.

Bemerkung 2.8.

(i) Die Teiler von n = | |pepp“9 haben die Form n = | |peP p“;’ mit 0 < a; < ay fiir alle p € P. Fiir
b .
m = [[,.pp’ gilt daher
peP

ggT(n, m) = Hpmin{ap,bp}7 kgV(n, m) — H pmax{ap,bp}'
peP peP




Dies zeigt

‘nm = ggT(n,m)kegV(n,m), ‘

denn a, + b, = min{ay, by} + max{a,, by }. Da man keinen schnellen Algorithmus zur Primfaktor-
zerlegung kennt, ist der euklidische Algorithmus zur Berechnung von ggT und kgV in der Regel
zu bevorzugen.

(i) Fiir z € Q\ {0} existieren eindeutig bestimmte z;, € Z mit x = £[[,cpp™.

(iii) erlaubt folgende Verallgemeinerung von [Lemma 2.3|i): Sind a,b € Z teilerfremd und

a | be, so folgt a | c.

(iv) Euklids Satz lasst sich in vielerlei Hinsicht verallgemeinern. Der folgende Satz ist ein Spezialfall
von Dirichlets Primzahlsatz (siehe [Satz 9.26]).

Satz 2.9. Es g¢ibt unendlich viele Primzahlen der Form p =4k —1 mit k € N.

Beweis. Angenommen es gibt nur endlich viele solchen Primzahlen, sagen wir p1, ..., p,. Dann haben
alle Primteiler von ¢ := 4p;...p, — 1 die Form 4k + 1. Ein Produkt aus solchen Zahlen muss aber
ebenfalls die Form 4k + 1 haben. Widerspruch. OJ

Satz 2.10 (EULER). Es gilt ZpeP% = 00.

Beweis (ERDOS)). Angenommen die Reihe konvergiert. Dann existiert ein N > 2 mit

1
> o<
peP p
p>N

N | =

Sei ny die Anzahl aller Zahlen n < 24V die einen Primteiler p > N besitzen. Es gibt hochstens 24V /p
solcher Zahlen, die durch ein festes p teilbar sind. Dies zeigt

<2V S L giNt,

peP p

p>N

Also gibt es mindestens 24V — n; > 24N=1 Zahlen n < 2V, die nur durch Primzahlen p < N teilbar
sind. Jede solche Zahl hat die Form n = ab® mit ggT(a,b) = 1, wobei a ein Produkt von paarweise
verschiedenen Primzahlen ist. Da es hochstens N Primzahlen p < N gibt, hat man hochstens 2V
Moglichkeiten fiir a. Andererseits ist b < \/n < 22V, Folglich gibt es fiir n héchstens 2V22V = 23N <
24N=1 Moglichkeiten. Widerspruch. O
Lemma 2.11. Sein € N. Dann gilt

(i) Ist 2™ — 1 eine Primzahl, so ist n eine Primzahl.

(ii) Ist 2" + 1 eine Primzahl, so ist n eine 2-Potenz.

Beweis.
(i) Offenbar gilt n > 2. Sei p ein Primteiler von n und m := 2*/?. Nach der geometrischen Reihe gilt
2" —1=mP —1=(m—-1D)mP L +mP 24+ .. +1).

Da 2™ — 1 eine Primzahl ist, folgt m =2 und n =p € P.


https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Erd%C5%91s

(ii) Besitzt n einen ungeraden Teiler ¢ > 1, so ist

[y

M y1=2"141)) (=29

£y

s
I
o

keine Primzahl. O

Definition 2.12. Man nennt M,, := 2" — 1 die n-te MERSENNE-Zahl und F,, := 22" + 1 die n-te
FERMAT-Zahl.

Bemerkung 2.13.

(i) Die ersten Mersenne- Primzahlen sind
My=3, Ms=7, Ms=31, M;=127, Mz =8191, M, = 131071, Mg = 524287.

Dagegen ist M1 = 2047 = 23 - 89 keine Primzahl. Man kennt bislang 51 Mersenne-Primzahlen,
wobei Mgs 589.933 mit 24.862.048 Dezimalstellen derzeit die grofste bekannte Primzahl {iberhaupt
ist
(ii) Die einzig bekannten Fermat- Primzahlen sind Fy = 3, F} = 5, F5 = 17, F3 = 257 und F; = 65537.

Es gilt

641 = 5% + 21| 2%(5* + 2) = 5*. 2% 4- 2%

641 =5-2"4+1|(5-2"+1)(5-2" —1)(5%- 21 4 1) =5 . 228 1,

641 | (5" 2% +2%%) — (5" 2% — 1) =2R 4 1=F, ¢ P.

Allgemeiner weifs man F,, ¢ P fir n =5, ... ,32E| Wir lernen in effiziente Primzahltests
fir Mersenne- und Fermat-Zahlen kennen.

(iii) Die Mersenne-Primzahl Mgg37 wird fiir den Zufallsgenerator Mersenne-Twister benutzt.

Definition 2.14. Eine Zahl n € N heift vollkommen, wenn sie die Summe ihrer echten positiven Teiler
ist, d.h. o(n) := -4, d = 2n (im Folgenden wird stets nur iiber die positiven Teiler summiert).

Satz 2.15 (EULER). Eine gerade Zahl n ist genau dann vollkommen, wenn n = 2p*1Mp fiir eine
Mersenne-Primzahl M, gilt.

Beweis. Ist M, € P, so hat jeder Teiler von n = 2p_1Mp die Form Qng mit 0 < ¢ < p—1 und
j € {0,1}. Dies zeigt

p—1
dd=(M,+1)> 20 =27(2" - 1) = 2n.

din =0

Sei nun umgekehrt n = 2*m vollkommen mit a > 0 und 2 t m. Wegen ggT (2% m) = 1 gilt

2 lm=2m =Y d= (Z 21> (Z d) (2941 — 1)o(m).
dn

=0

2Siche https://en.wikipedia.org/wiki/Largest_known_prime_number
3Siehe http://www.fermatsearch.org
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https://de.wikipedia.org/wiki/Marin_Mersenne
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Es folgt
20t o(m)
2+l _ 1 m
Da der Bruch auf der linken Seite vollstédndig gekiirzt ist (Z&hler und Nenner sind teilerfremd), muss

der Bruch auf der rechten Seite eine Erweiterung sein. Also existiert b € N mit m = (27! — 1)b und
o(m) = 2971p, Tm Fall b > 1 wiire

o(m)>1+b+m=2"+1>0(m).

Daher gilt m = 29! — 1 und o(m) = 2%*!. Wire m keine Primzahl, so wiire o(m) > 1+ m = 29F1,
Daher ist m = M, eine Mersenne-Primzahl und n = 2*M,; wie gewiinscht. O

Beispiel 2.16. Die kleinsten vollkommenen Zahlen sind 6 = 1 +2 43 = 2270, und 28 = 1+ 2 +
4+ 74 14 = 2371 M3. Man kennt bislang keine ungerade vollkommene Zahl.

Satz 2.17. Die Abstinde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen konnen beliebig grof$ werden.

Beweis. Fur 2 < k < n ist n! + k& durch k teilbar und somit keine Primzahl. Dies liefert n — 1
aufeinanderfolgende zusammengesetzte Zahlen. E| O

Definition 2.18. Fiir z € Rsei n(z) :=|{p e P:p < z}|.

Lemma 2.19. Fir2 <z € R gilt [[, ., p < 4* 1, wobei das Produkt iiber die Primzahlen p < x liuft.

p<x

Beweis. O.B.d.A. sei z € P. Fiir z = 2 ist die Behauptung trivial. Sei also z = 2m + 1 und die
Behauptung fiir kleinere Werte bereits bewiesen. Dann gilt Hpgm 1P < 4™ und

H < () =3((2 +( " <1(1+1)x*22mf4m
m+1<p<2m+1p_m!<m+1)!_ m/) 2\ \m m4+1 <5 = — 4™

Insgesamt folgt
Hp: H D H p < 4mgm = 471 O
p<zx p<m+1 m+1<p<2m+1
Lemma 2.20. Firn €N gilt (27?) > ‘21—2.
Beweis. Fir 0 <k <n—1gilt
2n <n+1 2n <2n—k‘ 2n\ [ 2n - - 2n
k n k)~ k+1\k) \k+1 o n
und (2,?) = ( 2n ) (vgl. PascaLsches Dreieck). Es folgt

2n—k
2n 2n—1
2n 2n 2n
g =(1+1)" = § =2 § <92 . O

k=0

4Ist n 4 1 keine Primzahl, so kann auch n! + n + 1 keine Primzahl sein. Ist andererseits n + 1 € P, so ist n + 1 [nl+1
nach Fiir n > 3 erhilt man in beiden Féllen sogar n aufeinanderfolgende zusammengesetzte Zahlen.
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Lemma 2.21 (LEGENDRE). Firn € N gilt

Hp +lal+ 7

peP

to

wobei o] :=max{z € Z: z < a} fir a € R.

Beweis. Von den Zahlen 1,2,...,n sind genau L%J durch p teilbar, L%J durch p? teilbar usw. O

Lemma 2.22. Sein > 3 und p < n ein Primteiler von (2:) Dann gilt p < %n Ist p? ein Teiler von
(2"), so gilt p < v/2n.

n

Beweis. Nach Legendre tritt p mit Vielfachheit

in der Primfaktorzerlegung von (2") = E?,L)); auf. Dabei gilt

n

sz n 2n n
n —QL—J <7_2<7_1> <9
Lpk pkl = pk pF

und m < max{k € Ny : p* < 2n}. Dies zeigt p™ < 2n. Insbesondere ist p < v/2n, falls m > 2. Im Fall

3p > 2n > 6 gilt p > 3 und p? > 2n. Daher tritt p je zweimal im Zihler und Nenner von (2:) = gi:l))zl
auf. Folglich ist m = 0. O

Satz 2.23 (BERTRANDs Postulat). Fir alle n € N existiert eine Primzahl p mit n < p < 2n.

Beweis (ERDOS). Man iiberpriift leicht, dass
Pis.. o pi = 2,3,5,7,13,23,43,83, 163, 317, 521

Primzahlen sind, wobei p; 11 < 2p; fiir ¢ = 1,...,10 gilt. Fir p; <n < p;41 ist p;o1 < 2p; < 2n. Daher
diirfen wir n > 521 annehmen.

Sei p(n) := m(2n) — 7(n) fir n € N. Dann gilt

n 220 WH 219
4 ( ) [I2o II » II »= @48 (20

o
p<+v/2n \/2n<p§%n n<p<2n

473 < (2n) VIO

p(n) > 310;(271) (V2n +1).

Zum Nachweis von p(n) > 0 geniigt es

2n —1
310g2(2n) m = \/ —1
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zu zeigen. Fiir n = 27 = 512 erhilt man 30 < 31. Fiir # > 38 > 181og,(e)? gilt

(3108, (20))’ = (3logy(e) n(20)y = 21282 = (VB 1),

d.h. die Funktion 3log,(2z) wichst schneller als v/2z — 1. Da wir bereits n > 521 angenommen haben,
gilt die Behauptung. O

Bemerkung 2.24. Man weifs bisher nicht, ob fiir n > 2 stets eine Primzahl zwischen n? und (n + 1)?
liegt.

Satz 2.25 (TSCHEBYSCHOWED. Es gibt Konstanten a, 8 > 0, sodass

X

<m(x) < B

“ log x log x

fiir x > 2 gilt.

Beweis. Wegen 7(z) > 7(2) = 1 kénnen wir annehmen, dass z ,,grof genug® ist. Die Basis des Loga-
rithmus spielt auflerdem keine Rolle. Wie bisher sei stets p € P. Aus folgt

Vz<p<z
Logarithmieren ergibt
4 4 5
m(x) < g m(vz) < i < 2
logy logy logy x

fiir x geniigend grofs.

Sei nun n € N minimal mit = < 2n. Sei (2:) = p{*...p% die Primfaktorzerlegung. Im Beweis von
Lemma 2.22 haben wir p{* < 2n fiir i = 1,..., s gezeigt. Dies impliziert (27;1) < (2n)*® und
log, (*") 2n — logy(2n) 2n

zm(2n) —12s—12—2"—1 > ——— " —1 = —7— —2
W(ﬂf) - ﬂ-( n) Z S - 10g2(2n) - 10g2(2n) 10g2(2n)

Da die Funktion logQ% fiir x > e monoton wachst, gilt w(z) > ﬁ fiir grofe . O

Bemerkung 2.26. Asymptotisch gilt der Gaufische Primzahlsatzﬁ

lim m(x)Inz
T—00 T

=1,

d. h. 7(x) wichst ungeféhr so schnell wie ;- (ohne Beweis). Im Gegensatz zu [Satz 2.25/ kann man hier
den natiirlichen Logarithmus In x nicht durch den Logarithmus bzgl. einer anderen Basis ersetzen. Es
gibt also eine Verbindung zwischen den Primzahlen und der eulerschen Zahl e.

5Laut Wikipedia sind die gebrauchlichen Transkriptionen Tschebyschef, Tschebyscheff, Tschebyschew oder Tschebyschev
inkorrekt.
Sbewiesen von [HADAMARD und VALLEE PoOusSIN
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3 Modulo-Arithmetik

Definition 3.1. Fiir a,b € Z und d € N schreiben wir a = b (mod d), falls d | (a — b). Man sagt dann:
a und b sind kongruent modulo d.

Beispiel 3.2.
(i) Im Dezimalsystem rechnet man modulo 10 und im Binérsystem modulo 2.
(ii) Man betrachtet Sekunden und Minuten modulo 60 und Stunden modulo 12 oder 24.
(iii) Wochentage zahlt man modulo 7.
(iv) Eurocent rechnet man modulo 100.
)

(v) In der Musik betrachtet man T6ne modulo 8 (¢, d, e, f, g, a, h) oder 12 (¢, cis, d, ..., h).

Satz 3.3. Die Kongruenz modulo d € N ist eine Aquivalenzrelation auf Z, d. h. es gilt
(i) a =a (mod d) (reflexiv),

(1)) a =b (mod d) = b= a (mod d) (symmetrisch),

(i1i)) a =b=c (mod d) = a = ¢ (mod d) (transitiv).

Auflerdem gilt

()
a=d (mod d)

—atb=d ¥ (mod d).
b= (modd)} atb=a ¥ (wodd)

Beweis.
(i) d|0=a—a.
(ii) dla—b=d| —(a—b)=b—a.
(i) d|la—bAd|b—c=d|(a=b)+(b—c)=a—c
(iv) Seid | a—a und d | b —b'. Dann folgt d | (a —a') + (b —V) = (a +b) — (a' + V') sowie
dl(a—d)b+ (b—-0b)d =ab—a'V. O

Bemerkung 3.4. Die Aquivalenzklassen in der Situation von heiflen Restklassen modulo d.
Sie haben die Form a+dZ := {a+db : b € Z} fiir a € Z (alle Elemente in a+dZ lassen den gleichen Rest
bei der Division durch d). Die Menge aller Restklassen modulo d bezeichnen wir mit Z/dZ. Offenbar
ist

Z)dZ ={0+dZ =dZ,1+dZ,...,d—1+dZ}
und |Z/dZ| = d.

Beispiel 3.5.
(i) Gleichung vereinfacht viele Rechnungen. Wir priifen, ob 7%° + 1117 durch 5 teilbar ist:
01117 =204 1T =4 1= (-1)P+1=0 (mod 5).
In zeigen wir, dass man auch die Exponenten reduzieren darf, allerdings modulo 4.
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(ii) (Freshman’s Dream) Seip € Pund 1 < k < p—1. Dann ist p ein Teiler von (}) = %w.

Der binomische Satz zeigt

p
(a+b)P = Z (z)akbp_k =a’ + b (mod p).
k=0

Lemma 3.6 (Kiirzen von Kongruenzen). Fir a,b € Z und d,e € N gilt

d
ae=be (modd) < a=b mod —— |.
( ) ( geT(d, 6))

Beweis. Sei ae = be (mod d) und g := ggT(d,e). Dann ist d | (a — b)e und g | (@ —b)§. Wegen
ggT(g, ) = 1folgt g | (a—10) (]Bemerkung 2.8|) und a = b (mod g). Ist umgekehrt a = b (mod g),
so gilt d [ d& = de | (a —b)e, also ae = be (mod d). O

Beispiel 3.7. Eine ISBN zur Indizierung von Biichern besteht aus neun Ziffern z1,..., 29 € {0,...,9}
sowie einer Priifziffer s € {0,...,9, X} mit

9
s = Zkzzk (mod 11),
k=1

wobei 10 durch X ersetzt wird. Wegen

kzp = kz;, (mod 11) <= 2, =2z, (mod 11),
kzi +lzp = kzp+ 1z, (mod 11) <= (k— Dz =(k—1)z; (mod 11) <= z, =2z (mod 11)

erkennt die Priifziffer eine fehlerhafte Ziffer oder eine Vertauschung von zwei Ziffern (aber nicht beides
gleichzeitig).

Satz 3.8 (Kongruenzgleichungen). Seien a,b € Z und d € N. Genau dann existiert ein x € Z mit
ax =b (mod d), falls ggT(a,d) | b. Gegebenenfalls bilden diese z eine Restklasse modulo —=&

ggT(a,d)
Beweis. Erste Aussage:
Jre€Z:ax=b (modd) <= Jr,c€Z:b=ax+cd £ ggT(a,d) | b.
Zweite Aussage: ]
ar =ay (mod d) gmzy (mOdggT(a,d)) O

Bemerkung 3.9. besagt, dass die Gleichung ax = b (mod d) im Falle der Losbarkeit zu einer
Gleichung der Form = = ¢ (mod d/ ggT(a,d)) dquivalent ist.

Beispiel 3.10. Wie wertvoll ist ein 124,76 g schwerer Haufen von 1- und 2-Centmiinzen? Eine 1-
Centmiinze wiegt 2300 mg und eine 2-Centmiinze 3060 mg. Ansatz: 2300z + 3060y = 124.760. Wir
teilen durch ggT(2300,3060) = 20 und erhalten 115z + 153y = 6238. Modulo 115 ergibt sich

38y =28 (mod 115).
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Nach dem euklidischen Algorithmus ist 1 = ggT(38,115) = —3-38+115 = —3-38 (mod 115). Einsetzen
liefert 38y = 28 - (—3 - 38) (mod 115). zeigt

y=-3-28=31 (mod 115).

Fir y > 31 4+ 115 wére 3060y > 446.760 > 124.760. Also ist y = 31 die einzige Losung und =z =
% = 13 folgt.

Antwort: 13 + 2 - 31 = 75 Cent.

Satz 3.11 (Chinesischer Restsatz). Seien aq,...,a, € Z und dy,...,d, € N paarweise teilerfremd.
Dann bilden die Lésungen x € 7 des Gleichungssystems © = a; (mod d;) firi = 1,...,n eine Rest-
klasse modulo dy ...d,. Insbesondere existiert genau eine Losung 0 <z < dy...d,.

Beweis. Nach der Primfaktorzerlegung ist D; := [] j2idj teilerfremd zu d;. Nach existiert
ein x; € Z mit x;N; = a; (mod n;) fir i = 1,...,n. Fir z := 21Ny + ... + 2, N, gilt 2 = ;N; = a;
(mod d;) fir i = 1,...,n. Offenbar ist auch jedes Element der Restklasse x+d; ... d,Z eine Losung des
Gleichungssystems. Sei umgekehrt auch y € Z eine Losung. Dann gilt z —y = a; —a; =0 (mod d;) fir
i=1,...,n.Dad,...,d, paarweise teilerfremd sind, folgt d; ...d, |z—y,d.h.y € z+d;y...d,Z. O

Bemerkung 3.12. Achtung: Teilerfremde Zahlen sind nicht unbedingt paarweise teilerfremd (betrach-
te 6,10, 15).
Beispiel 3.13.
(i) Betrachte das System
r=3 (mod7),

r=4 (mod 11),
r=5 (mod 13).

Der Ansatz x = 3 + 7a 16st zunéchst die erste Gleichung und liefert 7a = 1 (mod 11) in der
zweiten Gleichung. Nach ist dies zu a = —3 (mod 11) dquivalent (die Losung —3 kann
man leicht erraten). Wir setzen nun a = —3 + 11b und erhalten x = —18 + 77b. Dies 16st die
ersten beiden Gleichungen. Die dritte Gleichung liefert 776 = 23 (mod 13), also b = 3 (mod 13).
Die allgemeine Losung des Systems lautet daher 2 = —18 4+ 77(3 + 13¢) = 2134+ 1001¢ mit ¢ € Z.

(ii) Was sind die letzten beiden Dezimalziffern von 4787 Wir suchen 0 < z < 99 mit
z =478 (mod 100).
Wegen kgV (4,25) = 100 ist diese Kongruenz nach [Satz 3.11| &quivalent zum System

x=47%  (mod 4),
=47 (mod 25).

Es gilt 4788 = (-1)%8 =1 (mod 4) und
4788 = (=3)3 % = (—2)2(=3) = (-2)"*"(-3) = (-3)*6 =11 (mod 25).

Der Ansatz x = 1 + 4a 16st die erste Gleichung und ergibt 4¢ = 10 (mod 25) in der zweiten
Gleichung. Es folgt 2a = 5 (mod 25) und @ = 13-2a = 13 -5 = 15 (mod 25). Also ist x =
1+4-15=61.
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Definition 3.14. Man nennt

p: N— N,
n— [{1<k<n:ggT(nk)=1}

EULERsche p-Funktion.

Bemerkung 3.15. Fiir b € a+nZ gilt ggT(b,n) = ggT(a,n). Da a+ nZ genau einen Repriasentanten
b mit 1 < b < n besitzt, gilt
¢(n) = [{a+nZ: ggT(a,n) =1}/

Satz 3.16. FEs gilt

(1) p(nm) = @(n)p(m), falls ggT(n,m) = 1.
(ii) o(p™) = p™ — p"~! fiir jede Primzahlpotenz p™ # 1.

Beweis.

(i) Seien 1 < a < nund 1 < b < m mit ggT(a,n) = 1 = ggT(h,m). Nach dem chinesischen
Restsatz existiert genau ein 1 < ¢ < mm mit ¢ = a (mod n) und ¢ = b (mod m). Offenbar ist
dann ggT(c,nm) = 1. Ist umgekehrt 1 < ¢ < nm mit ggT(c,nm) = 1 gegeben, so gilt auch
gegT(e,n) =1 =ggT(c,m). Daher sind die Mengen

{1<a<n:ggT(a,n)=1} x {1 <b<m:ggT(bym)=1}

und {1 < c¢ < nm:ggT(c,nm) = 1} gleichméchtig und die Behauptung folgt.

(ii) Es gilt ggT(p™, k) = 1 genau dann, wenn p { k. Zwischen 1 und p” liegen genau p"~! Vielfache
von p, namlich p, 2p, ..., p" !p. Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 3.17. Sei n = [[p p® € N. Nach [Satz 3.16|ist dann

p(n) = [T o™ = T] 0" —p™").
p€EP peP
ap>0

Beispiel 3.18. Es gilt
©(36) = p(22 -3 = (22 -2H(3* -3H =26 =12

und
{1<a<36:ggT(a,36)=1}={1,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35}.

Definition 3.19. Man nennt

pw: N — N,
o {(—1)5 falls n = p1 ... ps mit paarweise verschiedenen pq,...,ps € P,
n

0 sonst

MOBIUS-Funktion. Dabei ist p(1) =1 (s = 0).
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Bemerkung 3.20. Sind py, ..., ps die verschiedenen Primteiler von n > 1, so gilt

Si=Y Y aea)=Y ¥ (0 =30f(;)=a-1 -0

d|n k=0q1,....qp€{p1,--0s } k=0 MC{p1,...,ps} k=0
|M|=k

Satz 3.21 (MoBIUs-Inversion). Fir f, F: N — C sind dquivalent:
(1) F(n) = > gy, f(d) fir alle n € N.
(2) F(n) = X md)F(3) = g, n(3)F(d) fir alle n € N.

Beweis.

(1) = (2):
S @ Fn/a) @SS w@rfe) = S nd)fe) = 3 £(e) S uld) 2 ()
din dn el% de|n eln d|z

(2) = (1)

Zf(d)ZZu(d/e)F(e):ZF ) u(d) = F(n).

dln dln eld eln d|Z

Beispiel 3.22. Fiir n = [[,cpp® € N gilt

Z@(d)@ni@(pk)H(1+(p—1)—|—(p2—p)—|-“‘_|_(pap_pap—l)):Hpap:n'

dn pEP k=0 peP peP

Fir f = ¢ ist also F' =idy in und man erhéalt

= > uld)

din

fir alle n € N.

4 Restklassenringe

Bemerkung 4.1. Wir wissen aus bereits, dass Kongruenzen addiert, subtrahiert und multi-
pliziert werden kénnen. In diesem Kapitel untersuchen wir das Zusammenspiel dieser Operationen auf

der Menge der Restklassen Z/nZ.

Satz 4.2. Sein € N. Mit den Operationen
(a+nZ) T (b+nZ):=(aTb)+nZ

wird Z/nZ ein kommutativer Ring, d. h. es gelten folgende Aziome:
(1) (Z/nZ,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0+ nZ = nZ.
(i) (a +nZ)- ((b+nZ)-(c+nZ)) = ((a+nZ)- (b+nZ))- (c+nZ) (Assoziativgesetz).
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(i1i) (a+nZ)- (b+nZ) = (b+nZ)- (a+ nZ) (Kommutativgesetz).
(iv) (1 +nZ)-(a+nZ) = a+ nZ (neutrales Element bzgl. -).
(v) (a+nZ)-((b+nZ)+ (c+nZ)) = ((a+nZ)- (b+nZ))+ ((a+nZ)-(c+nZ)) (Distributivgesetz).

Beweis. Die Wohldefiniertheit der Addition und Multiplikation wurden in [Satz 3.3 gezeigt. Die Axiome
folgen sofort aus den entsprechenden Regeln in Z (Z ist kommutativer Ring). OJ

Bemerkung 4.3.

(i) Wie tblich lassen wir den Multiplikationspunkt beim Rechnen mit Restklassen oft weg und benut-
zen ,,Punktrechnung vor Strichrechnung“. Falls Missversténdnisse ausgeschlossen sind, schreiben
wir 0 fir 0+ nZ und 1 fir 1 + nZ. Im (uninteressanten) Spezialfall n =1 gilt 0 = 1.

(ii) Im Gegensatz zu einem Korper ist in einem Ring nicht jedes von 0 verschiedene Element inver-
tierbar bzgl. Multiplikation. Zum Beispiel existiert kein a + 4Z mit (2 + 4Z)(a + 4Z) = 1 + 4Z.
Nach haben die invertierbaren Elemente in Z/nZ die Form a + nZ mit ggT(a,n) = 1.
Sie bilden bzgl. Multiplikation eine Gruppe der Ordnung ¢(n) (Bemerkung 3.15)).

Definition 4.4. Fiir n € N nennt man
(Z/nZ)* :={a+nZ:ggT(a,n) =1}

die prime Restklassengruppe modulo n.

Beispiel 4.5.

(i) Wir wollen das Inverse von 7+ 31Z in (Z/31Z)* bestimmen. Der euklidische Algorithmus liefert
1=ggT(7,31) =9-7—2-31. Also ist (7 +31Z)~' = 9 + 31Z.

(ii) (DHM-Schlisselaustausch) Zur vertraulichen Kommunikation miissen sich Euler und Gauf zu-
néchst auf einen geheimen Schliissel einigen. Hierfiir werden (6ffentlich) teilerfremde natiirliche
Zahlen m < n gewihlt, wobei n ,grok* ist (n > 10090, Euler wihlt geheim und zufillig a € N
und schickt am + nZ an Gauk. Gauf wihlt geheim und zufillig b € N und schickt bm + nZ an
Euler. Beide kénnen nun

(a +nZ)(bm + nZ) = abm + nZ = (b+ nZ)(am + nZ)

als geheimen Schliissel verwenden. Da man bislang keinen effizienten Algorithmus zur Berechnung
des diskreten Logarithmus (um beispielsweise a aus am-+nZ und m zu berechnen) kennt, ist dieses
Verfahren aktuell sicher[']

Satz 4.6. Genau dann ist Z/nZ ein Korper, falls n € P.

Beweis. Fiir n = p € P ist [(Z/pZ)*] = ¢(p) = p—1 = |(Z/nZ) \ (0 + nZ)|, d.h. jedes von 0
verschiedene Element ist invertierbar. Damit ist Z/pZ ein Korper. Ist n ¢ P, so existiert ein Primteiler
p von n. Wegen ggT(p,n) = p # 1 ist 0 # p + nZ nicht invertierbar in (Z/nZ)*. Daher ist Z/nZ kein
Korper. O

"Dieses einfache Prinzip wurde erst in den 70er Jahren von Diffie, Hellman und Merkle entdeckt. Zu diesem Zeitpunkt
war Alan Turing, der Entschliissler der Enigma aus dem zweiten Weltkrieg, bereits 20 Jahre tot.
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Definition 4.7. Fiir eine Primzahl p setzt man F), := Z/pZ.

Folgerung 4.8 (EULER-FERMAT). Fira € Z und n € N mit ggT(a,n) =1 gilt

a?™ =1 (mod n).

Insbesondere ist aP~* =1 (mod p) fiir p € P mit p{a.

Beweis. Sei G := (Z/nZ)*. Wie in jeder Gruppe gilt gr = gy <= x = g 'gz = g lgy = y fiir
g,x,y € G. Mit g durchlduft also auch gz alle Elemente aus G (nur in anderer Reihenfolge). Da G

kommutativ ist, folgt
[To=11@a)=="T[o=2"1] ¢
geCG geG geG geG

Durch Multiplizieren mit dem Inversen von [ g erhdlt man die erste Behauptung. Die zweite Aussage
folgt aus ¢(p) =p — 1. O

Bemerkung 4.9. Die Gleichung a?~! = 1 (mod p) nennt man den kleinen Satz von Fermat. Aus ihr
folgt a? = a (mod p) sogar fiir alle a € Z. Wir untersuchen in [Satz 4.24| die Umkehrung dieser Aussage.

Definition 4.10. Eine Gruppe (G, ) heifit zyklisch, falls ein Element g € G mit G = {¢* : k € Z}
existiert. Ggf. nennt man ¢ einen Erzeuger von G.

Beispiel 4.11. Die Gruppe (Z/nZ,+) ist zyklisch mit Erzeuger 1+ nZ, denn a + nZ = a(1 + nZ) fir
a=1,...,n (aus der Potenz g* wird hier das Vielfache, da die Verkniipfung + und nicht - ist). In der
Gruppe G := (Z/8Z)* gilt hingegen a? =1 (mod 8) fiir alle a + 8Z € G. Daher ist G nicht zyklisch.

Definition 4.12. Fiir a + nZ € (Z/nZ)* existiert nach Euler-Fermat eine kleinste natiirliche Zahl
k € N mit a* =1 (mod n). Man nennt ord,(a) := k die Ordnung von a modulo n.

Lemma 4.13. Sei a +nZ € (Z/nZ)* mit d := ord,(a). Dann gilt
(i) a* =1 (mod n) <= d| k. Insbesondere ist d | p(n).

(i) a* = a' (mod n) <= k=1 (mod d) fiir k,1 € N.

(111) Firk € N ist

d

ord,, )= —— .
(@) geT(d, k)

Beweis.

(i) Division mit Rest liefert k = dg + r mit ¢, € Z und 0 < r < d. Nun gilt

a" = (ah)la" =a¥ " =aF =1 (modn) <= r=0 <= d| k.

(ii) Seio.B.d.A. k <1. Aus (i) folgt

a*=d (modn) < a"*=1 (modn) < d|l—k < k=1 (mod d).
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(iii)

Es gilt

ord, (a*) = min{s € N: a* =(a*)* =1 (mod n)} @ min{s € N:ks=0 (modd)}
d B d
geT(d, k)>} ~ geT(d, k)

min{s eEN:s=0 (mod

Beispiel 4.14.

(i)

(iii)

(RSA-Verfahren) Euler moéchte Gauk eine geheime Nachricht n € N iiber einen unsicheren Kanal
(z.B. Internet) schicken. Dafiir withlt Gau® verschiedene Primzahlen p,q > max{n, 10!°°} und
d € Z mit ggT(d,p(pg)) = 1. Nach [Folgerung 1.13| existieren e,k € Z mit de = 1 + ke(pq).
Die Zahlen pq und e bilden den &ffentlichen Schliissel von Gauf, wihrend d geheim bleibt. Nun
verschickt Euler die verschliisselte Nachricht 7 = n¢ (mod pq). Zum Entschliisseln benutzt Gauft
die Formel

7l = pde = pltherd) = n(n‘p(p‘n)k =n (mod pq)

nach Euler-Fermat (wegen n < pq ist das Ergebnis eindeutig bestimmt). Ohne Kenntnis von

p und ¢ kann ein Angreifer weder ¢(pg) noch d berechnen (vgl. [Aufgabe 23|). Da man keinen
effizienten Faktorisierungsalgorithmus (fiir pg) kennt, ist dieses Verfahren (bis jetzt) sicher. Die

meisten (grofen) Internetseiten sind heutzutage auf diese Weise verschliisselt (https).
Anstatt 7¢ (mod pq) zu berechnen, kann Gauf auch die kleineren Potenzen

d

N
Il

7% (mod p) mit dy=d (modp—1),
d=p  (mod q) mit dg=d (modgq—1)

il
Il

bestimmen und anschliefend den chinesischen Restsatz benutzen (vgl. [Beispiel 3.13|). Zur effizi-
enten Berechnung von 7 benutzt man aukerdem die Bindrdarstellung von d. Zum Beispiel

Al = ((7%)%7) 0.
Dies benétigt nur fiinf (anstatt zehn) Multiplikationen.

Wie lang ist die (minimale) Periode der Dezimalbruchentwicklung einer rationalen Zahl r = 7 mit
geT(n, k) =1 (die Existenz dieser Periode wird in allgemeineren Kontext in bewiesen)?
Beispiel:

1

_ 1 - 1 —
- = - = ].42 - = 4 .
3 0,3, 7 0,142857, 29 0,045

Sei k = 295K mit ggT(10, k") = 1. Dann gilt

2b5ap,

+b,.
1047%r = X

Durch das Multiplizieren mit 10%+® &ndert sich weder die Periode und ihre Liinge (es dndert sich
lediglich die Startposition der Periode). Wir kénnen daher k£ = k' annehmen.

Satz 4.15 (Periodenlénge). Seien n,k € N mit ggT(n, k) = 1 = ggT(10,k). Dann ist ordi(10) die
Periodenlinge von .
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Beweis. Indem wir r = % mit einer geeigneten Potenz von 10 multiplizieren, konnen wir annehmen
k ) )

dass die Periode direkt nach dem Komma beginnt. Sei also 7 = ... ,d; ...d,, d.h. die Periodenlénge ist
p > 0. Dann gilt

lopT’—T:...dl...dp,dl...dp—...,dl...dpEN

und es folgt 10°n —n = 0 (mod k). Wegen ggT(n,k) = 1 ist dies zu 107 = 1 (mod k) dquivalent.
Dies zeigt t := ordg(10) | p. Umgekehrt gilt 10" = 1 (mod k) und es folgt 10'r — r € N. Fiir die
Nachkommastellen dy, ds, ... bedeutet das d;1; = d; fiir alle 7 € N. Also ist p < t. O

Bemerkung 4.16. Die Periodenléinge von 7 ist also héchstens ¢ (k). Wir untersuchen im Folgenden,
wann das Maximum angenommen wird.

Lemma 4.17. Sei K ein Kdrper, n € N und ag, a1,...,an—1 € K. Dann besitzt die Polynomgleichung
"+ ap_ 12" '+ . Htaz+ag=0

hochstens n verschiedene Losungen x € K.

Beweis. Angenommen es existieren n + 1 paarweise verschiedene Losungen xg,x1,...,2, € K. Be-
kanntlich ist dann die Vandermonde-Matrix

1 xzg a:§ e T
... n
A= Loz oy ! c K(n+1)><(”+1)
1 oz, 22 x5,
invertierbar (es gilt det(A4) = []o<;;j<n(zj — 2i) # 0). Andererseits ist v := (ag, a1,...,an-1,1) eine
nicht-triviale Losung des linearen Gleichungssystems Av = 0. Widerspruch. O

Satz 4.18. Firp € P ist F zyklisch, d. h. es existiert ein a € Z mit
X _ k e —
Fy={a"+pZ:k=1,...,p—1}.

Beweis. Sei f(d) die Anzahl der Elemente a + pZ € (Z/pZ)* der Ordnung d. Im Fall d{ ¢(p) =p —1
ist f(d) = 0 nach [Lemma 4.13| Sei nun ordy(a) = d | p — 1. Dann sind die Restklassen a* + pZ fiir

k=1,...,d paarweise verschieden und es gilt
(@ —1=ca"-1=(H-1=1"-1=0 (mod p).

Nach |[Lemma 4.17|sind die Restklassen von a,a?, ..., a? also die einzigen Losungen der Gleichung z¢—1
im Korper F,,. Nach [Lemma 4.13| gilt auferdem ord,(a*) = dek)’ Daher haben nur die Elemente a*

mit ggT(d, k) = 1 Ordnung d. Dies zeigt f(d) < ¢(d). Da jedes Element aus )’ eine Ordnung d | p—1

besitzt, gilt
p-1= 3 @< Y p@Zp-1.
d|p—1 d|p—1

Es folgt f(d) = ¢(d) fir alle d | p — 1. Insbesondere ist f(p — 1) = ¢(p — 1) > 0. Hat a 4+ pZ Ordnung
p—1, so gilt in der Tat F) = {a* +pZ :k=1,...,p— 1} nach [Lemma 4.13 O]
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Bemerkung 4.19. Einen Erzeuger a € Z von F;; nennt man Primitivwurzel modulo p. Der Beweis
von zeigt, dass es genau p(p — 1) Primitivwurzeln gibt, ohne jedoch eine solche Wurzel zu
konstruieren. Tatsédchlich kennt man keine Formel fiir die Berechnung von Primitivwurzeln, aber in der
Regel findet man ,kleine* Primitikurzelnﬂ Fir b € IF'; kennt man auch keinen schnellen Algorithmus
zur Berechnung von k € Z mit b = a* (diskreter Logarithmus). Diesen Umstand nutzt man in der

Kryptografie aus (Beispiel 3.5)).
Lemma 4.20. Fir jede Primzahl p > 2 und n € N gilt ordyn (1 4 p) = pn L

Beweis. Fiir n =1 ist die Aussage trivial. Wir beweisen induktiv
(1+p" " =14p"" (mod p") (4.1)
fiir n > 2. Im Fall n = 2 erhélt man 1 +p =1+ p (mod p?). Sei nun n > 3. Nach Induktion existiert
ein k € Z mit (1+p)P"° =1+ p" 2 + kp" L. Es folgt
—92 p p
(1 +p)P — (1 _i_pan + kpnfl)p _ Z ( >(pn2 + kpnfl)k

p
=1+4+p" 14 Z <i>p("_2)k(l +kp)¥  (mod p™).
k=2

Fir 2 <k < pist (’lz) = W durch p teilbar und (n — 2)k > 2n — 4 > n — 1. Daher ist die
Summe iiber 2 < k < p durch p” teilbar und die Induktion beendet. Fiir n 4+ 1 wird (4.1]) zu

(1 —f—p)pn_1 =14p"=1 (modp").
Dies zeigt ordyn (14p) | p"~1. Wegen 1+p"~! # 1 (mod p") ist andererseits ordyn (1 +p) > p"~2 nach
([41)). Also gilt ordys (1 +p) = p L. O]

Satz 4.21 (GAUsS). Genau dann ist (Z/nZ)* zyklisch, wenn n € {4,p™,2p™} fir eine ungerade
Primzahl p und m € Ny gilt.

Beweis. Sei G := (Z/nZ)* und o.B.d. A. sei n > 3.

= Nach [Bemerkung 3.17]ist 2 | ¢(n). Sei a+nZ ein Erzeuger von G. Nach [Lemma 4.13|ist a¥(™)/2 +
nZ das einzige Element der Ordnung 2 in G. Dies zeigt a?(")/24+nZ = —14+nZ. Sein = Pyt al*t
die Primfaktorzerlegung von n. Nach dem chinesischen Restsatz existiert fiir jedes 1 <14 < k ein

z; € Z mit z; = —1 (mod p;*) und z; = 1 (mod p;nj) fiir alle j # i. Offenbar ist 22 = 1
(mod n), d.h. ord,,(z;) < 2. Im Fall k¥ > 2 besitzt n einen ungeraden Primteiler, sagen wir p;.
Nun ist —1 # 1 (mod pi"') und ord,(x;) = 2. Dies zeigt x; = —1 (mod n). Dann muss aber

—1=ux; =1 (mod p;") fiir i > 2 gelten. Dies liefert £ = 2 und p3™? = 2.

Sei nun k = 1 und n = 2™. Im Fall m > 3 wire —1 + 21 + nZ neben —1 + nZ ein weiteres
Element der Ordnung 2, denn (—1+ 2" 1)2 =1+ 2m 42?272 =1 (mod n).

8Siehe Anhang und https://oeis.org/A001918
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<: Sei n = p™ > p fiir eine Primzahl p > 2. Sei b eine Primitivwurzel modulo p und a = (1 + p)bP".
Wegen ggT(b,p) = 1 ist auch ggT(a,n) = 1. Sei d := ord,(a). Aus a® = 1 (mod n) folgt

Pili=14+p)P"i=a?=1 (mod p).

Nach [Lemma 4.13[ gilt p — 1 | d. Daher ist ¢(n) = p™ 1(p — 1) | p™d und *"¢ = 1 (mod n).
Es folgt (1 +p)? =a? =1 (mod n). Nach [Lemma 4.20| gilt nun p™~! | d. Insgesamt erhilt man
o(n) =kgV(p™L,(p—1)) | d| p(n). Dies zeigt, dass a + nZ ein Erzeuger von G ist.

Schlieflich existiert nach dem chinesischen Restsatz ein ¢ € Z mit ¢ = a (mod n) und ¢ = 1
(mod 2). Es gilt dann ordg,(c) > ord,(c) = ¢(n) = ¢(2)p(n) = p(2n). Also ist ¢ + 2nZ ein
Erzeuger von (Z/2nZ)*. O

Bemerkung 4.22. Die Periodenlédnge von 7 kann nur dann ¢(k) betragen, wenn 10+£Z ein Erzeuger
von (Z/kZ)* ist. Wegen ggT(10,%k) = 1 kommt dafiir nur k& = p™ fiir eine Primzahl p > 2 in Frage.
Angenommen 10 ist keine Primitivwurzel von p. Dann existieren d < p—1 und a € Z mit 10¢ = 1 +pa.
Mit der binomischen Formel folgt

m—1

100%™ = (I+ap)’ =1 (modp™)

wie in [Lemma 4.20] Also ist ord;(10) < (k). Andererseits besagt eine offene Vermutung von Gauf,
dass es unendlich viele Primzahlen p mit ord,(10) = ¢(p) gibt. In den allermeisten Féllen gilt dann

auch ord,2(10) = ¢(p?) (die kleinsten Ausnahmen sind p = 487 und 56.598.313)E| Aufgabe 31| zeigt,

dass ggf. auch die Periodenlédnge von p% fiir alle m > 1 maximal ist.

Definition 4.23. Man nennt n € N\ P eine CARMICHAEL-Zahl, falls n > 1 und a"~! = 1 (mod n)
fir alle a € Z mit ggT(a,n) = 1 gilt.

Satz 4.24 (KORSELT). Genau dann ist n € N eine Carmichael-Zahl, wenn n ein Produkt von min-
destens drei paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen pi,...,py ist und n =1 (mod p; — 1) fir
i1=1,...,k gilt.

Beweis. Sei p > 2 ein Primteiler von n und p”* die maximale p-Potenz, die n teilt. Nach Gauf existiert
ein Erzeuger a + p™Z von (Z/p™Z)*. Nach dem chinesischen Restsatz konnen wir ggT(a,n) = 1
annehmen. Aus ¢! =1 (mod p™) folgt p—1 | p(p™) = ordym(a) | n—1,d.h.n =1 (mod p—1). Im
Fall m > 2 hétte man den Widerspruch p [ n—1. Ausn =1 (mod p—1) folgt auferdem ggT(p—1,n) =
1. Also kann n nur dann gerade sein, wenn n = 2" mit m > 2 gilt (m = 1 ist ausgeschlossen, da
Carmichael-Zahlen keine Primzahlen sind). In diesem Fall wire aber —1 = (—1)""! = 1 (mod 4).
Also ist n ein Produkt von paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen. Angenommen n = pg mit
Primzahlen p < ¢. Dann gilt
p—1=n—-1=0 (modgq—1)

und man erhélt den Widerspruch g —1 <p—-1<p—1.

Sei umgekehrt n = p; ... pg mit Primzahlen p; < ... <pgyundn =1 (mod p; — 1) fir i = 1,..., k. Sei
ggT(a,n) = 1. Wegen ¢(p;) | n — 1 gilt a” ' =1 (mod p;). Daraus folgt a”~! =1 (mod n). Also ist
n eine Carmichael-Zahl (die Bedingungen p; > 2 und k > 3 werden nicht bendotigt). O

9siche https://oeis.org/A045616
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Beispiel 4.25. Sei n = pqr eine Carmichael-Zahl mit ungeraden Primzahlen p < ¢ < r. Fiir p = 3 ist
n =1 (mod p — 1) offensichtlich erfiillt. Fiir ¢ = 5 erhédlt man 15 = 157 = n =1 (mod r — 1). Dafiir
gibt es kein r. Der Fall ¢ = 7 ist ebenso ausgeschlossen, denn hier wire ggT(n,6) = 1. Sei schliefslich
g = 11. Dann ist 3r = 1 (mod 10), also » = 7 (mod 10). Die Wahl r» = 17 verlangt 33 = n = 1
(mod 16), was richtig ist. Also ist n =3-11-17 = 561 eine (die kleinste) Carmichael-Zahl.

Bemerkung 4.26. Da Carmichael-Zahlen relativ selten sind, eignet sich die Fermat-Gleichung a?~! =
1 (mod p) als Primzahltest (Aufgabe 27)). ALFORD-GRANVILLE-POMERANCE haben allerdings gezeigt,
dass es unendlich viele Carmichael-Zahlen gibt.

5 Kettenbriiche

Bemerkung 5.1. Irrationale Zahlen sind dadurch charakterisiert, dass ihre (unendliche) Dezimalbru-
chentwicklung keine Periode aufweist. Fiir gewisse irrationale Zahlen werden wir dennoch eine regel-
maéfige Folge konstruieren. Zunéchst verallgemeinern wir die b-adische Entwicklung und die
Dezimalbruchentwicklung rationaler Zahlen (Satz 4.15)).

Satz 5.2. Sei b € N\ {1} und € R mit x > 0. Dann ezistiert genau ein n € Z und genau eine
unendliche Folge xy, Tpi1,... € {0,...,b— 1} mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Reihe Y 32, xib~* konvergiert gegen m.
(ii) xn # 0 und unendlich viele x; sind ungleich b — 1.

(iii) Genau dann ist x € Q, wenn p,ng € N mit xpy, = xy, fir alle k > ng existieren. Ggf. heifit die
Folge (z;) periodisch. Ist p minimal gewdhlt, so nennt man Ty, Tno4+1, - - -, Tng+p—1 die Periode
der Lénge p von x.

Beweis. Sei n € Z minimal und z,, € {1,...,b — 1} maximal mit z,,b~" < x (existiert da = > 0). Sei
n1 > n minimal und x,, € {1,...,b — 1} maximal mit z,b=" + x,,,b~™ < x usw. Fir k # n; setzen
wir z := 0. Wegen

|z —2pb™" — =, TR < b

fir £ € N konvergiert die Folge der Partialsummen » ;" b~ % gegen x. Angenommen nur endlich
viele x; sind ungleich b — 1. Dann existiert ein N € N mit zp = b— 1 fiir kK > N. Im Fall N > n sei
xy < b— 1. Dann wére

xzixkb* Zxkb’“r Z b—1)b Zxkbk + (zn + 107N
k=n

k=N+1
im Widerspruch zur Konstruktion von xp.

Sei auch z = Y 72, x;b_k mit n’ € Z und 0 < 2z}, < b— 1. Sei m € Z minimal mit z,, # z,
0.B.d. A. z,, > ], (wobei wir z3, := 0 und 2}, := 0 fiir k¥ < n bzw. k < n’ setzen). Dann erhilt man

0<b™™ — Z b—1)bF< Z(:L“kfx;)b_k =z—2=0.
k=m+1 k=m

Gleichheit kann nur gelten, wenn z = 0 und iL';c =b—1fir kK > m + 1. Dann wéaren aber nur endlich
viele der zj, ungleich b — 1. Dieser Widerspruch zeigt die Eindeutigkeit der zy.
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Nehmen wir nun an, dass x4, = xj fiir alle k > ng gilt. Dann ist

[e'e) no—l n0+p_l
P =) =ab P —x=> P —p )= P -pF) - > mb e
k=n k=n k=ng

r

Dies zeigt © € Q. Sei umgekehrt x = £ € Q mit r,s € N. Multiplikation mit einer Potenz von b
bewirkt eine Indexverschiebung der Folge (xx). Wir kénnen also ggT(s,b) = 1 und n < 0 annehmen.
Fiir ¢ := o(s) gilt dann b* =1 (mod s). Also ist

©° e n+t—1
Z(mkH - :L'k)b*k = bt Z ijHb*k*t —r= x(bt _ 1) _ Z wkbkart e N.
h=n k=n k=n

Aus der b-adischen Entwicklung folgt xgy; = xy fiir £ > 1, d. h. (xy) ist periodisch mit Lange < t (vgl.

Satz 4.15|). O

Beispiel 5.3.

1 41 izﬂj _
== =) 27 =0,01,.
—4-1 ’

3 1-4 ot

Definition 5.4. Fiir n € N besteht die FAREY-Rethe F,, aus den aufsteigend geordneten gekiirzten
Briichen der Form % mit a,b € Zund 0 <a <b<n.

Beispiel 5.5.

Lemma 5.6. Seien 3 < ‘;—,, < ‘g—,/,l aufeinanderfolgende Glieder von F,,. Dann gilt

(i) § < %Ig// <%//,b+b’>nundb7éb’.
ii) a'b—abl = 1.
(i)

i) 4 = 4

Beweis.

(i) Aus ab’ < a'b folgt a(b+ b’)/< b(a+ a’) und V'(a + a') < a'(b+ b'). Dies zeigt § < ‘Zigf < ‘bl—,/.
Nach Voraussetzung gilt ‘gi—z, ¢ F, und damit b+ b’ > n. Im Fall b = b’ wire
a a+1 <

b_1 - b =

CL/

SallS]

(ii)) Wegen ggT(a,b) = 1 existieren teilerfremde ¢,d € Z mit bc — ad = 1. Indem man (¢, d) durch
(¢ + Aa,d + A\b) mit geeignetem X\ € Z ersetzt, kann man n — b < d < n annehmen. Es gilt

a a 1_ad+1_c

b v T b 4
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Im Fall § = Z—/l folgt ¢ = o’ und d = b aus ggT(c,d) = 1. Wegen d < n konnen wir also § > Z—/l
annehmen. Es folgt

¢ @ _oad_ 1
d v dv’ = dy’
a a ab—al 1
>z >
/ b by’ - by

Dies liefert den Widerspruch

1 bc—ad_g_a’ a/_g>i 1_b+d>n>i
bd bd —d UV 14 b = dy by  bbd bb'd ~— bd’

(iii) Aus (ii]) folgt a’'b —ab/ =1 =d"b' — a'V" und

b/(a//b _ ab//) — (a/b _ ab/)b// _|_ (a//b/ _ CL/b//>b — b + b//
a'(a"b—ab") = (a'b—ab)a" + (a"b — a'b")a = a+ad".

Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 5.7. Der Beweis liefert ein Verfahren zur Berechnung des Nachfolgers von § € F;,: Man
bestimme c¢,d € Z mit bc —ad = 1 und n —b < d < n. Dann ist § der Nachfolger von {. Beispiel:

3
2e Fio- Wegen7-1-3-2=1=7-(1+3)—3-(2+7) gilt & = 4.

Satz 5.8 (DIRICHLETs Approximationssatz). Firn € N und x € R existieren a,b € Z mit 1 <b<mn

und
1 1

a
—_2l< < —.
“7” b‘—b(nﬂ) R

Beweis. O.B.d. A. sei 0 < x << 1. Dann liegt x zwischen zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der
Farey-Folge Fy,:

a a
g<x§§.
Nach [Lemma 5.6] ist
g<x<a+a' oder M<:p a—/
b — b+ b+ -
mit
M_g_a'b—ab’_ 1 < 1
b+t bbb+ b) bbb S bntl)
a a+d adb—al 1

— — = < . O
Vbt bb+V) ~ bntl)

Bemerkung 5.9. Achtung: Nicht zu jedem b € N existiert ein a € N mit |z — §| < b%. Fir z = % und
b= 3 ist beispielsweise |§ — 4| > 1 > 1.

Beispiel 5.10. Wéhlt man fiir 7 ~ 3,14 die naheliegende Néherung 7 i’—(l)é = %, so erhélt man nur

1 1
1000 - 2550  50-51°

‘w _ %‘ —0,0015 >
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Besser ist die Ndherung ¢ = % mit

_ A _ 5. 107 -5 _
% 6)2510 <107 < s

Im Folgenden konstruieren wir solche Ndaherungsbriiche systematisch.

Bemerkung 5.11. Fiir ¢ € Z und b € N liefert der euklidische Algorithmus Folgen q1,q2, ..., g, =
ggT(a,b) und r1,...,7 mit @ = q1b+171, b = qoary +7r2, 11 = 22 +73,...,Ty—1 = @7y Dies lésst sich
in der Form

a N I N 1
b =1 % =4q1 1
q2 +
q3 +
1
an
schreiben.
Definition 5.12. Fir ap € R und ay,... € R\ {0} definieren wir [ag] := ag und [ag,...,an] =
[ag, ... ,an—2,an_1 + i] fiir n > 1. Es gilt also
1
lag, ...,an] = ap + .
a; +
az +
1
an
Im Fall ag € Z und aq,... € N nennt man [ay, ..., a,] einen Kettenbruch.
Satz 5.13. Jedes x € Q ldsst sich auf genau eine Weise als Kettenbruch x = [ag, ..., ay] darstellen,

wobet an > 2 fallsn > 1.

Beweis. Sei x = { mit ggT(a,b) = 1. Aus|Bemerkung 5.11|erhélt man natiirliche Zahlen gy, ...,q, =1
mit ¢ = [q1,...,qn). Im Falln > 1ist auch x = [q1, ..., ¢n—1+1] mit ¢,—1+1 > 2. Fiir die Eindeutigkeit

sei © = [ag,...,an] = [bo,...,by]. Firn =0 ist £ = a9 € Z. Dann ist auch m = 0 und ag = by, denn
anderenfalls wire 0 < z — by < 1 wegen b,, > 1. Sei nun n,m > 1. Wegen 0 < z — a9 < 1 und
0 <xz—1by <1 folgt ag = by. Aus [a1,...,a,] = m_lao = [b1,...,by] folgt induktiv n = m und a; = b;
firi=0,...,n. O

Beispiel 5.14.
(i)

19 1 1
S =24 - =24 ——=..=[21,272]
7 I 1
1+ -
2
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(ii) Die Umlaufzeit der Erde um die Sonne betrigt ca. 365,24219 Tage. Dies entspricht dem Ketten-
bruch [365,4,7,1,3,24,6,2,2]. Der Ndherungsbruch [365, 4] = 265 —i—% fiihrt auf die Schaltjahres-
regel des julianischen Kalenders (alle 4 Jahre ein zusétzlicher Tag). Die Naherung

31
4,7,1,3] = o
[365.4,7,1,3] = 365 + [

liefert eine genauerer Regel: 31 Schalttage alle 128 Jahre. Die derzeit giiltige Regel des gregoria-
nischen Kalenders (97 Schalttage alle 400 Jahre) ist ungenauer, aber leichter zu merken.

Lemma 5.15. Seiag € R, a1,... € R\ {0} und

(p07 qO) = (a()a 1)7
(p1,q1) = (apa1 + 1,a1),
(Prs qk) = (akDPr—1 + Dk—2, AkQk—1 + qr—2)

fiir k > 2. Dann gilt [ao,...,ak]:iﬂirk‘:O,...,n.

Beweis. Induktion nach k: Fiir &k = 0,1 gilt die Behauptung, denn % = %11“ =ap+ chl = [ag, a1].
Fiir k > 2 gilt
1 (ar + ak1+1 )Pk—1 + Pk—2
lag, - - ., ag1] = |ag, ..., ax + = T
Q41 (ar + 57 ) k-1 + k-2
1
_ PEF G PRl g aPr + Dkl _ P .
qr + ak]jHqu p41qk + qk—1 Qe+l

Beispiel 5.16. Wir berechnen den Kettenbruch [1,1,...,1] mit [Lemma 5.15

ag[1 1 1 11
pr|1 2 3 5 8
w|1 12 35

Hier sind px = qx+1 die Glieder der bekannten FIBONACCI-Folge (Aufgabe 3).

Folgerung 5.17. Sei [ao, ..., a,] ein Kettenbruch. Mit den Bezeichnungen aus gult

(1)) 1<q <qa<...undgqp>k firk € N.

k+1

(i4) prqr—1 — Pr—1qx = (=1) und

Pk D1 _ (_1)k+1

dr  qk—1 4k9k—1
firk=1,...,n. Insbesondere ist ggT(pg, qr) =1 fir k > 0.

(iti) Prar—2 — Pr—2ar = (—1)*ay, und
pr P2 _ (=1

qdk qr—2 qrqK—2

firk=2,...,n.
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Beweis.

(i) Nach Definition ist g9 = 1, ¢1 = a1 > 1 und induktiv ¢x = agqr—1 + qr—2 > qk—1 + Q-2 > Q-1 >
k—1.

(ii) Man kann die Definition von py und ¢ als Matrixgleichung auffassen:
pr po) _ (a0 1\ (a1 1
a1 qo 1 0 1 0 ’
(pk pk—1) _ (pk—1 pk:—Q) (ak; 1)
& Qr—1 k-1 qr—2) \1 0

k
Pk Pk—1 a; 1
P = =
" (qk qk_1> H(l 0)

0

Dann gilt

und prqp—1 — pr—1qr = det P, = (—1)¥1. Die zweite Gleichung folgt nach Division durch g_1qy.

Aukerdem folgt ggT (pg,qr) = 1 fiir k > 0.
(iii) Es gilt

Dk Pk—2 Dk—1 Dk—2 ap 0 k
o — D = det = det det = (—=1)%ag. OJ
Prilk=2 = P24k (qk %—2) (Qk—l Qk—z) <1 1> (=1)"ax

Lemma 5.18. Sei ag € Z und aq,... € N. Fir k € Ny sei ay = [ag, ..., ar]. Dann gilt
o) <oy < ...<ogp <ogp—1 < gp—3 < ...<0Ooq.

Insbesondere existiert der Grenzwert [ag, .. .] := limp_, o0 a.

Beweis. Nach [Folgerung 5.17| ist aop — Qo9 = q%‘gzﬂ > 0 und analog aor_1 — agr < 0 sowie

Qop—1 — aop—3 < 0. Fir k <[ gilt agp, < agp < agp—1 < o1 < aig—1. Dies zeigt

1 koo
o —og| < lapr, —ag| < < — —0.
| < loks | QUer1q K2
Also ist () eine Cauchy-Folge, die im vollstdndigen Raum R konvergiert. O

Bemerkung 5.19. In der Situation von [Lemma 5.18 nennt man « = [ao, ...] einen (unendlichen)
Kettenbruch und ay den k-ten Ndiherungsbruch von a.

Satz 5.20. Fir alle x € R\ Q existieren eindeutig bestimmte Zahlen ay € Z und ap,... € N mit
x = [ap,...].

Beweis. Wegen = ¢ Q existieren a; € Z und 0 < €, < 1 mit x = ag + €9 und 61;11 = ay, +e¢ fur k > 1.
Wegen e,;_ll > 1ist a; € N fiir £ > 1. Aullerdem gilt

r=ap+ € = [ao,eal] = [ao,a1 —i—eﬂ = [ao,al,el_l] =...= [ag,... 7ak,€;1]-
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fir K > 1. Aus folgt

1z — [ao o] = ‘ek "Dk + pr—1 ‘_’ (e "k + Pr— I)Qk_pk(fk qk + qr—1)
Y €L Yar + g1 (€ L + qr—1)ak
_ — 1 |BEI3 1 1
pk’_IIQk Prdqk 1‘ = — < —.
(e qk + ar—1)ax a ~ k
Dies zeigt © = [ag, . . .]. Sei auch & = [by, . . .] ein Kettenbruch. Dann gilt & = by + 79 mit 79 = [b1,...] L.
Aus 0 < 79 < 1 folgt 79 = €p und ag = bp. Nun gilt [a1,...] = egl = 70_1 = [b1,...] und man erhalt
a1 = by usw. O

Beispiel 5.21.

(i) Fiir m = 3,1415926. .. liefert der Algorithmus aus dem Beweis von [Satz 5.20

ap = 3, gt = 7,0625,

ar =17, el =15,9965. ..,
as =15, ' =1,0034...,
as =1, €31 =292,6345. ...

Also ist m = [3,7,15,1,292,...] (wegen Rundungsfehlern benétigt man mehr als die angegebenen
Nachkommastellen). Durch den hohen Wert 292 erhdlt man einen besonders guten Ndherungs-
bruch durch [3,7,15,1] = 222 ~ 3,1415929.

(ii) Fiir die eulersche Zahl e weifst der Kettenbruch ein offensichtliches Muster auf:
e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,.. ]

(ohne Beweis). Fiir 7 gibt es zumindest einen regelméfigen ,Kettenbruch* anderer Art:

12
T=3+ 52
6 + 52
0+ 6+...
(gefunden von LANGE, 1999).
(iii) Fiir den goldenen Schnitt z = 1+—2‘/5 giltz =1+21=[l2]=[11,..]=[1.

(iv) Der néchste Satz verbessert Dirichlets Approximationssatz.

Satz 5.22. Seix € R\ Q und n € N. Dann existiert g € Q mit g>n und

L

P 1
0<x—*<72 77,2

qa g

<

Beweis. O.B.d.A. sei z > 0 (anderenfalls betrachte man x+m > 0 fiir ein m € N). Sei = [ao, .. .| der

entsprechende Kettenbruch und % = % mit den Bezeichnungen aus|Lemma 5.15| Nach [Folgerung 5.17
und gilt

1
0<2— p < Pontt Poant1  P2n _ P2n+192n — P2n92n+1 <=

q q2n+1 q2n 92ngd2n+1 q

1
n2’

<
n
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Folgerung 5.23. Fiir jede Zahl a € N existiert einer 2-Potenz, die mit den Ziffern von a beginnt.

Beweis. Gesucht sind n, k € N mit a - 10F < 2" < (a + 1)10%, d.h.

logig(a) < nlog;y(2) — k < logjp(a+1). (5.1)

Nach |Aufgabe 9|ist log;((2) irrational. Nach |Satz 5.22| existieren p,q € N mit % < log(a + 1) — log(a)

und 0 <log;o(2) — £ < q%. Dann folgt

1
0<qlog(2)—p< p < log(a+ 1) — log(a).

Nun existiert ein s € N mit log(a) < s(qlog(2) — p) < log(a + 1). Die Gleichung (5.1 gilt also fiir
n = sq und k := sp. O

Beispiel 5.24. Welche 2-Potenz beginnt mit a = 77 Es gilt 0 < 101og;((2) — 30 < log;¢(8) —logo(7).
Man kann nun s = 83 wihlen und erhilt 2839, Allerdings beginnt bereits 246 mit einer 7.

Bemerkung 5.25. Sei ¢ € Q mit /g ¢ Q. Dann ist Q(,/q) := Q + Q,/q ein 2-dimensionaler Q-
Vektorraum mit Basis 1, ,/q. Wegen

(al + bl\/a)(ag + bg\/a) = (a1a2 + blbzd) + (albg + agbl)\/a S @(\/a)

ist Q(,/q) unter Multiplikation abgeschlossen. Fiir z := a + bv/d € Q(\/g) sei =* := a — b\/g (im Fall
q < 0 ist 2* = T das komplex-konjugierte von z). Es gilt z2* = a® — b?>q € Q. Aus der eindeutigen
Primfaktorzerlegung folgt leicht za* # 0 fiir  # 0. Ggf. ist 27! = % € Q(\/q). Dies zeigt, dass
Q(,/q) ein Kérper ist. Wie bei der komplexen Konjugation gilt

(ty) =a"Ty"
fir z,y € Q(,/q).

Satz 5.26 (EULER-LAGRANGE). Sei z = [ag,...] € R\ Q wie in|Satz 5.20, Genau dann ist x die
Losung einer quadratischen Gleichung mit Koeffizienten in Q, wenn die Folge aq, ... periodisch wird.

Beweis. Sei zunéchst x = [ag, ..., an) ein reinperiodischer Kettenbruch. Dann gilt = = [ag, -, an, 7]

und mit [Folgerung 5.17| ergibt sich x = % mit Pr, Pr—1,qk, @k—1 € N. Durch Umstellen erhélt

man eine quadratische Gleichung in x. Sei nun = = [ag, ..., an,b1,...,by) und y := [by, ..., by,]|. Dann
YPr+Pr—1

gilt * = [ag,...,an,y] und z = Yooy Wit Py Pr—1, Gk, ge—1 € N Nach dem ersten Teil ist y eine

Losung einer quadratischen Gleichung, sagen wir y = a + bv/d mit a,b € Q und d € N (p-g-Formel).
Nach [Bemerkung 5.25|folgt € Q(v/d) und es existieren a’, b’ € Q mit 2 = a/ +¥'+v/d. Also ist # Lésung
einer quadratischen Gleichung.

Sei umgekehrt & Losung einer quadratischen Gleichung. Dann existieren a,b € Z und d € N mit
r = ot b‘/a = “b+bv2 42 Tndem wir (a,b,d) durch (ab,b?, b*d) ersetzen, konnen wir b | d — a® annehmen.
Definiere

- d— k2
hi t \/ZZ7 a; = |ail, kit1i=aimi — ki, mip = ——L (1> 0).
: s

ko:=a, mg:=b, «;:=
mg
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Wegen mo =b | d — a? = d — k3 und
d— ki2+1 =d— aim? + 2a;m;k; — k‘? = mi(mi,l — a;m; + 2(17;]{},')
ist m; € Z fiir i € Ng. Wegen = ¢ Q ist d keine Quadratzahl und m; # 0. Aus 0 < g — ap < 1 und

a'lzki—l-l‘i‘\/g:mz(z—i-l“‘\/g): m; _ m; _ 1 o1
" Mit1 d—k?, Vd—kiy1  Vd—am;+k  i—a;

folgt induktiv a; > 1 fiir ¢ > 1. Dies zeigt

r=ap=ay+— =...=lag,...].
]

Mit den iiblichen Bezeichnungen gilt

_ QkPg—1 + P2 - QPk—1 + Pr—2

Q-1 + Q2 arqr—1 + qr—2

fur alle k > 2. Wie zuvor berechnet man mit

Qpqe—1 + qr—2 Qpqr—1 + qr—2
_ (g1 + pr—2) -2 + Pr—2(05 g1 + Gr—2) _ e 2(3} Dk 2)
O qr—1 + Qr—2 - qk—2

— Oé* — _ —_ _ a* _ _ _O[* _1 k;
04}:%71(96 _%> :az% 1(ape—1 + Pr—2) — Pr—1(Qfqe—1 + qr—2) £(-1)

Wegen ¢, > 0 und limg_, o Z—: =2 # 2’ muss ein N € N mit of <0 fir alle ¢ > N existieren. Dann

ist Q‘f = o; — o > 0und m; > 0. Wegen m;m;—1 = d — le ist 0 < m; < d und kH—l < d fir alle
1> N Insbesondere kénnen die Zahlen mg, my,... und kg, k1 ... nur endlich viele Werte annehmen.
Daher existieren s < t mit ag = ;. Dann gilt

xr = [O'Oy"')as—laat] = [a07"‘7at—17at] = [QO)' -, 051, 0Qg, - ")at—l]' 0

Satz 5.27. Genau dann ist x € R\ Q die Wurzel einer rationalen Zahl > 1, wenn der Kettenbruch
die Form

x = [ag,a1,...,aq,2a0] = [ag,aq,a4—1, - - ., a1, 2a0]

hat.

Beweis.

=: SeireQ, r>1,r=ap+ ¢ und 61;11 = ap + € mit 0 < ¢ < 1 wie im Beweis von.
Mit [Bemerkung 6.12{gilt —/r = ag+ ¢} und (¢;_;) " = a + ¢} Wegen € = —ag — /1 < —1ist
—1 < ()T < 0. Sei induktiv —1 < (¢f_;)~! < 0 bereits gezeigt. Dann ist €} = (¢} ;) ™' —ax <
—1und —1 < (e;)~! < 0. Dies zeigt ar, = (€;_;) "' — € = |—€;] fiir k > 1.

Nach [Satz 5.26|ist /1 = [ag, . - ., ag, egl] periodisch, sagen wir €, = ¢; mit k < [. Im Fall k > 1 ist
ap = |—€;] = |—€| = ajund ;1 = _;. Induktiv erhélt man e; = €,, d. h. /7 = [ag, a1, ..., a5)
mit s :=1—k + 1. Wegen 661 =lag, ..., a5 = [al,...,as,eal] gilt

-1 _ 651293 + Ps—1 _ Ps + Ps—1€0

—1 (5.2)
€y qs T Qs—1 qs + gs—1€0
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mit den tiblichen Bezeichnungen. Sei o := [as, as_1,.--,a1]. Wie im Beweis von [Folgerung 5.17

s€el s
Ds Ds—1 a; 1
P = =
* <qs QS—1> g (1 0>
Dann ist
D q " a 1
S S — Pt — < S$—1 >
<psl QS1> s zHO 1 0
und
_ ops + Qs
OPs—1 + ds—1 .

Man erhélt daraus quadratische Gleichungen mit den gleichen Koeffizienten:

ps—1€3 + (ps - q$—1)60 — Qs = 60(]75 +ps—1€0) - (QS + QS—lfo) 0,

ps—l(_0)2 + (ps - q$—1>(_0) — (s = U(Ups—l + QS—I) - (Ups + QS) =0.

Mit €g ist auch € # € eine Losung dieser Gleichung nach [Bemerkung 5.25 Wegen o > 0 > —¢

gilt daher
[@s, - a1] =0 = —€ = ap + /7 = 2ap + €0 = [2a9,ar,-- -, as).
Also ist ag = 2a¢g und a; = as_; firi=1,...,s — 1.
«: Sei x wie angegeben. Nach [Satz 5.26| existieren s,¢ € Q mit = = s + v/¢. Mit den Bezeichnungen

von oben ist eal = [a,...,aq,2ap| und

—€y = 0 = [2ap,aq4,...,a1] = [2&0,651] = 2ag + €.
Dies zeigt

5—\/7§:x*:ao—i—ez‘):—ao—eg:—x:—s—\/i
und s = 0. Wegen 2ag = ag41 > 1ist ¢ > 1. O

Bemerkung 5.28. Ist 0 < z = [ag,...] < 1, so gilt 271 = [0,a9,a1,...] >. Ist z = /7 fiir ein 7 € Q,
so kann man [Satz 5.27 auf 2~ anwenden und erhilt damit auch den Kettenbruch fiir .

Beispiel 5.29. Sei n = d? + 1 mit d € N. Dann gilt
1 1

7:(1_}_71
Vvn+d 2d+ g

\f:d‘i‘ :[d7ﬂ]'

Speziell gilt v/2 = [1,2], 1 + V2 = [2] und /5 = [2,4]. Andererseits ist v/14 = [3,1,2, 1, 6].

Satz 5.30 (PELLs Gleichung). Sei n € N keine Quadratzahl und P := {(p,q) € N? : p> — ng® = 1}.
Dann gilt P # &. Ist (p1,q1) € P mit p1 maoglichst klein, so gilt

P={(p,q) eN*:3k e N:p++ng= (p1 +vna)"}.
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Beweis. Sei y/n = [ag,a1,-.-,aq) der Kettenbruch aus [Satz 5.27| (die Struktur der Periode wird
nicht benétigt). Sei e ein gerades Vielfaches von d. Fiir 8 := (v/n —ag)™! = [a1,..., @) gilt /n =

lag, a1, ..., ae, 8]. Aus|Lemma 5.15(folgt

_ Bpe+pe—1  Pepe—1(v/n — ag)
Vn = = .
Be + -1 Ge + ge—1(v/n — ao)

Multiplizieren mit dem Nenner ergibt

NGe—1 + (ge — Ge—1a0) VN = Pe — Pe—1a0 + Pe—1V/N.

Da y/n irrational ist, sind 1 und y/n linear unabhéngig tiber Q. Man kann also Koeffizienten vergleichen:

Nde—1 = Pe — Pe—100, Qe — Qe—100 = Pe—1-
Dies zeigt
BI0(_qye

Pg_1 - ”qg_1 = (Qe - QeflaO)pefl - (pe - peflaO)Qefl = Pe—14e — Pele—1 =1,

d.h. (pe—1,Ge—1) € P. Sei nun (p1,q1) € P mit p; minimal. Seien k, s,t € N mit

(p1 + Vnq)* = s+ V/nt.

Dann gilt auch

s> = nt® = (s + Vnt)(s + vVnt)* = (p + vVng)*((p + Vng))F = (p* —ng®)F =17 =1,

d.h. (s,t) € P. Angenommen es gibt eine Losung (p,q) € N2 mit p + /ng # (p1 + v/nq1)* fiir alle
k € N. Dann existiert ein k € N mit (p1 + +/nq1)* < p+ /ng < (p1 + /nq1)*. Es folgt

1= (p1 +vaq) (1 — vVaa)* < (p+vng)(p1 — vVna)* < p1 + Vnar.

Es existieren s,t € Z mit (p4v/nq)(p1 — vnq1)* = s+ /nt. Wie oben ist s> —nt? = 1. Im Fall ¢ < 0 ist
0< (s++/nt)t =s—/nt <1und s < 0. Dann wire aber s + y/nt < 0. Also ist ¢ > 0. Im Fall s < 0
wire —s + /nt = —(s +/nt)"! < 0 mit —s,t > 0. Also ist s,¢ € N und (s,t) € P. Dies widerspricht
der Minimalitdt von p;. Damit folgt die zweite Behauptung. O

Bemerkung 5.31. Wie im Beweis sei d die Periodenlidnge des Kettenbruchs von y/n und e = kgV(2, d).
Man kann zeigen, dass das Paar (p, ¢) € P mit minimalem p durch (pe_1, ge—1) gegeben ist. Alle weiteren
Paare in P treten ebenfalls als Ndherungsbriiche auf (ohne Beweis).

Beispiel 5.32.

(i) Je langer die Periode des Kettenbruchs zu +/n ist, desto grofer werden die Paare (p,q) mit
p? —ng? = 1. Fiir v2 = [1,2] funktioniert jeder zweite Niaherungsbruch, also

(p,q) € {(3,2),(17,12),(99,70),.. .}.
Fir v61 =[7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14] ist die kleinste Losung

(p, q) = (1766319049, 226153980).
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(ii) (HERON- Verfahren) Fiir n € N ist y/n die Seitenlidnge eines Quadrats ) mit Flacheninhalt n.
Man versucht @ durch Rechtecke anzundhern. Im ersten Schritt wdhlt man die Seitenldngen

z1:=1und y; := % Sind die Seitenléngen xj < yi bereits bestimmt, so erhédlt man eine bessere

Tty
2

Fiir n = 2 erhélt man einige der Naherungsbriiche fiir v/2:

n
Tr+1

sein.

Seitenlédnge durch den Mittelwert x4 = . Die andere Seitenldnge muss ygy1 =

. 3 12577
T 5 17 108

Dieses Verfahren ergibt sich aus dem NEWTON- Verfahren zur Nullstellenbestimmung von f(z) =

x2—n.

6 Quadratische Zahlkorper

Bemerkung 6.1.

(i) Wir werden die eindeutige Primfaktorzerlegung von Z auf gewisse Teilringe R von C ausdehnen.
Wie bei Restklassenringen sei R* stets die Menge der invertierbaren Elemente von R.

(i) Fiir d € Q mit v/d ¢ Q hatten wir in |Bemerkung 5.25| den Korper Q(v/d) eingefiihrt. Sei d = -
mit 7, s € Z. Dann ist V/d = @ und Q(v/d) = Q(v/rs). Man kann also stets d € Z annehmen.

Wegen Vde? = v/de kann man auferdem annehmen, dass d quadratfrei ist, d. h. d ist nicht durch
das Quadrat einer Primzahl teilbar. Man nennt Q(v/d) einen quadratischen Zahlkérper. Tm Fall
d > 0 bzw. d < 0 spricht man von reell-quadratischen bzw. imagindr-quadratischen Zahlkorpern.

Definition 6.2. Fiir d € Z quadratfrei sei

S:Q(Vd) - Q, a+bVd— 2a,
N:Q(Wd) = Q, a+bVd— a®—b%d

die Spur bzw. Norm.

Bemerkung 6.3.
(i) Tm Fall d < 0 ist N(z) = 27 = |z|? fiir z € Q(V/d).
(ii) Fiir # = a + bvVd € Q(Vd) gilt
2% — S(z)x + N(z) = a® + b2d + 2abVd — 2a(a + bVd) + a® — b*d = 0.

Lemma 6.4. In jedem quadratischen Zahlkorper Q(\/d) gilt S(z +y) = S(z) + S(y) und N(zy) =
N(z)N(y) fir z,y € Q(Vd).

Beweis. Die Gleichung S(z+y) = S(x)+ S(y) ist trivial. Auferdem ist N(zy) = xy(xy)* = zyx*y* =
za*yy* = N(z)N(y) nach [Bemerkung 5.25| O

Definition 6.5. Man nennt 2 € Q(v/d) ganz-algebraisch, falls S(z), N(x) € Z gilt. Sei Z4 die Menge
der ganz-algebraischen Zahlen in Q(v/d).
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Bemerkung 6.6. Nach [Bemerkung 6.3] ist eine ganz-algebraische Zahl x Nullstelle des normierten
ganzzahligen Polynoms X? — S(z)z + N(x).

Satz 6.7. Firde Z\ {0,1} quadratfrei gilt

24722 falsd=1 (mod 4),
4 7, + Z\/& sonst.

Insbesondere ist Zg ein Ring.

Beweis. Zunichst gilt offensichtlich Z+7Z+v/'d C Zg. Sei umgekehrt x = a+bvd € Zg. Aus S(z) = 2a € Z
und N(z) = a? — b%d € Z folgt (2b)?d = S(z)? — 4N(x) € Z und 2b € Z, da d quadratfrei ist. Sei also
xr = %1‘/3 mit ai, by € Z. Wegen N(z) = @ € Z gilt a2 = b?d (mod 4) mit d # 0 (mod 4). Ist
d =2,3 (mod 4), so miissen a; und by gerade sein, denn a? = 0,1 (mod 4). Ggf. ist 2 € Z + Zv/d. Sei
nun d =1 (mod 4). Ist a; ungerade, so muss auch b; ungerade sein. In diesem Fall ist

—b 1 d 1 d
B B Sl I LA S L)

2 2 2
Umgekehrt gilt hier auch Z + ZHT‘/Q C Zg.

Fiir die zweite Behauptung muss nur die Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation im Fall d = 1 (mod 4)
gezeigt werden:

d—1 1++d
+ (a1by + agby + b1by) 2\[- O

1+2\/ﬁ)<a2+621+\/3

(al + b1 5

) = ajaz + b1bo

Definition 6.8. Man nennt Z; den Ganzheitsring von Q(\/ZZ) Die Elemente von Z_1 bzw. Z_3 nennt
man Gauf-Zahlen bzw. EISENSTEIN-Zahlen.

Lemma 6.9. Fird e Z\ {0,1} quadratfrei gilt
r€Z; < N(z)=+l

Beweis. Fiir ¥ = a + bV/d € Z) gilt N(z) € Z und N(z)~! = N(z7!) € Z. Dies geht nur fiir
N(x) = £1. Sei umgekehrt N(z) = £1. Aus 27! = N%x) (a — bV/d) folgt S(z~') = +S(x) € Z und
N(z™') = N(z) € Z. Also ist = € Z}. O

Satz 6.10. Fiir d < 0 quadratfre: gilt

(i) = {1, +i} falls d = —1,
<—1> = {il} sonst.

Fird>1 gilt |Z;| = oo.
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Beweis. Selbstverstindlich gilt in allen Féllen £1 € Z. Sei z = a + bVd e Z; . Nach ist
a? —b%d = N(z) = £1. Im Fall b = 0 ist # = a = £1. Sei also b # 0. Sei zuniichst d < 0. Dann ist
1ld| < a® +b?|d| = 1 und |d| < 4. Da d quadratfrei ist, erhélt man d € {—1,—2,—3}. Im Fall d = —1
sind a,b € Z und es folgt a,b € {£1}. Im Fall d = —2 ist b € Z und damit b = 0. Sei schlieflich d = —3
und a = a1/2 sowie b = b1 /2 mit aj,b; € Z. Aus a? + 3b? = 1 folgt a1,b; € {£1}. Dies ergibt die
an%eﬁgebenen sechs Elemente. Es handelt sich um die Gruppe der sechsten Einheitswurzeln, die von
14+v/=3
2

erzeugt wird.

Sei jetzt d > 1. Nach der Pellschen Gleichung existieren unendlich viele a,b € Z mit a®> — b*>d = 1. Die
Behauptung folgt daher aus O

Definition 6.11. Sei R C C ein Teilring.

e Fiir a,b € R schreiben wir (wie iiblich) a | b, falls ein ¢ € R mit ac = b existiert. Man sagt dann:
a teilt b, a ist ein Teiler von b usw. Auferdem sei a = b (mod ¢), falls ¢ | a — b. Die Menge der
Vielfachen von a sei Ra = {ra : r € R}. Die Restklassen nach a haben die Form b+ Ra.

e Wie in [Definition 1.9| definiert man die Menge der gemeinsamen Teiler gT(a,b) fir a,b € R.
Besteht gT(a,b) nur aus invertierbaren Elementen, so nennt man a und b teilerfremd. Man nennt

g € gT(a,b) einen grofiten gemeinsamen Teiler von a,b, falls x | g fir alle x € gT(a, b) gilt.
e Man nennt a,b € R assoziiert, falls a | b | a gilt.

e Man nennt p € R\ (R* U{0}) ein Primelement, falls fiir alle a,b € R gilt: p|ab=p|aVp|b

(vel. [Commia 2.3).

Bemerkung 6.12.
(i) Fiir a,b,c,d,e € R C C gelten die iiblichen Rechenregeln:

+1a|0,

0la <= a=0,

alblec = alc,

al|b,c = al (bd+ ce).

(ii) Die Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf R. Sind a,b € R assoziiert, so existieren 7, s € R
mit ar = b und bs = a. Es folgt a(l —rs) =a—ars =a—bs =a—a = 0. Im Fall a = 0 ist
auch b = 0. Anderenfalls ist rs = 1 und r» € R*. Gilt umgekehrt ar = b mit » € R*, so auch
br~! = @ und man erhilt a | b | a. Also sind a,b genau dann assoziiert, wenn ein » € R* mit
ar = b existiert.

(iii) Im Gegensatz zu Z existieren grofte gemeinsame Teiler nicht immer und selbst wenn sie existie-
ren, sind sie nur bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt (in Z hatten wir zusétzlich ggT > 0
gefordert, was in C keinen Sinn ergibt).

(iv) Das nédchste Lemma rechtfertigt die Bezeichnung ,Primelement®.

Lemma 6.13. Sei R C C ein Teilring und p € R ein Primelement. Fxistieren a,b € R mit p = ab, so
ista € R* oder b € R*.
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Beweis. Nach Definition ist p ein Teiler von a oder b, sagen wir p | a. Wegen a | p sind a und p
assoziiert. Nach [Bemerkung 6.12| existiert 7 € R* mit p = ar. Es folgt a(b—r) = 0. Wegen p # 0 # a
gilt b=r € R*. O

Lemma 6.14. Set R C C ein Teilring. Seien p1,...,pPs,q1,---,q € R Primelemente mit p1...ps =
q1-..q:- Dann ist s =t und bei geeigneter Nummerierung ist p; zu q; assoziiert firi=1,...,s.

Beweis. Induktion nach s: Im Fall s = 0 ist ¢1...¢: = 1 und ¢1 € R*. Da Primelemente nicht
invertierbar sind, gilt ¢ = 0. Sei nun s > 1 und die Behauptung fiir s — 1 bereits bewiesen. Aus
Ps | D1---ps =q1...q folgt ps | ¢; fiir ein ¢ € {1,...,t}, sagen wir i = ¢. Sei also e € R mit pse = ¢.
Nach |[Lemma 6.13| gilt e € R*. Insbesondere sind p; und ¢; assoziiert. Es folgt
(P1---Ps—1—q1---q—1€)ps =p1...Ps —q1-..q = 0.

Wegen ps # 0ist p1...ps—1 = q1 - .. (q—1€). Nach Induktion ist s = ¢ und bei geeigneter Nummerierung
ist p; zu q; bzw. zu q,_1e assoziiert fiir : = 1,...,s — 1. Dies zeigt die Behauptung. O

Definition 6.15. Ein Teilring R C C heift
. faktom'elﬂ, falls jedes Element aus R\ (R* U {0}) ein Produkt von Primelementen ist.

o cuklidisch, falls eine Abbildung H: R — Ny mit folgender Eigenschaft existiert: Fiir alle a,b € R
mit b # 0 existieren ¢,7 € R mit a = ¢b+r und H(r) < H(b) (Division mit Rest).

Bemerkung 6.16.

(i) Sei R C C faktoriell und P C R ein Repriisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen assoziierter
Primelemente (zum Beispiel die Primzahlen in R = Z). Nach|[Lemma 6.14] besitzt jedes z € R\ {0}
eine eindeutige Primfaktorzerlegung

r=c¢e H p’/p(x)

peEP

mit e € R* und vp(x) € Ny fiir p € P. Fiir z,y € R\{0} gilt x | y genau dann, wenn v,(z) < vp(y)
fir alle p € P. Fiir 21,...,2, € R\ {0} setzt man

ggT(l'l, A ,xn) = H pmin{l/p(xl),...,z/p(xn)}’
peP

kgV(z1,...,xy) 1= H pmax{”f’(xl)""’yp(x”)}.
peP

(ii) In jedem euklidischen Ring R C C lésst sich ein grofiter gemeinsamer Teiler fir a,b € R\ {0} mit
dem erweiterten euklidischen Algorithmus bestimmen:

e Setze (zo,y0,20) = (1,0,a), (z1,y1,21) :== (0,1,b) und &k := 0.
e Solange 241 # 0 wiederhole:
(Thr2s Ynr2 2ht2) = (Th — Doy 1Qht 1, Yk — Y10kt 1, Tht 1),

wobel 2 = qgt12k+1 + Tk+1 mit H(rer1) < H(2k41)-

Ooder ZPE-Ring (Zerlegung Primelemente eindeutig) bzw. im Englischen UFD (unique factorization domain)
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o Fiir zp1 = 0 ist 2, = xxa + yxb ein ggT von a und b.

Wegen H(rp+1) < H(zg41) gilt zx+1 = 0 nach endlich vielen Schritten. Wie in [Satz 1.11] zeigt
man gT(a,b) = gT(zx,0). Allerdings ist nicht klar, wie man in der Praxis die Division mit Rest
ausfiihrt.

Lemma 6.17. In jedem euklidischen Ring R C C kann man die Funktion H so wdhlen, dass fiir alle
a,be R mitb#0 gilt:

(i) H(a) < H(ab).

(i1) Ist a # 0, so gilt H(a) = H(ab) <= be R*.
(i) H(a) = H(1) <= a € R*.

Beweis. Sei

H' = i H(ab
(a) =, min  H(ab)

fir a € R. Dann gilt H'(a) < H(al) = H(a). Fiir a,b € R mit b # 0 existiert ein ¢ € R\ {0} mit
H'(b) = H(bc). Wegen bc # 0 existieren ¢,r € R mit a = gbc+ r und H'(r) < H(r) < H(bc) = H'(b).
Fiir ¢’ = gc gilt also a = ¢'b+r und H'(r) < H'(b). Also ist R bzgl. H' euklidisch.
(i) Sei ¢ € R mit H'(ab) = H(abc). Dann gilt H'(a) < H(a(bc)) = H'(ab).
(ii) Ist b € R*, so folgt H'(a) < H'(ab) < H'(abb™') = H'(a) aus (). Sei umgekehrt H’(a) = H'(ab).
Division mit Rest liefert ¢, 7 € R mit a = g(ab) +r und H'(r) < H'(ab). Also ist H'(a(1 — gb)) =
H'(r) < H'(a) und gb = 1 nach (). Dies zeigt b € R*.

(iii) Folgt aus mit a = 1. O
Satz 6.18. Euklidische Ringe sind faktoriell.

Beweis. Sei R euklidisch mit H wie in Wir zeigen durch Induktion nach H(z), dass
jedes x € R\ (R* U{0}) ein Produkt von Primelementen ist. Sei p € R\ R* ein Teiler von z,
sodass H(p) moglichst klein ist (notfalls p = z). Seien a,b € R mit p | ab. Angenommen p ist zu
a und zu b teilerfremd. Nach dem erweiterten euklidischen Algorithmus existieren «, 8,7v,d € R mit
ap + Ba =1 = ~p+ 6b. Dann wire aber

p | Bdab + Byap + adbp + ayp? = (ap + Ba)(yp + 6b) = 1.

Sei also 0.B.d. A. ¢ € gT(a,p) \ R*. Aus ¢ | p | = folgt H(q) = H(p). Nach [Lemma 6.17| sind p und
q assoziiert und daher p | ¢ | a. Dies zeigt, dass p ein Primelement ist. Sei y € R mit x = py. Nach
gilt H(y) < H(x). Nach Induktion ist y ein Produkt von Primelementen und somit auch
x. O

Lemma 6.19. Seid € Z\{0,1} quadratfrei. Ezistiert fiir jedes x € Q(v/d) ein a € Zg mit |[N(x—a)| <
1, so ist R euklidisch.

Beweis. Sei R := Zq und H(a) := |N(a)| fir a € R. Fiir a,b € R mit b # 0 existiert ¢ € R mit
IN($ —q)| < 1. Mit r :=a — bg € R folgt

H(r) = [N(a = bo)| = IN®I|N(§ — )| < IN@®)] = H). =
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Satz 6.20. Fird e {—11,-7,-3,—-2,—-1,2,3,5,6,7,13,17,21,29} ist Zy euklidisch.

Beweis. Wir wenden |Lemma 6.19|an. Sei z+3v/d € Q(v/d) mit x,y € Q gegeben. Fiird € {—2,-1,2,3}

wihlen wir a,b € Z mit |z — al, |y — b| < . Dann gilt

IN((x +yVd) — (a+bVd))| = |(z — a)? — d(y — b)?| < ~(|d] + 1)

=

und die Behauptung folgt (fiir d = 3 ist die Ungleichung strikt). Sei nun d € {—11,—-7,—-3,5}. Dann
kann man a,b mit

(o)~ (o) = (oo g) o 5) < 5 <

wahlen. Fiir die restlichen Werte benétigen wir eine Fallunterscheidung;:

(i) d € {6,7}: Sei

1 1

|z —a| < 5 falls ly —b)* < 7
1 1 )
igla:—algl falls 7<\y—b]2 YPL

1<| y<3 fall 5<| b|* <
sEmasy R g s 4

Dann gilt
i =1 falls [y — b < 3,
((z —a)? —d(y —b)?| < i 1 fallsd<|y—b|2<4d,
—5=1 falls 2 <|y—b* <]
(ii) d € {13,17,21,29}: Anstelle von |z — a| und |y — b| kann man hier |z —a — %| und |y — %| wie im
Fall d € {6,7} wihlen. Die Abschidtzungen gelten dann genauso, da man zusatzlich |y — %| < i
erreichen kann. O

Beispiel 6.21.

(i) Wir zeigen, dass Z_5 = Z + +/—5Z nicht faktoriell ist (und damit auch nicht euklidisch). Es gilt
2|23 =(14+v/-5)(1—/=5). Wegen N(2) = 4 und N(14+/=5) = 6 kann 2 nicht 1++/=5 teilen.
Daher ist 2 kein Primelement. Nehmen wir an, es gibt eine Faktorisierung 2 = xy mit =,y € Z_s.
Wegen N (a + by/—5) = a® + 5b% # 2 fiir alle a,b € Z muss N(z) = 1 oder N(y) = 1 gelten. Also
ist © € ZX; oder y € Z*;. Dies zeigt, dass sich 2 nicht als Produkt von Primelementen schreiben
lasst.

(ii) Man kann zeigen, dass Zg4 bzgl. H(a) = |N(a)| genau dann euklidisch ist, falls
de{-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13, 17,19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73}..

Fiir d < 0 gibt es generell keine weiteren euklidischen Ringe Z4. Andererseits sind Zi4 und Zgg
euklidisch und man vermutet, dass es unendlich viele weitere euklidische Ringe mit d > 0 gibt.
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(iii) HEEGNER gezeigt, dass Zg fiir negative d genau dann faktoriell ist, falls
—-de{1,2,3,7,11,19,43,67,163}

(Heegner-Zahlen). Insbesondere gibt es faktorielle Ringe, die nicht euklidisch sind. Damit ldsst
sich begriinden, warum

™I163 — 962537412640768743,99999999999925 . . .

fast eine ganze Zahl ist (ohne Beweis).

(iv) Man nennt x € C algebraisch, falls z Nullstelle eines nicht-konstanten Polynoms mit Koeffizienten
in Q ist. Da sich diese Polynome abzéhlen lassen, existieren nur abzdhlbar viele algebraische
Zahlen. Es gibt daher iiberabzéhlbar viele Zahlen, die nicht algebraisch sind. Sie nennt man
transzendent. Nach dem Satz von LINDEMANN|ist m &~ 3,14 transzendent (ohne Beweis). Fiir eine
transzendente Zahl x € C erhélt man nach einen euklidischen Ring

n
Zlzx] == {Zai:pi :n €N, ag,...,a, € Z}.
=0

Satz 6.22. Fiir jedes Primelement m € Z_1 gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) 7 ist zu 1 41 assoziiert.

(ii) m ist zu einer Primzahl p = 3 (mod 4) assoziiert.
(i5i) 7T =p =1 (mod 4) fir eine Primzahl p und m ist nicht zu T assoziiert.
Beweis. Sei R := Z_j. Wegen 7 ¢ R* ist 7 | 77 = |r|?> > 2. Daher teilt 7 einen Primteiler p
von |rr|?. Teilt m auch ¢ € P\ {p}, so teilt 7 auch ggT(p,q) = 1 und man erhiilt den Widerspruch
m € R*. Also ist p die einzige durch 7 teilbare Primzahl. Man kann somit die Primelemente in R
bestimmen, indem man die Primzahlen in Primelemente zerlegt. Jedes m € R mit |7|?> € P ist wegen

Lemma 6.13| ein Primelement in R. Insbesondere ist 141 € R ein Primelement und 2 = —i(1 +1i)? ist

die Primfaktorzerlegung von 2 (man sagt: 2 ist verzweigt).
Sei nun p =3 (mod 4) und 0,7 € R mit p = o7. Dann ist
lo7]? = p?. (6.1)

Wegen a?+b% # 3 (mod 4) fiir alle a, b € Z hat die Gleichung a?+b? = p keine ganzzahligen Losungen.
Dabher ist o oder 7 invertierbar und p ein Primelement in R (man sagt: p ist trige).

Sei schlieklich p =1 (mod 4) und ¢ := (p — 1)/2 € 2Z. Nach Wilson (Aufgabe 22]) ist
q
—1=@p-D'=[[kp—k=(=D%)*=(@)* (modp).
k=1
Dies zeigt p | (¢!)2 +1 = (¢! —i)(¢! +1). Wire p ein Primelement in R, so wire p = p | ¢! £i und
0#2¢'=(¢!+1)+ (¢ —1) =0 (mod p).

Also ist p kein Primelement und nach existiert ein Primteiler 7 | p mit 77 = p. O.B.d. A. sei
7 | ¢! +1i. Angenommen 7 und 7 sind assoziiert. Dann wéren 7 und 7 Teiler von ¢! +1i und daher auch
Teiler von 2 =i((q! — i) — (¢! +1)). Wir wissen aber bereits, dass jedes Primelement nur eine Primzahl
teilt. Daher sind 7 und 7 nicht assoziiert (man sagt: p ist zerlegt). O
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Satz 6.23 (GIRARD). Genau dann lisst sich n € N als Summe von zwei ganzzahligen Quadraten
schreiben, wenn die Vielfachheit jeder Primzahl p = 3 (mod 4) in der Primfaktorzerlegung von n
gerade ist. Insbesondere ist jede Primzahl p =1 (mod 4) Summe zweier Quadrate.

Beweis (DEDEKIND).
=: Sein = a?+b? = (a+bi)(a—bi) mit a,b € Z. Nach [Satz 6.22|erhilt man die Primfaktorzerlegung
von a + bi € Z_; wie folgt

a+bi=e(l+i)% H P H ngﬂfp%
peP peP
p=3 (mod 4) p=1 (mod 4)
mit e € {£1, i} und d2,y,d, € Nog. Daher ist
n=|a+bi|? = 2% H p2or H portop

p€eP peEP
p=3 (mod 4) p=1 (mod 4)

die Primfaktorzerlegung von n.

<: Nach Voraussetzung ist

n = 2(52 H p26p H pép _ ‘04’2

p€EP peP
p=3 (mod 4) p=1 (mod 4)
mit
o= [ o [ ez
p€EP peP
p=3 (mod 4) p=1 (mod 4)
Daher existieren a,b € Z mit o = a + bi und a? + % = |a|?> = n. O

Lemma 6.24. Sei p eine Primzahl und a € Fy,. Dann existieren x,y € ), mit 2 +y?=a.

Beweis. Fir p = 2 wahlt man = := a und y := 0. Sei also p ungerade und ¢ := (p — 1)/2. Fiir
0 <k, <qgilt

k=1 (modp) «— (k+1)(k—1)=0 (modp) <= k==xk (modp) <— k=1,

da I, ein Korper ist. Man hat also ¢ + 1 paarweise verschiedene Reste modulo p. Analog sind auch
a—k? fir k=0, ..., q paarweise verschieden modulo p. Wegen 2(¢+ 1) = p+ 1 > p existieren z,y € Z
mit 22 = a — y? (mod p) nach dem Schubfachprinzip. Also gilt 22 + y? = a in Fy. O

Satz 6.25 (LAGRANGEs 4-Quadrate-Satz). Jede natirliche Zahl ist die Summe von (hdchstens) vier
Quadratzahlen.

Beweis. Indem wir 0 = 0% als Quadratzahl zulassen, konnen wir zeigen, dass jedes n € N die Summe
von (genau) vier Quadratzahlen ist. O.B.d. A. sei n > 3. Sei p ein Primteiler von n. Im Fall p < n
konnen wir durch Induktion nach n annehmen, dass p und n/p Summen von vier Quadraten sind.
Wegen der eulerschen Identitdt

(af + a3 + a3 + af) (b + b5 + b3 + b3) = (a1by + azbs + agbs + asbs)?

6.2
+(a1b2 — ashy + agby — a4b3)2 + (alb3 — asby + agby — a2b4)2 + (alb4 — agby + asbs — a3b2)2 ( )
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ist dann auch n eine Summe von vier Quadraten. Sei also n = p € P. Nach diirfen wir
p = 3 (mod 4) voraussetzen. Nach existieren x,y € Z mit 22 + y?> = 0 (mod p). Indem
man x bzw. y notfalls durch —x bzw. —y ersetzt, kann man 0 < x,y < p%l annehmen. Dann gilt
22+ 9% < p; < p?. Insbesondere ist die Gleichung 22 + 23 + 23 + 22 = hp fiir ein h < p l6sbar. Sei h
minimal mit dieser Eigenschaft. Nehmen wir h > 1 an. Sei zunéchst h gerade. Dann ist die Anzahl der

ungeraden Quadrate mZQ gerade (moglicherweise 0). Bei geeigneter Nummerierung gilt 2 | 1 &+ 22 und
2| x3 + x4. Es folgt

T1 + 92 1 — T2\2 T3+ x4\ 2 T3 — T4\ 2 1 h
< 2 >+( 2 )+< 2 )+( 2 ):i(x%+$%+m§+$‘2‘):§p

im Widerspruch zur Wahl von h. Also ist h > 3 ungerade. Seien yi,...,y4 € Z mit y; = x; (mod h)
und |y;| g%ﬁirizl,...,él. Im Fall (y1,...,y4) = (0,...,0) ist K2 | 23 + ...+ 23 = hp und h | p.
Dann wire aber h > p. Also gilt 0 < y?+...+y <h?und y? +...+yf =22 +...+23 =0 (mod h).
Also existiert ein 1 < k < h mit y? + ...+ y7 = kh. Wegen gilt hp - kh = 22 + ... + 23 mit

21 =21y + Tayo + a3ys + Tays =] + a3+ a5+ =hp=0 (mod h),
29 = T1Y2 — ToY1 + T3ya — Tay3 = T1T2 — o1 + X324 — Tax3 =0 (mod h),
23 = T1Y3 — T3Y1 + TY2 — Toys = T1x3 — T3T1 + T4T2 — Toxg =0  (mod h),

24 = T1Y4 — TaY1 + T2y3 — T3y2 = T1X4 — T4T1 + T2x3 — x3x2 =0 (mod h).

2

Damit erhédlt man kp = (Zh—l)z + ...+ (%4) im Widerspruch zur Wahl von h. O

Bemerkung 6.26. Es gibt einige verwandte Quadrat-Sétze, die wir ohne Beweis angeben:

(i) (LEGENDRESs 3-Quadrate-Satz) Genau dann ist n € N eine Summe von drei Quadraten, wenn
n nicht die Form 4%(8b + 7) mit a,b € Ny hat. Zum Beispiel ist 7 nicht die Summe von drei
Quadraten. Eine Beweisrichtung ist leicht , aber die andere Richtung ist schwieriger
als der 4-Quadrate-Satz.

(ii) (WARING-Problem) Fiir jedes k € N existiert ein wy € N, sodass jede natiirliche Zahl die Summe
von hochstens wy, nicht-negativen k-ten Potenzen ist. Nach dem 4-Quadrate-Satz kann man wo =
4 wahlen. Aufserdem gilt ws =9, wy = 19 und allgemein wird vermutet, dass

3k .

fir £ > 2 das kleinste wy, ist (vgl. [Aufgabe 37)). Man vermutet, dass jede natiirliche Zahl die
Summe von vier ganzzahligen Kubikzahlen ist. Dariiber hinaus wird vermutet, dass bis auf endlich
viele Ausnahmen jede natiirliche Zahl die Summe von vier nicht-negativen Kubikzahlen ist.

(iii) (MORDELL-Problem) Jede Zahl n = 4,5 (mod 9) ist nicht die Summe von drei ganzzahligen
Kubikzahlen, denn a® = —1,0,1 (mod 9). Man weif nicht, ob alle anderen Zahlen die Summe
von drei Kubikzahlen sind. Dies hat man bis n < 113 iiberpriift. Der letzte ausstehende Fall
n = 42 wurde 2019 gelost:

42 = (—80538738812075974) 4 80435758145817515° + 12602123297335631°.

(iv) Aus dem Beweis von [Satz 6.23| und der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z_; folgt, dass sich
jede Primzahl p =1 (mod 4) nur auf eine Weise als Summe von Quadraten schreiben lésst (bis
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auf Reihenfolge der Quadrate). Die Anzahl der moglichen Zerlegungen einer natiirlichen Zahl n
als Summe von vier Quadraten ist durch |[JACOBIs Formel

‘{(a,b,c,d) €Z4:a2+b2—|—02—|—d2:n}‘ =8 Z d
41d|n

gegeben. Fiir n = 28 erhalt man

Z d=1+4+2+4T7+14 = 24.
4td|28

Also gibt es 8-24 = 192 Méglichkeiten 28 als Summe von vier Quadraten zu schreiben. Allerdings
entstehen all diese Moglichkeiten durch Permutation von Vorzeichenwahl aus

28 =524+ 124+124+12=424+922 41922192232 132132412

7 Fermats letzter Satz

Bemerkung 7.1. Wir besprechen in diesem Kapitel zwei Spezialfdlle des beriithmten letzten Satz von
Fermat. Dabei spielt der euklidische Ring der Eisenstein-Zahlen Z_3 eine Rolle.

Satz 7.2 (PYTHAGORAS). Ein Dreieck mit den Seitenlingen a, b und c ist genau dann rechtwinklig,
wenn (bei geeigneter Beschriftung) a® + b* = ¢? gilt.

Beweis. Alle Beweise setzen gewisse geometrische Postulate voraus, die auf EUKLIDs Elemente zu-
riickgehen. Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten a, b, c:

A ¢ D B

Die Dreiecke ABC und ADC haben neben dem rechten Winkel auch den Winkel an A gemeinsam. Sie
sind daher @hnlich. Analog sind auch ABC und DBC #hnlich. Fiir die Seitenléngen gilt daher ¢ = 2
und g = . Es folgt

a® + 0% = cey + cep = (e + ¢2) = .

Seien nun a, b, ¢ die Seitenlingen eines beliebigen Dreiecks A, sodass a? + b? = ¢? gilt. Sicher existiert
ein rechtwinkliges Dreieck A’ mit den Seitenlédngen a,b, ¢, wobei ¢ die grokte Seite ist. Nach dem

ersten Teil des Beweises gilt (¢/)? = a? + b% = ¢? und somit ¢ = ¢. Also sind A und A’ kongruent. Mit
A’ ist auch A rechtwinklig. O

Definition 7.3. Man nennt (a,b,c) € N® ein pythagoreisches Tripel, falls a® + b* = 2.
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Satz 7.4 (EUKLID). Jedes pythagoreische Tripel hat die Form
d(2st,t* — 52,12 + %) bzw. d(t? — 5%, 2st,t* + 5?)

wobei d, s,t € N mit s < t. Umgekehrt liefert jede Wahl dieser Parameter ein pythagoreisches Tripel.
Insbesondere gibt es unendlich viele pythagoreische Tripel.

Beweis. Sei (a, b, c) ein pythagoreisches Tripel und d := ggT(a,b). Dann ist d? ein Teiler von a? +b% =
c?. Nach der eindeutigen Primfaktorzerlegung ist d ein Teiler von c. Folglich ist auch é(a,b, ¢) ein
pythagoreisches Tripel. Wir kénnen daher ggT(a,b) = 1 annehmen. Insbesondere ist a oder b ungerade.
Sind beide ungerade, so ergibt sich der Widerspruch ¢? = a?+b? = 2 (mod 4). O.B.d. A. sei also a = 2k
und b ungerade. Dann ist auch ¢ ungerade und man erhalt
c+bc—1> cz—bz_a2

7:2
A R ek dal (7.1)

Sei e € N ein gemeinsamer Teiler von 52 und %°. Dann teilt e auch %b + %b = csowie %
Folglich teilt e auch ¢ — b = a?. Wegen ggT(a,b) = 1 ist daher e = 1, d.h. %b und %7 sind
teilerfremd. Jeder Primfaktor von k teilt also entweder den ersten oder den zweiten Faktor in (7.1)).

Dies liefert s,t € N mit s < t und

ctb c—b ib_c;b_b
5 = 0.

b —b
C;— :tQ, C2 :32, st=k.
Wir berechnen
a = 2k = 2st,
b:c+b_c—b:t2_52,
2 2
c+b c—b 5 5
c 2 + 5 + s

Sind umgekehrt d, s,t € N mit s < ¢ gegeben, so ist (a, b, c) := d(2st, % — s2,t> + 5?) € N3 mit

a? 40?2 = d2(4s22 + (12 — s7)2) = 2(t* + 222 + s) = (12 + 52)? = 2. O

Beispiel 7.5. Fiir (d,s,t) € {(1,1,2),(1,2,3)} erhilt man die pythagoreischen Tripel (3,4,5) und
(5,12,13). Fur (d, s, t) € {(1,1,3),(2,1,2)} erhdlt man jeweils (6, 8,10). Man kann die Zahlen d, s,t in
eindeutig machen, indem man zusétzlich ggT(s,¢t) =1 und s Z ¢ (mod 2) fordert.

Satz 7.6 (FERMATS ,letzter” Satz). Fiir n > 3 ewistiert kein Tripel (a,b,c) € N3 mit a™ + b" = c".

Bemerkung 7.7.

(i) Angenommen a, b, ¢ € Z erfiillen a+b"™ = ¢". Ist n gerade oder a, b, ¢ < 0, so gilt auch |a|™+|b|™ =
|c|™. In allen anderen Fillen kann man notfalls ¢ mit a oder b vertauschen, um |a|™ + [b|" = |c|™
zu erreichen. Fermats letzter Satz (kurz FLT) zeigt, dass mindestens eine der Zahlen a, b oder ¢
Null sein muss. In Z3 gibt es daher nur triviale Losungen. Das Gleiche gilt offenbar auch iiber Q
(multipliziere mit gemeinsamen Nenner).

46



(ii) Ist fiir n bewiesen, so auch fiir nk mit k& € N, denn jede Losung a™ + 0™ = ¢ fiir
nk liefert eine Losung (a®)™ + (b%)" = (¢¥)" fiir n. Man braucht daher ,nur” fir n =4
und ungerade Primzahlen beweisen. Fermat hat seinen Satz nur fiir n = 4 bewiesen. Dies ist
vermutlich der elementarste Fall.

Satz 7.8 (FERMAT). Es existiert kein Tripel (a,b,c) € N3 mit a* + b* = ¢*.

Beweis. Nehmen wir etwas allgemeiner an, dass (a,b,c) € N? mit a* + b* = ¢? existieren (dies schliet
die gegebene Gleichung ein wegen ¢! = (c?)?). Sei dabei ¢ so klein wie mdglich. Dann gilt ggT (a,b) = 1,
denn anderenfalls kénnte man wie im Beweis von durch ggT(a,b) teilen. Da (a2, b, ¢c) ein
pythagoreisches Tripel ist, existieren s, € N mit s < ¢ und 0. B.d. A. (a?,b%,¢) = (2st,t> — 5%, 1% + 5?).
Nun ist auch (b,s,t) ein pythagoreisches Tripel mit ggT(b,s) | ggT(b,2st) = geT(b,a?) = 1. Da a
gerade ist, ist b ungerade. Nach existieren also u,v € N mit (b, s,t) = (v? — u?, 2uv, v + u?).
Wegen ggT(a,b) = 1 ist auch ggT(s,t) = 1. Dabei ist s = 2uv gerade und ¢ ist ungerade. Die
Primfaktorzerlegung von a? = 2st zeigt s = 222 und ¢ = y? mit 2,y € N und ggT(z, y) = 1. Schlieklich
gilt auch ggT(u,v) | ggT(b, s) = 1. Die Gleichung 22 = uv liefert daher p,q € N mit u = p? und v = ¢*.
Insgesamt erhélt man p* + ¢* = w? + 02 =t = y? mit y < y? =t < t? < t? + 52 = c. Dies widerspricht
der Wahl von (a, b, ¢). O

Bemerkung 7.9. Nach [Bemerkung 7.7 und [Satz 7.8 geniigt es FLT fiir jede ungerade Primzahl n = p
zu beweisen. Die Idee ist die Summe aP + bP in ein Produkt zu verwandeln und anschlieSend mit

der Primfaktorzerlegung von ¢ zu vergleichen. Sei dazu ¢ := e2™/? € C. Da p ungerade ist, sind
—(,—C%,...,—(? =1 die Nullstellen des normierten Polynoms X? + 1, d.h.
p .
XP+1=]J(x+¢.
i=1

Wir substituieren ¢ fiir X und multiplizieren anschliefend mit b”:
p .
@’ + b =[](a+ (D). (7.2)
i=1
Die Faktoren auf der rechten Seite liegen im Ring
R:=7[C] :=={aaP * + a3’ + ...+ ap: ag,...,a, € Z}.

Wir beschrianken uns ab jetzt auf p = 3. Es gilt dann ¢ = %(—1 ++v—3) und R = Z_3 ist euklidisch
nach [Satz 6.20, Fir a = a+ b( € R ist

N(a) = |af* = (a+b)(a+ b¢?) = a® + b* — ab.
Wir betrachten A :=1— ¢ € R. Wegen N()\) = 3 ist A ein Primelement. Aus 3 = A\ =0 (mod \) und
¢ =1 (mod ) folgt R/R)\ = Fs.
Lemma 7.10. Fir a € R=7_3 mit M« gilt 3 = +1 (mod \*).
Beweis. Indem man notfalls o durch —a ersetzt, kann man o =1 (mod ) annehmen. Sei 5 € R mit
a — 1 = pA. Dann gilt
a—(=(a—1)+A=AL+1),
a=C=(a=O+(-CG)=AB+1)+CA=AB~-¢).
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Es folgt
o’ —1=(a-1)(a=(a—)=NB(B+1)(B~ ).

Wegen ¢? =1 (mod )) liegen 3, 8+ 1 und B — ¢? in verschiedenen Restklassen modulo ). Eine der
Zahlen muss daher durch X teilbar sein. Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 7.11 (EULER). Es gibt kein Tripel (a,b,c) € N? mit a® + b® = ¢3.

Beweis. Sei R := Z_3. Wir nehmen allgemeiner an, dass a, 3,7 € R\ {0} und ¢ € RX mit o3 + 8% =
ey3 existieren. O.B.d. A. seien a, 8 und v (paarweise) teilerfremd. Sei zunichst A | af. Da A ein

Primelement ist, gilt 0.B.d. A. A | @ und A { 8 sowie A { v. Nach ist dann +e = y? =
a® + 3 = +1 (mod A\?) und A2 | 1 £ e Im Fall € # F1 wire 3 = |[A\?| < |1 & ¢| < 2 nach der
Dreiecksungleichung. Also ist € = F1 und 8% + (£7)3 = (—a)?. Durch Vertauschen von a und v kann
man also A\ { a3 annehmen.

Unter allen solchen Gegenbeispielen wahlen wir v, sodass
t:=v(y) :=max{n € Ng: \" | v}
moglichst klein ist. Im Fall ¢ = 0 existieren e, f € {£1} mit
te=ep’ =P+ 33 =e+ f (mod \?})

nach [Lemma 7.10} Offenbar ist e = f und A* | e£2. Dies liefert den Widerspruch 9 = |\| < |e£2| < 5.
Im Fall t =1 ist
0Z ey =a®+ =42 (mod \?)

und A | ey + (£2 — €y3) = £2. Dies ergibt den Widerspruch 3 = N()\) | N(2) = 4. Also ist ¢ > 2 und
v(v?) = 3t > 6.

[Gleichung 7.2] wird zu
(a+B)(a+B¢)(a+B¢%) = e’ (7.3)

Es folgt v(a + B) > 2, v(a + B¢) > 2 oder v(a + B¢?) > 2. O.B.d. A. sei v(a + ) > 2 (anderenfalls
ersetze man 3 durch 8¢ bzw. 8¢%). Wegen A { 3 ist dann

via+BC) =v(a+ - B(1-() =via+ - pA) =1,
via+ B¢ =v(a+B—BAX1+C) =v(a+ B+ BAC3) =1.

Dies zeigt v(a+ ) = 3t —2 > 4. Sei § € R ein Primelement, welches nicht zu A assoziiert ist. Ist ¢ ein
gemeinsamer Teiler von a + 5 und « + B¢, so teilt 6 auch S(1 — () = SA. Es folgt § | f und § | o im
Widerspruch zu ggT(«, f) € R*. Analog sieht man, dass § hochstens eine der Zahlen a+ 3, a4 ¢ und
a + BC¢? teilen kann. Die Primfaktorzerlegung von liefert daher aq,B1,p € R und €1,€3,e3 € R*
mit

a+pB=eaX2p, a+ B¢ = ehaf, a+ B¢ = es\B}
und A1 pa; f. Es folgt
0= (a+8)+ (a+ B¢+ (a+ B¢ = a X 72p° + e2daf¢ + esAB{ ¢
Wir setzen 1 := A~!p. Dann existieren pq, o € R* mit

of + B = .
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Wegen ¢t > 2 ist A | 7 und daher 0 = +u27] = 1+ 1 (mod A?) nach [Lemma 7.10] Wie oben folgt

1 =

F1. Also ist
af + (F61)° = pa?

mit v(y1) =t — 1 im Widerspruch zur Wahl von . O

Bemerkung 7.12.

(i) LEGENDRE und DIRICHLET bewiesen FLT fiir p = 5.

(ii) Sei p > 2 eine beliebige Primzahl und ¢ = e2™/?. Fiir 1 < k,1 < q := % gilt

2k =+20 (mod p) E8 = 4 (mod p) <= k=1I.

Wegen
P
(XP 4+ X)X - =X —1=[](Xx - ¢H)
k=1
folgt
p—1 q q q
p=[l0-")=T[0 -0 - = [ =N =h) =07 [ -
k=1 k=1 k=1 k=1
Also ist /(=1)%p = [[¢_,(¢* — ¢*) € Z[¢] = R. Dies zeigt Z, C R, falls p = 1 (mod 4) und

Z_p C R sonst. Im ersten Fall ist |R*| = oo nach [Satz 6.10] Dies gilt auch im zweiten Fall fiir
p > 3 nach DIRICHLETs Finheitensatz.

LAME hatte geglaubt den Beweis von [Satz 7.11| fiir alle p > 2 fiihren zu konnen. LIOUVILLE wies
aber daraufhin, dass R = Z[(] fir p > 19 nicht mehr faktoriell ist.

Als Alternative zeigte KUMMER),, dass zumindest alle Ideale in R eine eindeutige Faktorisierung
in Primideale besitzen (Ringe mit dieser Eigenschaft heifen Dedekind-Ringe). Mittels der Klas-
senzahl lasst sich genau messen, wie weit R von einem faktoriellen Ring entfernt ist. Kummer
bewies FLT fiir reguldre Primzahlen p, d.h. die Klassenzahl von R ist nicht durch p teilbar.
Diese Primzahlen p > 2 lassen sich dquivalent dadurch charakterisieren, dass die Zahler der
BERNOULLI-Zahlen B, By, ..., By_3 nicht durch p teilbar sind. Die Bernoulli-Zahlen treten als

Koeflizienten der Potenzreihe -

X By,
S 2noxn
exp(X) —1 Z n!

n=0

auf und lassen sich durch die Rekursionsformel
n—1 n

B =
> () m =0
k=0

mit dem Startwert By = 1 berechnen. Es gilt B; = —%, By = % und Bopyq = 0 firn > 1
(Der Nenner von By, ist das Produkt aller Primzahlen ¢ mit ¢ — 1 | 2n nach CLAUSEN und
VON STAUDT)). Damit gilt FLT fiir p < 31. Leider hat JENSEN gezeigt, dass es unendlich viele
irrequldre Primzahlen gibt (wobei p = 37 die kleinste ist).
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(v)

(vi)

(vii)

Betrachtet man a3 + > = ¢3 modulo 9, so sicht man p | abc (dies entspricht der Behauptung
t > 1 im Beweis von [Satz 7.11)). Fiir p > 3 ist diese Schlussweise nicht moglich. Man unterscheidet
daher zwischen dem ersten Fall (p t abc) und dem zweiten Fall (p | abe). Im ersten Fall sind die

Hauptideale in der Faktorisierung
P

(c)” = [J(a+20)
i=1
aus teilerfremd. Jedes der Ideale (a+b(?) ist daher die p-te Potenz eines Ideals. Ist p regulr,
so ist (a+bC?) sogar die p-te Potenz eines Hauptideals. Dies erlaubt eine dhnliche Argumentation
wie in GERMAIN hat den ersten Fall fiir alle Primzahlen p bewiesen, fiir die auch 2p+ 1
eine Primzahl ist (sogenannte Germain-Primzahlen).

FALTINGS bewies, dass bei festem p nur hochstens endlich viele teilerfremde Losungen (a, b, ¢)
existieren konnen.

1993 legte WILES| einen 100-seitigen Beweis fiir FLT in voller Allgemeinheit vor. Dieser enthielt
jedoch eine Liicke, die Wiles zusammen mit TAYLOR| ein Jahr spéater schlieffen konnte. Im Beweis
interpretiert man FLT als elliptische Kurve und benutzt modulare Formen.

8 Das quadratische Reziprozititsgesetz

Bemerkung 8.1. In [Satz 3.8 und [Satz 3.11] haben wir gelernt wie man lineare Gleichung bzw. Glei-
chungssystem in Restklassenringen 16st. Um quadratische Gleichungen zu 16sen, muss man zunéchst
klaren, welche Restklassen eine Quadratwurzel besitzen. Wir werden mit dem Jacobi-Symbol ein du-
Rerst einfaches Kriterium hierfiir herleiten.

Definition 8.2. Sei p eine Primzahl und n € Z\ pZ. Man nennt n einen quadratischen Rest modulo p,
falls ein k& € Z mit n = k% (mod p) existiert. Anderenfalls nennt man n einen quadratischen Nichtrest
modulo p. Fiir n € Z definiert man das Legendre-Symbol

1 falls n ein quadratischer Rest modulo p ist,

n
(—) := 4 —1 falls n ein quadratischer Nichtrest modulo p ist,

P 0 fallsp|n

von n nach p.

Beispiel 8.3. Offenbar gilt (%) =n (mod 2). Man kann sich daher auf ungerade Primzahlen konzen-

trieren. Fiir m = n (mod p) ist aukerdem (5) = (

n m

p). Somit kann man 0 < n < p annehmen.

Lemma 8.4 (EULER-Kriterium). Fir jede ungerade Primzahl p und n € Z gilt

(ﬁ) = 0" (mod p).

Beweis. O.B.d. A. sei p{n. Wegen n?~! = 1 (mod p) (Euler-Fermat) ist n'T € {1, -1}, denn die
Gleichung 22 = 1 hat im Korper F), nur die Losungen £1. Sei ¢ € F) eine Primitivwurzel. Ist (%) =1,

so gilt n = (% fiir ein i € Z. Es folgt n'T = ¢P~1 = 1. Sei umgekehrt n = ¢’ mit vipT_l —n'7 =1

Nach [Lemma 4.13|ist p — 1 = ordp(y) | i%. Da p ungerade ist, folgt 2 | 4 und n = ¢’ ist ein

Quadrat. O
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Beispiel 8.5 (1. Erginzungssatz). Aus dem Euler-Kriterium folgt

-1\ _ p=l 1 fallsp=1 (mod 4),
<_> =1 B {—1 falls p=—1 (mod 4) (8.1)

und (%) =n (mod 3). Fiir n,m € Z folgt aukerdem (%) = (%) (%) Es geniigt also (5) fiir Primzahlen
p und g zu berechnen.

Lemma 8.6 (2. Ergdnzungssatz). Fir jede ungerade Primzahl p gilt

(2) B (_1)% _J1 fallsp=+1 (mod 8),
p) =1 jallsp=43 (mod 8).

Beweis. Fir p' :=(p—1)/2, r:=|p'/2| und s:= | (p’ — 1)/2] gilt

VP [ -k = (1" (p-D)I= (1" (13- ...-(p—2)(2-4-...-(p—1))

k=

(»'1)?

—_

= (-2 (»H(1-3 (»—2)) By @) EHL-3-.. 25+ 1)) ((p—2)...(p—2r))
= (C1P () (%) (1:3-.. (25 +1))24-....2r) = (—1)p’+r(p/1)2<%) (mod p).

Dies zeigt (%) = (—1)P*". Eine einfache Fallunterscheidung ergibt p’ + 7 = 0 (mod 2) <= p = +1
(mod 8). Gleichzeitig gilt

p* -1
8

=0 (mod?)g(p—l)(p—l—l)EpQ—lEO (mod 16) <= p=41 (mod 8). O

Definition 8.7. Sei p € P ungerade und a € Z. Dann existiert genau ein r € Z mit a = r (mod p)
und |r| < p%l. Im Fall » > 0 (bzw. r < 0) nennen wir a einen positiven (bzw. negativen) Rest modulo
.

Lemma 8.8 (GAUSS). Seip € P ungerade und p{a € Z. Sei p die Anzahl der negativen Reste modulo
p unter dem Zahlen a,2a, .. ., pT_la. Dann gilt (%) = (=1~

Beweis. Sei p/ := %. Seien —p’ < rq,...,7, < =1 bzw. 1 < s1,...,5y_, < p’ die negativen bzw.
positiven Reste unter den Zahlen a,2a,...,p'a (wegen p{ a ist kein Rest 0). Wegen ka # la (mod p)
fir 1 <k <1 <p'sind die r; und die s; untereinander paarweise verschieden. Nehmen wir —r; = s; an.
Dann existieren 1 < k,l < p/ mit —ka = —r; = s; = la (mod p). Aus (k+1)a =0 (mod p) und 0 <

k+1<2p =p—1folgt der Widerspruch k = [. Dies zeigt {—71,..., =7y, s1,...,sp—,} ={1,...,p'}
und
p’ )
(PN = (=1)"r1...rus1 ... Sy = (—1)* H ka = (—=1)"a? (p')! (mod p).
k=1

Mit der Euler-Kriterium ergibt sich (%) =a =

Il

|
=
=

=

3]
A
3
|

o1



Lemma 8.9. Seip € P ungerade und a € Z ungerade mit p t a. Dann gilt

)=

Beweis. Wir benutzen die Bezeichnungen aus dem Beweis von Fir 1l <k <yp gilt ka =
L%Jp +rmitr e {p+r,....,p+ru51,...,8y-,} (Division mit Rest). Aufsummieren ergibt

<p+1> Zk _pZL J+§;(p+m)+§15j=p§:ﬂk§J+Mp+<p/;_1>.

Da a und p ungerade sind, ist p = Zilzl L%J (mod 2) und die Behauptung folgt aus [Lemma 8.8 [

Satz 8.10 (Quadratisches Reziprozitéitsgesetz). Fir verschiedene ungerade Primzahlen p und q gilt

(-

Beweis (EISENSTEIN). Wie zuvor sei p’ : pT und ¢’ := q_ . Wir zdhlen die Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten innerhalb des Rechtecks (0,p/2) x (0,q/ 2) C R2 auf zwei Weisen. Offensichtlich gibt es
genau p'q’ solche Punkte, ndmlich (z,y) mit 1 < 2 < p’ und 1 < x < ¢’. Auf der Diagonale y = %x
liegen keine Punkte, denn sonst wére pa = ¢b mit a,b € N und a < g sowie b < p. Unterhalb der

Diagonalen verteilen sich die Punkte auf die senkrechten Geraden (k, ). Die Anzahl der Punkte auf

dieser Gerade ist LpJ Insgesamt liegen S(p, q) := g 1[ J Punkte unterhalb der Diagonalen. Ein
analoges Argument mit den waagerechten Geraden (x, k) erglbt genau S(q,p) Punkte oberhalb der
Diagonalen.
)
q
q/
S(g,p)
= 7
l -~ "
S(p,q)
e
k P
Dies zeigt S(p,q) + S(q,p) . Mit [Lemma 8.9] folgt
PY(L) — (_1)Sta)+S(ap) — 'q
2V 2) = (=)o) +S(ep) — (1P 0
<q) () - =
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Bemerkung 8.11.

(i) Nach dem Reziprozitétsgesetz gilt

(?)Z{—@)fMBquE—l (mod 4), 52)

q (%) sonst.

Auf diese Weise lésst sich (%) fiir beliebiges n € Z berechnen, sofern man die Primfaktorzerlegung
von n und allen kleineren Zahlen kennt. Wir zeigen im Folgenden wie man auf die (aufwendige)
Primfaktorzerlegung verzichten kann.

(ii) Man kennt iiber 300 Beweise fiir das Reziprozitétsgesetz. |E|

Definition 8.12. Sei n € Z. Sei a € N ungerade mit Primfaktorzerlegung a = p; ... px (der Falla = 1

a . pl o pk

das Jacobi-Symbol von n nach al]

Bemerkung 8.13. Das Jacobi-Symbol setzt das Legendre-Symbol fort. Ist n ein quadratischer Rest
modulo a, so ist n auch ein quadratischer Rest modulo p; fiir jeden Primteiler p; von a. Ggf. gilt
(%) = 1. Die Umkehrung ist jedoch falsch. Zum Beispiel ist —1 kein quadratischer Rest modulo 9,

aber (_Tl) = (_?1) (_?1) = 1. Die Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol iibertragen sich auf das Jacobi-

Symbol wie folgt.

Satz 8.14. Fiir n,m € Z und ungerade a,b € N gilt:

(i) n=m (mod a) = (&) = (&).

(i1) (%51) = () (%) und () = () (3)-
o1y )1 fallsa=1 (mod 4),
(i) () = {—1 falls a = —1 (mod 4).

(i) (3) =

1 fallsa==+1 (mod 8),
-1 falls a = +£3 (mod 8).

_(g) fallsa=b= -1 (mod 4),

(2) sonst.

o -1

Beweis. Seien a = pj...p; und b = q; . ..q die Primfaktorzerlegungen von a und b.

() Nach [Bepiel S st (2) = (). () = () .. () = ().

Hgiche https://www.mathi.uni-heidelberg.de/~flemmermeyer/qrg_proofs.html
12Das allgemeinere Kronecker-Symbol lasst auch gerade Nenner zu, wobei jedoch die Eigenschaft n = m (mod a) =
(2) = (%) verloren geht.

a
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(ii) Nach [Beispiel 8.5|ist

()= G- () - GG - GG - () )
a p/)  \ bk pi) \p1)  \ok) \pk a a)
Die zweite Gleichung folgt direkt aus der Definition.

(iii) Firr:={1 <i<k:p;=—1 (mod 4)}| gilt

k

a—1= (—1)T—152TEZ(pi—1) (mod 4).

=1

Dies zeigt %5% = Zle 1”2—_1 (mod 2) nach Aus (8.1)) folgt

R

(iv) Firr:=|{1 <i<k:p; =13 (mod 8)}| gilt

k
a2—159r—158r52(p?—1) (mod 16)
i=1

und % = Zle p?gl (mod 2). Aus |[Lemma 8.6/ folgt

(v) O.B.d.A. sei ggT(a,b) = 1, denn anderenfalls sind beide Seiten 0. Wie in gilt

(5)() O LI (&) (%) - 1=

ko pi—l<~l 941 a—1b-1

= (—1)%i=1t 2 =172 =(=1)z =.

Bemerkung 8.15. Sei n € Z und a € N ungerade. Folgender Algorithmus berechnet (%)
(1) Setze €:=1.
(2) Solange a > 1 wiederhole:
e Reduziere n modulo a, sodass |n| < %1
e Falls n = 0, dann gebe 0 aus. Ende.
e Falls n < 0, dann
— ersetze n durch —n (nun ist n € N),
— falls a = —1 (mod 4), dann multipliziere € mit —1.

e Solange 4 | n, teile n durch 4.

o4



e Falls 2 | n, dann
— teile n durch 2 (nun ist n ungerade),
— falls @ = £3 (mod 8), dann multipliziere e mit —1.
e Vertausche n und a.
e Falls n =a = —1 (mod 4), dann multipliziere ¢ mit —1.
(3) Ausgabe: e.

Die Laufzeit ist wie beim euklidischen Algorithmus logarithmisch in der Eingabe (Aufgabe 5. Die
Bedingung a = 1 (mod 4) (bzw. a = +1 (mod 8)) lésst sich an den letzten beiden (bzw. drei) Dezi-
malziffern von a ablesen, denn 4 | 100 (bzw. 8 | 1000).

Beispiel 8.16. Wegen
12346\ (3408  (3408\ (852  (213\ (787 = [-94
7787 ) \ 7787 ) \7r87)  \vwsr)  \71787) 213 ) \ 213
(94N (AT 213\ =22\ 22\ 11\ _ /47\ (3
o\213) \213) \47/) \47v )  \47)  \47) \11) \11
11 -1 1
= — — = — — fry — :1
(3)=-5)=6)

ist 12346 ein quadratischer Rest modulo der Primzahl 7787.

Bemerkung 8.17. Im Folgenden benutzen wir das Jacobi-Symbol zur Konstruktion von Primzahltest
fiir Mersenne- und Fermat-Primzahlen. In [Bemerkung 2.13 haben wir den Primteiler 641 = 5 - 27 4 1
von Fy = 22" 41 nachgewiesen.

Satz 8.18 (Lucas). Sein > 2. Fiir jeden Primteiler p von Fy, gilt 2"72 | p — 1.

Beweis. Sicher ist p > 2. Aus 22" = —1 (mod p) folgt daher 2”1 = ord,(2) | p — 1. Wegen p = 1
(mod 2"1) ist p = 1 (mod 8) und (%) = 1 nach dem zweiten Ergénzungssatz. Das Euler-Kriterium

zeigt 2f =1 (mod p), d.h. 2" = ord,(2) | %. Also ist 2"*2 ein Teiler von p — 1. O

Satz 8.19 (PEPIN-Test). Sein € N. Genau dann ist F,, eine Primzahl, wenn 3F»=1/2 = —1 (mod F},)
gilt.

Beweis. Sei F,, € P. Nach den Euler-Kriterium und dem Reziprozitétsgesetz gilt

o= ()= () (57 @) e

Sei umgekehrt 3(F»=1/2 = —1 (mod F,) und p ein Primteiler von F,,. Aus 3»~1 =1 (mod p) folgt
22" = F, — 1 =ord,(3) | p — 1. Dies zeigt F,, <p < F,, d.h. F, =peP. O

Satz 8.20. Sei p = 3 (mod 4) eine Germain-Primzahl (d.h. 2p +1 € P). Dann ist 2p + 1 | M.
Insbesondere ist M, ¢ P falls p > 3.
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Beweis. Sei q :=2p+ 1 € P. Nach Fermat-Euler ist
My(M,+2)=(2F —1)(2P +1) =27 —1=0 (mod q).
Nehmen wir ¢ | M, + 2 an. Dann gilt

(2) =9 == (mod q).
q

Aus dem zweiten Ergédnzungssatz folgt 2p 4+ 1 = ¢ = £3 (mod 8) und p =1 (mod 4) im Widerspruch
zur Voraussetzung. Also ist g | M. Im Fall p > 3 ist ¢ < M), ¢ P. O]

Beispiel 8.21. Aus [Satz 8.20| folgt M, ¢ P fiir p = 11,23, 83,131, . ...

Satz 8.22. Sei p € P ungerade und d ein Teiler von M,. Dann gilt d = +1 (mod 8) und d = 1
(mod p).

Beweis. O.B.d.A. sei d € P\ {2}. Aus 27 = 1 (mod d) folgt 1 # ordy(2) | p und p = ordy(2) |
p(d) = d—1. Also gilt d =1 (mod p). Wegen p > 2 existiert ein k € N mit d — 1 = 2kp. Aus dem

Euler-Kriterium folgt
2 _
<—) =95 =9k =1 (mod d).

Der zweite Ergidnzungssatz liefert d = +1 (mod 8). O

Beispiel 8.23. Als Primteiler von Mj3 kommt nach |Satz 8.22) nur 79 in Frage, denn /M3 < 91.
Allerdings ist 79 4 M3 und Mj3 muss eine Primzahl sein.

Definition 8.24. Die LUCAS-Folge ist durch Lo := 4, Ly := L} — 2 fiir k > 0 definiert.

Bemerkung 8.25.

(i) Im Folgenden betrachten wir den euklidischen Ring Z3 = Z + Z+/3 (Satz 6.20) mit w := 2 + /3.
Wegen N(w) = ww* = (2+3)(2 — v/3) = 1 ist w invertierbar. Offenbar gilt w + w* = 4 = L.
Sei induktiv w2 + (w*)2" = L, gezeigt. Dann ist

k+1 k+1 k+1 k+1
2 2 —_9 w2 + (w*)2 )

Lisr = L} —2 =" +2(ww)? + (w")

Also gilt w?* + (w2 = L, fiir alle k € Ny.

(ii) Fir eine Primzahl ¢ sei Zsq = Zq + 7Zq\/3. Man zeigt leicht, dass die Restklassen modulo Zsg
den Ring
Ry :=73)73q =Fy +F,\/3

bilden. Die Abbildung p: Zz — Ry, = +— x + Z3q ist offensichtlich ein Ringhomomorphismus,
d.h. p(zTy) = p(x) Te(y) fir alle 2,y € Zs. Wir benutzen im Folgenden, dass Ker(u) NZ = ¢Z.
Da 0 nicht invertierbar ist, gilt |Ry| < |R| -1 = ¢®> — 1. Wie im Beweis von Euler-Fermat zeigt

man z/f7| =1 fiir alle z € Ry . Insbesondere ist die Ordnung von x durch ¢ — 1 beschriinkt (vgl.

Lemma 4.13)).

Satz 8.26 (LucAS-LEHMER-Test). Seip € P\{2}. Genau dann ist M), eine Primzahl, wenn M, | L,_o.
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Beweis.

p—2

< Sei kM, = Ly—o = w® ™ + (w*)?? fiir ein k € Z mit den Bezeichnungen aus [Bemerkung 8.25|

Dann folgt

2

W = (kM — ()P W = kMpw? T 1.

Nehmen wir M), ¢ P an. Fiir den kleinsten Primteiler ¢ von M, gilt dann ¢ < M,. Mit M, ist
auch g ungerade. Wegen u(M,) =0 € R, gilt

p@? ) = p(Mp)p(kw® ) — p(1) = =1 € Ry \ {1},

Also hat w die Ordnung 2” in R,.[Bemerkung 8.25(liefert den Widerspruch 2? < ¢*—1 < M,—1 =
2P — 2,

=: Sei p=2k+ 1 und ¢ := M, € P. Dann gilt M, =2° — 1 =2-4¥ — 1 =1 (mod 3). Nach dem
Euler-Kriterium und dem Reziprozitéitsgesetz gilt

@)t

Zusammen ergibt sich
1
62 =2232 =-1 (mod q). (8.3)

Insbesondere ist 11(6) € R. In R, gilt aukerdem
B+v3)1231 1+ v3"E34 V3.3 =3-v3 (mod g)

Wegen (3 +v/3)2 =9 + 3 + 63 = 6w folgt

6=(3+V3)(3-V3)=(B+V3) = (6(.u)q2il = 6w(6w)%1 &3 6, (mod q).

q+1

Wegen 11(6) € Ry darf man durch 6 teilen und erhélt w2 = —1 (mod ¢). Aus ww* = 1 folgt
schlieflich
L, B 22y (w*)gpi2 e (w*)% = (wq21 + 1) (w*)qu =0 (mod q). O

Beispiel 8.27. In der Praxis geniigt es die Lucas-Folge modulo M, zu berechnen. Fiir p = 17 ist
beispielsweise:

k |0 1 2 3 4 5 6 7
Ly (mod Mi7)| 4 14 194 37634 95799 119121 66179 53645

k |8 9 10 11 12 13 14 15
Ly (mod M7) | 122218 126220 70490 69559 99585 78221 130559 0

Wegen L5 =0 (mod Mj7) ist My; € P.
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9 Dirichlets Primzahlsatz

Bemerkung 9.1. Bekanntlich existieren unendlich viele ungerade Primzahlen p, d.h. p =1 (mod 2).
In haben wir bewiesen, dass unendlich viele Primzahlen die Form p = 3 (mod 4) haben.
DIRICHLET bewies 1837, dass fiir teilerfremde natiirliche Zahlen a, d unendlich viele Primzahlen p =
a (mod d) existieren. Sein Beweis benutzt tiefliegende Eigenschaften der Riemannschen (-Funktion
und man glaubte lange, dass es keinen ,elementaren” Beweis (d.h. ohne Funktionentheorie) geben
kann. Ein solcher Beweis wurde erst 1949 von SELBERG gefunden. Da Selbergs Beweis deutlich ldnger
und technischer ist, verfolgen wir einen analytischen Ansatz, der mit elementaren Eigenschaften des
komplexen Logarithmus auskommt (inspiriert von CHAPMAN). Es werden lediglich Kenntnisse der
Analysis 1 im Umfang von FORSTERs Buch ,,Analysis 1“ bendétigt.

Definition 9.2. Fiir s € R mit s > 1 definieren wir die Riemannsche -Funktion

1
C(s) = s
n=1
Bemerkung 9.3. Wegen
(0.9} o
1 11 1 . 1
n=1 n=0
konvergiert ((s) fiir s > 1. Fiir s = 1 erhilt man hingehen die harmonische Reihe Y >, % = 00.
Lemma 9.4. Fir s > 1 gilt =5 < {(s) < . Insbesondere ist
lim(s — 1)((s) = 1. (9.1)
s—1
n+1 1

Beweis. Fir n € N gilt n+1 < [
ergibt

r7"dx < - (Stichwort: Treppenfunktion). Summieren iiber n

—1_Z</ ~Sdz < ((s).

Wir berechnen

o) n xfs+1 n 1
/ z °dr = lim r°dxr = — lim =
1

n—oo Jq n—oo § — 1 I1 8—1.

Daraus folgt leicht die Behauptung. O

Satz 9.5. Sei A eine endliche abelsche Gruppe und A := Hom(A,C*) die Menge der Homomorphismen
A — C*. Dann gilt:

(i) Durch punktweise Multiplikation ist A eine abelsche Gruppe der Ordnung |A|, die unter komplexer
Konjugation abgeschlossen ist.

(ii) Fir B < {1 st die Finschrankungsabbildung A = B ein Epimorphismus. Insbesondere besitzt
jedes X € B genau |A : B| Fortsetzungen nach A.
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(#ii) Fir A\, pu € A gilt die erste Orthogonalitiitsrelation

> AMa)ula) =

acA

|A|  falls X = p,
0  falls X # p.

(iv) Fiir a,b € A gilt die zweite Orthogonalitétsrelation

D AM@)AR) =

AeA

|A|  falls a = b,
0  fallsa #D.

Beweis.

(i)

(iii)

(iv)

Fiir \,pu € A ist \p € A mit (Ap)(a) := Aa)u(a) fir a € A. Offenbar wird A auf diese Wei-
se zu einer abelschen Gruppe. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen existieren
ai,....a, € Amit A = (a1) & ... ® (ay). Sei d; := |{a;)| fiir i = 1,...,n. Fiir A € A gilt
Ma;)% = /\(afi) = A1) =1, d.h. A(a;) ist eine d;-te Einheitswurzel. Insbesondere gibt es hochs-
tens d; Moglichkeiten fiir A(a;). Da A durch die Bilder von ay,...,a, eindeutig bestimmt ist,
folgt \121| < dj...d, = |A|. Jedes Element in A lisst sich eindeutig in der Form a'fl ...alr mit

n

0<k;<d;—1fiiri=1,...,n schreiben. Sei {; € C eine d;-te Einheitswurzel. Dann definiert
)\(alfl .akn) = fl Gk
einen Homomorphismus A — C*. Unterschiedliche Wahlen der ¢; definieren verschiedenen A.
Dies zeigt |A| > |A|. Fir A € A ist auch A € A mit A(a) := A\(a) fir a € A.
Die Einschrankung I': A= B A A ist offenbar ein Homomorphismus. Fiir A € Ker(I")
gilt B < Ker(A). Nach dem Homomorphiesatz lésst sich A als Element von A/B auffassen.
Umgekehrt definiert jedes A € A/B durch a — A(aB) ein Element aus Ker(T'). Aus (i) folgt
|Ker(T")| = |A/B| = |A/B|. Nach dem Homomorphiesatz ist
IN(A)| = A+ Ker(D)] = 17 = |B] = |5,

|4/ B

d. h. T surjektiv. Die zweite Aussage folgt, da das Urbild von A eine Nebenklasse nach Ker(T') ist.

Im Fall A\ = p ist M(a)u(a) = |A(a)|?> = 1, da A(a) eine Einheitswurzel ist. Wir kénnen daher

A # p annehmen. Dann existiert ein b € A mit A(b)u(b) # 1. Aus
AO)u(b) Y Maju(a) = ) Mab)u(ab) = ) Ma)u(a)
a€A acA acA
folgt die Behauptung.

Da die Werte von A € A Einheitswurzeln sind, gilt A(a) = A(a~'). Wir kénnen daher b = 1
annehmen. Fir a = 1 ist die Behauptung trivial. Sei also a # 1 und B := (a). Nach gilt

S Ma) = 14/B] Y pla).
€A weEB
Sei k := |B| und ¢ € C* eine primitive k-te Einheitswurzel. Der Beweis von (i) zeigt

1—&:

0. O
1-¢

dpla)=1+C+... +¢F 1=

uweB
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Definition 9.6. Im Folgenden sei stets d > 2 eine natiirliche Zahl. Eine Funktion y: Z — C heifit
Dirichlet-Charakter modulo d, falls fiir alle a,b € Z gilt

e x(a) =0 <= ggT(a,d) > 1,
e x(ab) = x(a)x(b),
o x(a+d)=x(a)
Die Menge der Dirichlet-Charaktere modulo d sei ¥4. Die zu x gehorige L-Reihe ist durch

Lisy) =3 X

nS

n=1

fir s € R mit s > 1 definiert.

Bemerkung 9.7.

(i) Sei A := (Z/dZ)*. Durch Einschréinkung erhilt man einen Monomorphismus I': ¥y — A =
Hom(A, C*). Da sich jeder Homomorphismus A € A durch A\(n) := 0 fir ggT(n,d) > 1 zu einem
Dirichlet-Charakter fortsetzen lasst, ist I" ein Isomorphismus. Insbesondere ist V4| = |A| = |A| =

¢(d) nach [Satz 9.5}

(il) Mit x € Wy ist auch ¥ € ¥4 nach Im Fall y = ¥ nennen wir y reell. Ggf. gilt x(Z) C
{0, £1}. Der triviale Dirichlet-Charakter yo mit den Werten 0 und 1 ist reell.

(iii) Fir x € U4 und s > 1 gilt

n=1

n

Daher ist L(s, x) absolut konvergent.
Lemma 9.8 (EULER-Produkt). Fiir jeden Dirichlet-Charakter x und s > 1 gilt

L(s,x) = H 1_; (9.2)

—S
S L= x()p

Beweis. Sei Py :={p € P:p < N} ={p1,...,p}. Sei Zn die Menge der natiirlichen Zahlen, deren
Primfaktoren in Py liegen. Nach dem Cauchy-Produkt fiir absolut konvergente Reihen gilt

1 - kl...ft n
I g - = > A= 32

pEPN k=0 k1+...4+ki=k (Py" - nEZn

wobei die Reihenfolge der Zahlen in Zx auf Grund der absoluten Konvergenz keine Rolle spielt. Die
Behauptung folgt mit N — oc. O

Beispiel 9.9. Offensichtlich gilt auch ((s) = HpeP?;—S fir s > 1. Fiir den trivialen Dirichlet-
Charakter xg € ¥4 ergibt sich

Lisxo) = [[ s = () [[ 2

. —S
peP 1 p peP p
ptd pld
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und

hm L(s,x0)(s—1) = hm( (s —1) l;n% H s Eid) (9.3)
pld

Insbesondere ist lims_1 L(s, xo) = oo. Wir werden sehen, dass sich nicht-triviale Dirichlet-Charaktere
anders verhalten.

Satz 9.10. Fir s > 1 gilt

IT ZGs0 = 1. (9.4)

X€Vq

Beweis. Nach (9.2)) gilt

1
= IJ 20 =1] ] 11— x(p)p—

XEYy peP xevy
pid

(beachte |4 = ¢(d) < o0). Sei e die Ordnung von p + dZ € (Z/dZ)* und f := ¢(d)/e. Nach
(angewendet auf (p + dZ) < (Z/dZ)*) durchlaufen die Zahlen {x(p) : x € ¥4} alle e-ten
Einheitswurzeln und jede Einheitswurzel tritt genau f-mal auf. Fiir eine primitive e-te Einheitswurzel

w e Cgilt X¢—1=][5_;(X —w). Dies zeigt
S

1 <ﬁ P >f psef
_ — _ ok —1\f
Xle\pld L—x(pp—  \1p°—w (p*e —1)

Somit ist P > 1. O

Lemma 9.11 (ABELsche Summation). Seien ai,...,an,b1,...,b, € C und Ay := Zle a;. Dann gilt

n—1
Zakbk = A,b, + ZAk k — bk:—H) (9.5)
k=1 k=1

Beweis. Induktion nach n: Fir n = 11ist ) ;_; apby = A1b1. Sei nun n > 1. Dann gilt

n—2 n—1
Zakbkz = A,_1by—1 +ZA1~: k— bit1) + anby, = ZAk g — bky1) + An—1bn + anby,
k=1 k=1 k=1
n—1
= Anbn + Y Ap(be — bir1). O
k=1
Folgerung 9.12. Seien ay,as, ... € C, sodass die Partialsummen Ay, := Y} _, aj beschrankt sind. Sei

b1, by, ... € R eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert > -2 | anby.

Beweis. Sei |A,| < C fir alle n € N. Fiir n < m gilt

m m—1
‘Z akbk‘ < |Apm — Ap_1|by + Z | A — Ap—1] (b — bry1) < 2CDy,.
k=n

k=n >0

Wegen lim,, o b, = 0 bilden die Partialsummen ) ;_, axby eine Cauchyfolge. O
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Definition 9.13. Stetigkeit und Differenzierbarkeit von komplexen Funktionen f: C — C definiert
man wie im Reellen:

o Wir sagen f konvergiert im Punkt z € C gegen a € C, falls
Ve>030 >0Vw e C\{z}: |z —w|<d=|f(z) —a| <e.

Ggf. schreiben wir lim,,_,, f(w) = a.

e Man nennt f stetig im Punkt z € C, falls lim,,, f(w) = f(z) gilt. Ist f in jedem Punkt des
Definitionsbereichs stetig, so heifst f stetig.

e Man nennt f differenzierbar (oder holomorph) im Punkt z € C, falls

) ot 1) = 1)

w—z z—wW

existiert. Ggf. nennt man f’(z) die Ableitung von f in z. Ist f in jedem Punkt des Definitions-
bereichs differenzierbar, so heift f differenzierbar (oder holomorph).

Bemerkung 9.14. Ist f differenzierbar in z, so ist f auch stetig in z. Die iiblichen Ableitungsregeln
gelten fiir komplexe Funktionen genau wie im Reellen. Insbesondere ist (fg)' = f'g+ f¢’ (Produktregel)
und (fog) = (f'og)g" (Kettenregel) fiir differenzierbare Funktionen f,g: C — C.

Beispiel 9.15. Bekanntlich ist die Fxponentialfunktion
o Zn
: x i
exp: C— C~, Z’_)z;]n!
—

differenzierbar mit exp’ = exp. Fiir z € C gilt exp(z) = e*, wobei e := exp(1) ~ 2,718 die eulersche
Zahl ist. Die Einschriankung exp: R — Ry ist surjektiv und streng monoton steigend. Sie besitzt mit
dem natiirlichen Logarithmus In: Rsg — R eine differenzierbare Umkehrfunktion.

Bemerkung 9.16. Aus dem Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen folgt
exp(z + w) = exp(z) exp(w)

fir z, w € C. Induktiv erhélt man exp(z1 + ...+ 2z,) = exp(z1) ... exp(zy) fir z1,...,2, € C. Aus der
Stetigkeit von exp folgt

exp (i Zk> = ﬁ exp(zx) (9.6)
k=1 k=1

fiir jede konvergente Reihe ) .7, 2.
Satz 9.17. Sei x € ¥4\ {xo0}. Dann ist L(s, x) auf [1,00) stetig mit L(1,x) # 0.

Beweis (MONSKY). Fir n € Nund s > 1 sei a,, := x(n) und b, := # Nach der ersten Orthogonali-
téatsrelation (Satz 9.5|) gilt

d d
Ag = Zan = ZX(”)XO(”) =0
n=1 n=1
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und es folgt

k
A< S ) <d
n=d|k/d]+1
fiir alle k € N. Der Beweis von zeigt
N—-1 00
x(n) ‘ 2d _2d
L - < nbn S AT — AT
[L(s.0) XA S w5 <

Daher konvergieren die Partialsummen von L(s, x) gleichméfig gegen L(s, x) fiir s > 1. Insbesondere
ist L(s, x) stetig auf [0, 00).

Nehmen wir nun L(1, x) = 0 an.

Fall 1: ¥ # x.

Fiir f: R>1 > R, o+ 27!

—x % gilt
1
flx) <0 = sz 51 —272<0 & z>s51 =t

_ L

wobei t = 1 fiir s = 1. Daher ist f fiir £ > ¢t monoton fallend Insbesondere ist b, := f(n) = % o~
eine monoton fallende Nullfolge fiir n > t. Nach dem Mittelwertsatz, angewendet auf g: R — R,
s+—n~ %, existiert 1 <&, < s mit

b = 0(1) — 9(5) = /(€)1 ) = " (5 1),

Mit b, ist auch 1222) eine monoton fallende Nullfolge fiir n > ¢. Nach [Folgerung 9.12| konvergiert
oo

In(n

3(5) = Y e
n=1

nén

fir alle s > 1 (die endlichen vielen Summanden n < ¢ haben keinen Einfluss auf die Konvergenz). Der

Beweis von [Folgerung 9.12| zeigt (wie fiir L(s, x)), dass die Partialsummen gleichméfig konvergieren

und 7(s) somit stetig auf [0, c0) ist. Insgesamt ist

L(8>X) = L(S>X) - L(LX) = - Zanbn = (1 - 5)7(8) (97)
n=1

fir s > 1.

Nach Voraussetzung gilt L(1,X) = L(1,x) = 0. Das Produkt P(s) := [[cy, L(s,¢) aus (9.4) lésst
sich aufspalten in P(s) = L(s, x0)L(s, x)L(s, X)Q(s). Die Stetigkeit von L(s,1)) fiir alle ¢ # xo zeigt
lims_,1 Q(s) < oo. Nach (9.7) und (9.3) ist andererseits

lim (s, x0) L(s, X)L(s, X) = lim L(s, xo)(1 = 5) lim (1 — s)(s)7(5) = 0.

Also ist auch lim,_,; P(s) = 0 im Widerspruch zu (9.4)).

Fall 2: y = x.
Fir0<z <1undn € Nist lfzn < % Daher konvergiert
oo :L'n
f) =Y xm
n=1

Bes gilt t = (14 (s — 1))ﬁ <e
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absolut fiir 0 < z < 1. Es gilt

1 o0 :L,’I’L
- L (s - 1)
fl@) = 77 LX) = f(2) = D an 1_@ T
n=1
=:bp,
mit
1 1 " anrl
1—xz)(b, — b =— - -
(1 = 2)(bn — bnt1) n ntl 1tzt.. .41 1tzt. .+
1 z"

nn+1) (A+z+...+av D1 +z+... +an)
Aus der Ungleichung zwischen arithmetischen und geometrischen Mittel folgt

1—$n 1(n
:1+x+...+x”_12nx5()—n:ﬂ 5 > na™? > na.

1—=x

Damit erhalt man b, > 0 und
1 z™

1—2)(b, —bps1) > —
(1—2)( +1) n(n+1) n(n+1)a"
d.h.1=0b6; > by >...>0. Abelsche Summation ergibt

:()7

n n—1
‘Zakbk‘ < dby, + dZ(bk ~bsr) = dby = d.
k=1 k=1

Insbesondere ist f(z) beschréinkt auf [0,1). Wegen 12— = >0, 2" gilt
N N N o0 N
n L IN/n]+n
x
> ) (}jx«m)xnzz\ijow >t < §j —
n=1 n=1 k|n n=1 k:\_N/nj—l—l n=1
N
1 N Nzx N—oco
< =
T 1l-x ; v 1-2z
Dies zeigt
F@) =3 (3 xtw))a"
n=1 kln
———

Da x reell ist, gilt x(k) € {0, £1} fiir alle £ € N. Fiir jede Primzahl p folgt ¢, = 14+x(p)+...+x(p)" > 0.
Mit der Primfaktorzerlegung n = pi'...p;"* ergibt sich

Cn = Cpr1 ... Cpre > 0.
Wegen d > 2 besitzt d einen Primteiler p. Dann gilt c,r = 1 und f(z) > .20 2P". Folglich ist
lim, 1 f(x) = oo im Widerspruch zu Beschranktheit von f(x). O

Beispiel 9.18. Mit elementarer Analysis gilt

11 1 2

LExo) =145+ 5+ =C2) - 4@ =%  (we W),
1 1

L) =1-g+-F..=7 e\ ()
1 1 w3

LX) =1- gt e F =55 (xe¥a\{xo}).
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Aus der Partialbruchzerlegung des Cotangens mit x = % bzw. © = % folgt auferdem

> 1 1 1 T
L(l’X):1+;<3n+1_3n1>:3m°t(”/3):3\/§ (x € U3\ {x0}),

= 1 1 1 T
L(l,x)=1+;<6n+l—6n_1>=6W00t(7f/6)=2\/§ (x € %6\ {xo}).

Definition 9.19. Eine nichtleere Teilmenge Z C C heiftt konvez, falls fiir alle x,y € Z die Verbin-
dungsstrecke {Az + (1 — Ny : 0 < X < 1} zwischen z und y in Z liegt.

Lemma 9.20. Sei Z C C konvex und f: Z — C differenzierbar mit f'(z) = 0 fir alle z € Z. Dann
ist f konstant.

Beweis. Seien z,y € Z. Die reelle Funktion

g: [0,1] = R, A fAz+ 1= Ny) + f(Az+ (1= Ny) =2R(f(Az+ (1 — N)y))

ist wohldefiniert (da Z konvex ist) und erfiillt

gV =@ -y f A+ 0-Ny)+(@—y)f(Az+(1-Ny) =0
fiir alle 0 < A < 1 nach der Kettenregel. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass g konstant ist. Insbesondere

ist R(f(z)) = 1g(1) = 19(0) = R(f(y)). Analog zeigt man I(f(z)) = I(f(y)). Also ist f auf Z
konstant. O

Bemerkung 9.21. Nach Analysis ldsst sich jedes z € C* in eindeutig Polarkoordinaten
2z =re = r(cos + isin )
mit 7 = |z| > 0 und —7 < ¢ < 7 schreiben. Daher ist die Einschriankung
exp: {z€C: -1 <Q(z) <7} - C
bijektiv.
Definition 9.22. Der Hauptzweig des komplexen Logarithmus ist durch
log: C* — C, rel? — In(r) + ip (r>0, —-mr<ep<m)

definiert.

Bemerkung 9.23. Fiir z = re'¥ € C gilt
exp(log(z)) = exp(In(r) + ip) = rel? = 2. (9.8)

Andererseits ist log(exp(27i)) = log(1l) = In(1) = 0 # 27i.

Lemma 9.24.

(i) Der kompleze Logarithmus ist auf D := C\ R<q differenzierbar mit log'(z) = 1 fiir z € D.
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(i) Fir z € C* mit |z| <1 gilt log(1 — z) = — 300 | =~

Beweis.

(i)

Nach Analysis ist In: R~ — R differenzierbar mit In’(z) = 1/z fiir z > 0. Sei z = rel¥ € D mit
r>0und —7 < ¢ < . Sei zg 1= rpe'?* € D eine Folge mit limy_,oo 2 = z und —m < @ < 7
fir k¥ € N. Dann existiert ein € > 0 mit |¢ — ¢i| < 27 — € fiir alle £ € N. Wegen

k
r =il = ||z — |zl < |2 — 2 =0
gilt limg_ o0 1 = 7. Aus
cos(p — @) +isin(p — pp) = l¥79r) = Th = koo,

r o2k

und |¢ — ¢i| < 2w — € folgt limy_,o @r = @ (arccos ist stetig). Dies zeigt
lim log(zx) = lim (In(rg) +ipx) = In(r) +ip = 2,
k—o0 k—o00

d.h. log ist stetig auf D. Nehmen wir nun z; # z fiir £k € N an. Als Umkehrfunktion der
eingeschrankten Exponentialfunktion ist log injektiv. Insbesondere gilt log(z;) # log(z). Dies
zeigt

lim log(z) — log(z) 1 B 1 B 1 1
T i el er )]~ oxp(loa(2)) — oxp(loas)) — 2
oo log(z)—log(z1)

fir alle z € D.

Nach (i) ist die Funktion f(z) := log(1 — z) auf der konvexen Menge Z := {z € C: |z| < 1}
differenzierbar mit f'(z) = —log'(1 — z) =

o0 ’ oo
n
— = <
N
konvergiert die Reihe g(z) := = 7, % absolut fiir z € Z. Nach Analysis gilt

oo 1 ,
—Zz”fl:—liz = f(z).
n=1

Nach [Lemma 9.20| existiert eine Konstante C' mit f(z) = ¢g(2) + C und C = f(0) — g(0) =0. O

Bemerkung 9.25. Aus folgt

1-— Ooz

log<%> = log<£> —log(1 — 2z) =log(1) —log(1 — 2) W (9.9)

fir |z| < 1.

Satz 9.26 (DIRICHLETs Primzahlsatz). Fir alle teilerfremden Zahlen a,d € N gilt

Z;:oo.

peP
p=a (modd)

Insbesondere existieren unendlich viele Primzahlen p = a (mod d).
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Beweis. O.B.d. A. sei d > 2. Nach [Satz 9.17| existiert ein ¢t > 1 mit L(s, x) # 0 fiir alle y € ¥4 und
1 < s <t (beachte L(s,xo) > 1 fiir alle s > 1). Im Folgenden sei stets 1 < s < t. Fiir xy € ¥y gilt

= 2s 1 =/ 1 1
SY e <20 =S =S ey < () -

peP k=2 peP k=2 peP

Nach der zweiten Orthogonalitéitsrelation (Satz 9.5)) ist

{|x1;d| —p(d) fallsp=a (mod d),

> x(a)x(p) =

vet, 0 sonst.

Dies zeigt

= SA@E S M oS Y @My ) < @3 e

XEVy peP k=1 peP xevy, k=2 =a (modd)

fiir eine Konstante C' (da ¥4 nach unter komplexer Konjugation abgeschlossen ist, ist f(s) € R).
Es geniigt daher lim,_,1 f(s) = oo zu zeigen. Wegen |x(p)p~*| < 1 gilt

> k
eXP(%;%) i pl;lpexp(log(l—x(lﬁp_s)> Ig}) . sz)p_ ! L(s, ).

Fiir x # xo ist also lims 1 3 cp dore op ks) beschrankt. Wegen ggT(a,d) = 1 ist andererseits xo(a) =

1 und limg 3 pep S0 X,g;’;s) = 0o nach [Beispiel 9.9| Dies zeigt lim,_,1 f(s) = co. O

Bemerkung 9.27.

(i) Seien a,d € N teilerfremd. Man kann zeigen, dass sich die Primzahlen ,gleichméfig* auf die
primen Restklassen verteilen, d. h.

lim HpeP,:p=a (mod d)}| _ 1
n—00 m(n) o(d)

(ii) In der Funktionentheorie setzt man die Riemannsche ¢-Funktion zu einer holomorphen Funktion
auf C\ {1} fort. Sie besitzt dann die sogenannten trivialen Nullstellen —2k fiir & € N. Der
Gaufsche Primzahlsatz

lim m(n)In(n) 1

n—o0 n

ist dquivalent zu ((s) # 0 fiir R(s) = 1 und lésst sich daher mit Funktionentheorie beweisen.
Auch hier gibt es ,elementare Beweise von Erdds, Selberg und anderen.

(iii) Die Riemannsche Vermutung besagt, dass alle nicht-trivialen Nullstellen von ¢ den Realteil %
haben. Dies ist eines der grofiten ungelosten Probleme der Mathematik. Man weifs, dass es un-
endlich viele solche Nullstellen gibt. Die Nullstelle mit dem kleinsten positiven Imaginéarteil ist
~ % + 14,3471. Ein Beweis der Riemannschen Vermutung wiirde die folgende Verbesserung des
Gaufsschen Primzahlsatz implizieren:

nin(n/ in{n 2
’n_ § :log(p)’ < fl (8;1 ( )) (77,2678).
PEPn
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Aufgaben

Aufgabe 1 (2 Punkte). Konstruieren Sie die 11-adische Entwicklung von 123456789.

Aufgabe 2 (2 + 2 Punkte). Wir betrachten das Nim-Spiel aus [Beispiel 1.6

(a) Es seien drei Stapel mit jeweils 45, 33, 24 Miinzen gegeben. Priifen Sie, welcher der Spieler den
Sieg erzwingen kann und geben Sie eine entsprechende Zugfolge an.

(b) Wer kann mit der Ausgangsposition (my, ma, ms) = (1,2k,2k + 1) oder (1,2k,2k — 1) gewinnen?

Aufgabe 3 (2 + 2+ 2+ 2 + 3 Punkte). Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert durch f; := 1,
for=1und fri0:= fny1 + fn fir n € N.

(a) Zeigen Sie f1 + fs+ ...+ font1 = fonto fiir n > 0.
(b) Zeigen Sie 1+ f1 + fo+ ...+ fn = fayo fir n > 1.
(c) Fiir welche n ist f,, durch 3 teilbar?
(d) Fiir welche n ist f,, durch 4 teilbar?

)

(5 ()

Aufgabe 4 (3 Punkte). Berechnen Sie ggT(813,1329) und finden Sie a,b € Z mit

(e) Beweisen Sie

fir n € N.

813a + 1329b = ggT (813, 1329).

Aufgabe 5 (3 Punkte). (LAME) Wie grof miissen a,b € N mindestens sein, damit der euklidische
Algorithmus zur Berechnung von ggT(a,b) genau k € N Iterationen durchlauft?
Hinweis: Die Losung fiihrt auf eine bekannte Zahlenfolge.

Aufgabe 6 (Miinzproblem). Angenommen Sie besitzen beliebig viele Miinzen im Wert von a und b
Euro, wobei a,b € N teilerfremd seien. Zeigen Sie:

(a) Sie kénnen den Betrag ab — a — b Euro nicht exakt (d.h. ohne Wechselgeld) bezahlen.

(b) Sie konnen jeden ganzen Eurobetrag grofer als ab — a — b bezahlen.
Aufgabe 7 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass es unendlich viele Primzahlen der Form 6n — 1 gibt.

Aufgabe 8 (2 + 2+ 2 Punkte). Fiir n € Ny sei F}, := 22" + 1 die n-te Fermat-Zahl. Zeigen Sie:
(a) [I'=g Fi = F — 2 fiir n € Ny.
(b) geT(F,, Fy,) =1 fir n # m.

(c) Geben Sie mit Hilfe von (b)) einen neuen Beweis fiir |P| = oo.
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Aufgabe 9 (2 Punkte). Sei b € N, sodass mindestens ein Primteiler von b mit Vielfachheit 1 auftritt.
Sei a € N keine Potenz von b. Zeigen Sie, dass log(a) irrational ist.

Aufgabe 10 (2 + 3 Punkte).
(a) Berechnen Sie kgV(10.403,10.807).
(b) Zeigen Sie ggT(a™ — 1,a™ — 1) = a8T(»™) _ 1 fiir a,n,m € N.

Aufgabe 11 (3 Punkte). Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von 42!. Wie viele Nullen stehen
am Ende der Dezimalentwicklung von 42!7

Aufgabe 12 (3 Punkte). Angenommen es gibt 8-Euroscheine und Sie besitzen beliebig viele 5- und
8-Euroscheine. Zeigen Sie, dass Sie jeden geniigend grofsen natiirlichen Eurobetrag zahlen kénnen.

Aufgabe 13 (2 + 2 + 2 Punkte). Beweisen Sie:
(a) m(n?) >n fiir n € N\ {1}.
(b) Ist p, die n-te Primzahl (also p; = 2, ps = 3, usw.), so gilt p, < n? fiir n > 2.

(c) Ist n! = mF > 2 fiir n,m, k € N, so gilt k = 1.

Aufgabe 14 (2 Punkte). Sei n € N durch alle Zahlen von 1,...,200 teilbar aufer zwei aufeinander-
liegende Zahlen d,d + 1. Bestimmen Sie d.
Aufgabe 15 (3 Punkte). Bestimmen Sie die kleinste natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft

VpeP:p|n < (p—1)|n.

Aufgabe 16 (2 + 2 Punkte). Seien p,q € P\ {3,5}. Zeigen Sie:
(a) p? = ¢® (mod 24).
(b) p* =1 (mod 240).

Aufgabe 17 (2 + 2 + 2 Punkte).
(a) Losen Sie die Gleichung 47x = 27 (mod 89) in Z.
(b) Losen Sie das System

x =11 (mod 37),
2z =13 (mod 41).
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Aufgabe 18 (3 Punkte). Funf Piraten und ein Affe stranden auf einer einsamen Insel. Am ersten
Tag sammeln Sie n Kokosniisse. In der folgenden Nacht wacht ein Pirat auf, um sich seinen Anteil
zu sichern. Er teilt den Haufen der Kokosniisse in fiinf gleichgrofse Teile, wobei eine Kokosnuss tibrig
bleibt, die er dem Affen schenkt. Danach bringt er einen der fiinf Teile in ein Geheimversteck und
legt sich wieder schlafen. Kurze Zeit spéater wacht auch der zweite Pirat auf, um die gleiche Prozedur
durchzuftihren (wieder bleibt eine Nuss fiir den Affen iibrig). Im weiteren Verlauf der Nacht fithren
auch die iibrigen drei Piraten diese Prozedur durch. Am néchsten Morgen wird der verbleibende Haufen
zu gleichen Teilen an die fiinf Piraten verteilt, wobei diesmal keine Nuss iibrig bleibt. Wie groff war n
mindestens?

Aufgabe 19 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass es 48 aufeinander folgende natiirliche Zahlen gibt, die alle
einen quadratischen Teiler haben.
Hinweis: Chinesischer Restsatz.

Aufgabe 20 (2 Punkte). Priifen Sie, ob die ISBN 123456789X giiltig ist.

Aufgabe 21 (2+ 2 + 2 Punkte). Sei n € N. Zeigen Sie:

(a) Genau dann ist n durch 3 (bzw. 9) teilbar, wenn die Quersumme von n durch 3 (bzw. 9) teilbar
ist. (Die Quersumme ist die Summe der Dezimalziffern.)

(b) Genau dann ist n durch 11 teilbar, wenn die alternierende Summe der Dezimalziffern von n durch
11 teilbar ist. (Es spielt keine Rolle, ob man die Summe von links oder rechts beginnt.)

(¢) Wir gruppieren nun die Dezimalziffern in 3er Blocke beginnend von rechts. Genau dann ist n durch
7 teilbar, wenn die alternierende Summe dieser Blocke durch 7 teilbar ist (Beispiel: 12.345.678 —
678 —345+12=345=7-50—-5=2 (mod 7)).

Aufgabe 22 (3 Punkte). (WILSON) Sei 2 < n € N. Zeigen Sie, dass n genau dann eine Primzahl ist,
wenn
(n—1)!'=-1 (mod n)

gilt.

Aufgabe 23 (2 + 2 Punkte).
(a) Bestimmen Sie alle n € N mit ¢(n) = 14.

(b) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von 626.257.
Hinweis: ¢(626.257) = 624.640.

Aufgabe 24 (2 Punkte). Sei (G,-) eine abelsche Gruppe und f,F': N — G. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) F(n)= Hd‘n f(d) fir alle n € N.
(b) f(n) = [Ty F(n/d)"? fiir alle n € N,
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Aufgabe 25 (2 Punkte). Sei s > 1 reell. Zeigen Sie

ns’

<”/d@>1__w 1
n=1 n® n=1

Bemerkung: Beide Reihen konvergieren absolut.

Aufgabe 26 (2 + 2 + 3 Punkte).

(a) Berechnen Sie (45 + 101Z)~! in (Z/101Z)*.

(b) Bestimmen Sie alle Erzeuger von (Z/22Z)*.

(c) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente in (Z/2200Z)* mit Ordnung 5.

Aufgabe 27 (3 Punkte). Uberpriifen Sie mit dem kleinen Satz von Fermat, ob 341 eine Primzahl ist.

Aufgabe 28 (2 + 2 Punkte).

(a) Verschliisseln Sie die Nachricht n = 14 mit dem RSA-Verfahren bzgl. des 6ffentlichen Schliissels
(pg,e) = (209, 13), d. h. berechnen Sie 7 mit den Bezeichnungen aus der Vorlesung.

(b) Entschliisseln Sie die Nachricht 7 = 100 mit Hilfe des privaten Schliissels (p, q,d) = (17,41,11).

Aufgabe 29 (2 Punkte).
(a) Zeigen Sie, dass 7 die kleinste Primitivwurzel modulo 71 ist.

(b) Zeigen Sie, dass 4 fiir keine Primzahl eine Primitivwurzel ist.

Aufgabe 30 (2 + 2 + 2 Punkte). Zeigen Sie:

(a) Fiir n >3 gilt 52" ° =1+ 27! (mod 2).

(b) Fiir n > 2 gilt ordan (5) = 2772

(¢) Fiir n € N gilt (Z/2"Z)* = {£5F +2"Z 1k =1,...,2"%}.

Aufgabe 31 (3 Punkte). Sei p > 2 eine Primzahl und a € Z mit ordy:(a) = ¢(p?). Zeigen Sie
ordpm(a) = ¢(p™) fiir alle m € N.

Aufgabe 32 (2 + 3 Punkte).

(a) Bestimmen Sie die Periode der Dezimalbruchentwicklung von 4—13.

(b) Bestimmen Sie die Periodenléinge von g2;.

Aufgabe 33 (2 Punkte). Bestimmen Sie die (unendliche) 3-adische Entwicklung von % geméf Satz 5.2

Hinweis: Erinnern Sie sich an die Methode des schriftlichen Dividierens aus der Schule.
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Aufgabe 34 (3 Punkte). Bestimmen Sie einen Néherungsbruch ¢ fiir v/2 mit b < 1000 und [v/2 —
a/b] < 1go5-

Aufgabe 35 (2 + 2 + 2 Punkte).

(a) Bestimmen Sie den Kettenbruch von H'T‘ﬁ

(b) Schreiben Sie den Kettenbruch [2, 1,2, 3] als Losung einer quadratischen Gleichung.

(c) Bestimmen Sie die Lésungen der Pellschen Gleichung % — 7y? = 1.

Aufgabe 36 (3 Punkte). (Schlacht von Hastings) Harolds Mannen standen nach alter Gewohnheit
dichtgedréngt in 13 gleichgroffen Quadraten aufgestellt, und wehe dem Normannen, der es wagte, in
eine solche Phalanx einbrechen zu wollen. (...) Als aber Harold selbst auf dem Schlachtfeld erschien,
formten die Sachsen ein einziges gewaltiges Quadrat mit ihrem Konig an der Spitze. Wie grofs soll die
Armee Harolds II. gewesen sein?

Aufgabe 37 (2 Punkte). Sei k € N und ¢ := [3%/2"|. Zeigen Sie, dass sich 2¥¢ — 1 nicht als Summe
von ¢ + 2F — 3 nicht-negativen k-ten Potenzen schreiben lisst.

Aufgabe 38 (2 Punkte). Sei w := @ € Z_3. Priifen Sie, ob 3 + 7w ein Primelement in Z_3 ist.
Aufgabe 39 (2 Punkte). Sei z € C transzendent. Zeigen Sie, dass
n .
Zlz] = {Zaim‘ :neN ag,...,an € Z} ccC
=0

ein euklidischer Ring ist.
Hinweis: Betrachten Sie, dass kleinste n mit a,, # 0.

Aufgabe 40 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass Zjg nicht faktoriell ist.
Aufgabe 41 (2 Punkte). Schreiben Sie 941 als Summe von zwei Quadratzahlen.

Aufgabe 42 (2 Punkte). Sei n = 4%(8b+ 7) € N mit a,b € Ny. Zeigen Sie, dass n nicht die Summe
von drei Quadratzahlen ist.

Aufgabe 43 (2+2 Punkte). Seiena,b € Z und p € P\{2}. Beschreiben Sie mit dem Legendre-Symbol,
wann die quadratische Gleichung
2> +ar+c=0 (mod p)

eine Losung x € Z besitzt. Untersuchen Sie damit, ob 22 + 2 4+ 10 =0 (mod 101) eine Losung besitzt.

Aufgabe 44 (3 Punkte). Berechnen Sie die Jacobi-Symbole (49%4), (291) und (331).

3

Aufgabe 45 (3 Punkte). Fiir welche Primzahlen p ist 3 ein quadratischer Rest modulo p?

72



Anhang

Primzahlen < 1000:

2 3 5 7
41 43 47 33
97 101 103 107
157 163 167 173
227 229 233 239
283 293 307 311
367 373 379 383
439 443 449 457
509 521 523 541
299 601 607 613
661 673 677 683
751 7B7 761 769
829 839 833 857
919 929 937 941

Kleinste Primitivwurzel modulo p:

p|l 2 3 5 7 11 13 17

11
59
109
179
241
313
389
461
047
617
691
773
859
947

19

13
61
113
181
251
317
397
463
o957
619
701
787
863
953

23

17
67
127
191
257
331
401
467
563
631
709
797
877
967

29

19
71
131
193
263
337
409
479
569
641
719
809
881
971

31

23

73
137
197
269
347
419
487
571
643
727
811
883
977

37

29

79
139
199
271
349
421
491
LY
647
733
821
887
983

41

31

83
149
211
277
353
431
499
o87
653
739
823
907
991

43

37

89
151
223
281
359
433
503
593
659
743
827
911
997

47

93

29

12 2 3 2 2 3

2

5

2

2

p|61 67 71 73 79 83 89 97

101

103

107

109

113

127

131

137

139

2 2 7 5 3 2 3

5

2
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Primitive pythagoreische Tripel:

10
13
16
18
20
23
25
28
30
32
34
36
39
40
48
52
o7
64
68
72
78
87
93
96

24
24
84
30
80
99
264
312
45
224
255
288
323
80
198
55
165
176
510
285
646
160
416
476
247

25
26
85
34
82
101
265
313
53
226
257
290
325
89
202
73
173
185
514
293
650
178
425
485
265

5 12
8 15
11 60
14 48
16 63
19 180
21 220
24 70
26 168
28 195
31 480
33 56
35 612
37 684
39 760
40 399
48 286
56 90
60 91
65 72
69 260
75 308
84 187
88 105
95 168
102 280

74

13
17
61
50
65
181
221
74
170
197
481
65
613
685
761
401
290
106
109
97
269
317
205
137
193
298

(=)

12
15
17
20
22
24
27
29
32
33
36
38
40
44
o1
o6
60
66
72
76
85
88
96
104

40
35
112
144
21
120
143
364
420
126
544
77
360
42
117
140
390
221
112
154
357
132
234
110
153

10
41
37
113
145
29
122
145
365
421
130
545
85
362
o8
125
149
394
229
130
170
365
157
250
146
185



(p indiziert die Zeilen):

<20

) fiir p, q

B
q

Jacobi-Symbol (

So lococo lot+to+oc |cocoo | o +o
S+ +4++ 1+ F 0 +H+ o+
looo | ot+tocooco | o | coco +o | ©
S+ r+ 0 +F+ 0+ o+ +
Clo+ot+ocot+o+to +to +o0 +o0 +0 +0
W4+o+too | oo o | |o++o +0o
Slo+ot+tococo+o | ot+to+o | o +o
S+ + 0+ + e+ 4+
HOOO_O+OOO_O+OOO_O+O
o ot N B S T I e e
Sotocooco |ot+o | otooco | o | o
sl +to++t+to ++o ++o0 ++o0 ++ + +
oo | o | o4+ +o | o | o4+ +o | o
~+ |+ o4+ + 1 + 1 1o+ 4+ 1 + 1 |
oo ot+to +oocooco +o0 | oo | o | ©
w|l| | o+ | +o+ 1| | +o+ 1 | +
tYlot+to +tot+to+to o o +o +o0 + o
»llo+ o+ o+ | o+ | o+ | ©+ |
No | o | o4+ +o0 | o | o+ +o | o

NmtworoaS I ARIROE R
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Kleinste Losung der Pellschen Gleichung p? — ng? = 1.

n p q n p q n p q
2 3 2 3 2 1 5 9 4
6 5 2 7 8 3 8 3 1
10 19 6 11 10 3 12 7 2
13 649 180 |14 15 4 |15 4 1
17 33 8 18 17 4 |19 170 39
20 9 2 21 55 12 |22 197 42
23 24 5 24 5 1 |26 51 10
27 26 5 28 127 24 |29 9301 1820
30 11 2 31 1520 273 | 32 17 3
33 23 4 34 35 6 |35 6 1
37 73 12 |38 37 6 |39 25 4
40 19 3 41 2049 320 |42 13 2
43 3482 531 |44 199 30 |45 161 24
46 24335 3588 |47 48 7 |48 7 1
50 99 14 |51 50 7 |52 649 90
53 66249 9100 |54 485 66 |55 89 12
56 15 2 57 151 20 |58 19603 2574
59 530 690 |60 31 4 |61 1766319049 226153980
62 63 8 63 8 1 |65 129 16
66 65 8 67 48842 5967 |68 33 4
69 7775 936 |70 251 30 |71 3480 413
72 17 2 73 2281249 267000 | 74 3699 430
75 26 3 76 57799 6630 | 77 351 40
78 53 6 79 80 9 |80 9 1
82 163 18 |83 82 9 |84 55 6
85 285769 30996 |86 10405 1122 |87 28 3
88 197 21 |89 500001 53000 |90 19 2
91 1574 165 |92 1151 120 |93 12151 1260
94 2143295 221064 |95 39 4 |96 49 5
97 62809633 6377352 |98 99 10 |99 10 1
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Stichwortverzeichnis

Symbole

alb,

a="b (mod d),
a+dZ,[14

C,B

Fy,
gT(ay,...,an,),
ggT(n,m),
geT(ay,...,ay),
kegV(n,m),
kgV(ay,...,an), |§|,
L(s, x), 60

p(n),

N, B

No, B3]

\I]da 60
Q. [
Q(va),
R, Bl

o(n).
S(),
zZ,
Zdv@
Z/dZ
C(s),
(Z/nZ)*,
¥,

A
Abelsche Summation,
Ableitung, [62]
Alford-Granville-Pomerance, [25]
algebraisch, [42]
assoziiert, [38|

B
Bernoulli-Zahl, [49]
Bertrands Postulat, [12]
Binérsystem, []

C
Carmichael-Zahl, 24]
Chapman,
Chinesischer Restsatz,
Clausen-von-Staudt, [£9]

D
Dedekind, [43]
DHM-Schliisselaustausch, [T9]
Differenzierbarkeit, [62]

Dirichlet, [49}

7

Dirichlet-Charakter,
Dirichlets Approximationssatz,
Dirichlets Einheitensatz, [49]
Dirichlets Primzahlsatz,
Division mit Rest

in Z, 3

in euklidischen Ringen, [39]

E
Eisenstein, [52]
Eisenstein-Zahl, [37]
Enigma,
Erginzungssitze,
Erweiterter euklidischer Algorithmus
in Z, 5
in euklidischen Ringen, [39]
Laufzeit,
Erzeuger,
Euklid, [7] [
Euler, [9]
vollkommene Zahlen, [10]
Euler-Fermat,
Euler-Kriterium,
Euler-Lagrange, [32]
Euler-Produkt,
Eulersche ¢-Funktion, [I7]
Formel, [I7]
Eulersche Identitét,
Eulersche Zahl,
Exponentialfunktion, [62]

F
Faltings,
Farey-Reihe, [20]
Fermat, [47]
Fermat-Zahl, [10] [6§]

Fermats letzter Satz, [46]

Fibonacci-Folge,
Freshman’s Dream,

G
ganz-algebraisch,
Ganzheitsring, [37]
Gaufs
Lemma, [51]
prime Restklassengruppe,
Primzahlsatz,
Gauft-Zahl, [37]
gemeinsame Teiler, [f]
gemeinsames Vielfaches, [0]
Germain,
Girard,

grofiter gemeinsamer Teiler



in Z, 5]
in faktoriellen Ringen, [39]

in Ringen,

H
Heegner-Zahl, 2]
Heron-Verfahren,

I

Ideal, [A9]
ISBN,

J
Jacobi-Symbol, 53]
Jacobis Formel,

Jensen, [49]

K
Kettenbruch,
unendlicher, [30]
Klassenzahl, 9]
kleiner Fermat, [20]

kleinstes gemeinsames Vielfache, [6] [39]

Kongruenz,
Kongruenzgleichungen,
Konvergenz, [62]

konvex, [65]

Korselt, 24]
Kronecker-Symbol,
Kummer, [49]

Kiirzen von Kongruenzen,

L
L-Reihe,
Lagrange 4-Quadrate-Satz, [43]
Lameé, [9] [68]

Legendre, [12] [49]
Legendre-Symbol,

Lindemann,
Liouville, [49]
Logarithmus
diskreter, [I9]
komplexer,
natiirlicher,
Lucas,
Lucas-Folge, [50]
Lucas-Lehmer-Test, [50]

M
Mersenne-Twister, [I0]
Mersenne-Zahl, [I0]
modulo,

Monsksy,
Mordell-Problem, [44]
Mobius-Funktion,
Moébius-Inversion, [I§]
Miinzproblem, [6§|

78

N
Newton-Verfahren, [36]
Nim-Spiel, [4]
Norm,
Niherungsbruch,

(0]

Ordnung,
Orthogonalitétsrelation,

P
Pascalsches Dreieck,
Pells Gleichung, [34]
Periode, [21] [25]
Periodenlénge, [21]
Polarkoordinaten,
prime Restklassengruppe,
Primelement, [3§]
Primfaktorzerlegung

in Z,

in faktoriellen Ringen,
Primitivwurzel,
Primteiler, [7]
Primzahl, [7]

Fermat, [10]

Germain, [50]

Mersenne,

regulire, [49]

trége, [42]

verzweigt, [42]

zerlegt, [A2]
Priifziffer,
Pythagoras,
pythagoreisches Tripel,
Pépin-Test, [55]

Q
quadratischer Rest,

Quadratisches Reziprozitéitsgesetz, (2]

Quersumme, [70]

R

Rest, [3]

positiver/negativer,
Restklasse,
Riemannsche ¢(-Funktion,
Riemannsche Vermutung, [67]
Ring, [I§|

euklidischer, [39]

faktorieller,
RSA-Verfahren,

S

Schlacht von Hastings,
Selberg,

Sieb des Eratosthenes, [7]

Spur, [36]



Stetigkeit, [62]

T
Teilbarkeitsregeln, [70]
Teiler

in Z,[4

in Ringen,
teilerfremd,
transzendent, [42]
Tschebyschow, [T3]

A%
vollkommene Zahl,

w
Waring-Problem, [44]

Wiles, [50]
Wilson, [70]

Z
Zahlkorper
imaginér-quadratischer, [36]
quadratischer, [36]
reell-quadratischer,
ZPE-Ring,
zyklische Gruppe, [20]
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